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A  propos  de  ce  livre 
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expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  cl  de  la  connaissance  humaine  cl  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  marge  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 
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ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  soni  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  cl  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.   Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 

dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  lins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  ell'et  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésite/  pas  à  nous  contacter.  Nous  encourageons  (tour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

À  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  franoais.  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  ailleurs  cl  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
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CX.  Go^Sfe 


ÉTAT  DE  LA  SOCIÉTÉ 


AU    31    JANVIER    1873 


(Les  initiales  S.  P.  désignent  les  sociétaires  perpétuels) 


ACHARB  (Marc),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

AMIE  (Désire),  agrégé  de  l'Université,  à  Paris. 

ANTOINE  (Ch.),  ingénieur  de  la  Marine,  à  Brest. 

A80ST  (L'abbé) ,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille. 

AI9H  (Henriï .  banquier,  à  Paria. 

BACH,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  a  Nancy. 

BA1LLACD,  aide-astronome  à  l'Observatoire,  à  Paris. 

BAIBM  (H.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Lillers  (Pas-de-Calais). 

KAOIORT  (Èlie  de),  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Paris 

BERTRAND  (Marcel),  répétiteur  auxiliaire  à  l'École  .Polytechnique,  à  Paris. 

BÉZ1EI  (E),  professeur  au  lycée  de  Vendôme. 

BIENATIÉ  (Alexis),  capitaine  du  Génie,  à  Versailles. 

BIEMT1É  (Arthur),  ingénieur  de  la  Marine,  à  Brest. 

HEJAYIÉ  (J.),  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

BLE11CIE  (Martial),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris 

BDMET  (Ossian),  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

BOUCBÉ  (A.),  ancien  élève  de  l'École  Normale,  directeur  de  l'École  préparatoire  d'Angers. 

BOOFFET  (M.j,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Carcassonne. 

MUIGET,  agrégé  de  l'Université,  à  Paris. 

BUSSE  (Cb.),  agrégé  de  l'Université,  à  Paris. 

BR0\ET,  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  à  Paris. 

CAHE3,  sous-lieutenant  du  Génie,  à  l'École  de  Fontainebleau. 

CAP1TANEAN0  (Constantin),  capitaine  d'État-major,  à  Bucharest. 

CATIMAU  (II.).  chef  d'escadrons  d'Artillerie  en  retraite,  à  Châtellerault. 

CHARLOS,  directeur  de  la  Confiance,  à  Paris. 

CBASLES,  membre  de  l'Institut,  à  Paris.  S.  P. 

CHEVALIER,  aide-astronome  à  l'Observatoire,  à  Paris. 

CLATEUI,  sous-intendant  de  1"  classe,  à  Versailles. 

C0LUG.\61  [Éd.],  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Paris. 

COIBETTE,  professeur  au  lycée  de  Versailles. 

COMXCK  (Gustave  de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Dinan. 

C0IRD  (A.;,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

CODICELLES  (C).  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Douai. 

CI00LLEBOIS  (Marcel),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille. 

CGVIXOT,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Mantes. 

IAIB0OI,  professeur  suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Paris. 

lESBMES,  professeur  au  lycée  Condorcet,  à  Paris. 

DESQ  (L.),  lieutenant  au  24*  d'Artillerie,  à  Marseille. 

MWULf  (Ed.),  commandant  du  Génie,  à  H  y  ères. 


—  G  — 

DORIOY,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

DOSTOR  (G.),  docteur  es  sciences,  à  Paris. 

BOB0IT  (Paul),  ingénieur  du  Génie  maritime,  au  Havre. 

DURRARDE  (H.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Rennes. 

FLTE  SAINTE-IAtlE  (C),  capitaine  d'Artillerie,  à  Avignon. 

FONTES  (J.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Saint-Amand-du-Cher. 

FOCRET  (G.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

FOURNIE!  (V.),  ingénieur  civil,  à  Paris. 

GARIEL  (M.-C.),  professeur  à  l'École  de  Médecine,  i  Paris. 

GAUTHIER- VIL  LA  ES,  imprimeur-libraire,  à  Paris.  S.  P. 

GAUTIER  (P.),  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée  de  Versailles. 

GENTT,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Sidi-bel- Abbés  (Oran). 

GERONO,  professeur  de  Mathématiques,  à  Paris. 

GIROD  (A.),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  à  Paris. 

GODART,  directeur  de  l'institution  Monge,  à  Paris. 

GOFFARD  (M.),  professeur  au  lycée  de  Rouen. 

G0CRKER1E  (de  la),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  a  Paris. 

GRAHDORGE  ( J.),  docteur  es  sciences,  à  Liège. 

GROS,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris, 

HALPHEN  (G.),  capitaine  d'Artillerie,  à  Paris.  S.  P. 

BATON  DE  LA  G0DP1LLIÈRE,  ingénieur  des  Mines,  &  Paris.  S.  P. 

HATT  (Ph.),  ingénieur  hydrographe,  à  Paris. 

HENRT  (P.),  sous-lieutenant  d'Artillerie,  à  l'École  de  Fontainebleau. 

HÉRADD  (G.),  ingénieur  hydrographe,  i  Paris. 

HERIART,  capitaine  au  25*  d'Artillerie,  à  Vincennes. 

H0DB1GANT  (J.),  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  à  Paris. 

RD60  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  à  Paris. 

HOTOT  (E.),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

JACOIET  (Ch.),  inspecteur  des  Lignes  télégraphiques,  à  Albi. 

JACQUIER  (J.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées*  à  Drive. 

JAVART,  chef  des  travaux  graphiques  a  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

JAY  (Aimé),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

JORDAlf  (C),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

JODFFRET,  capitaine  d'Artillerie,  professeur  à  l'École  d'application  de  Fontainebleau . 

IŒHLER,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

IRETZ,  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  a  Paris. 

LAFFON  DE  LADÉBAT  (Vice-amiral),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris.  S.  P. 

LAGUERRE,  répétiteur  i  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LADREOT  (H.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LE10NMIR,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Corneille,  à  Paris. 

LE101NR  (E.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LESPIAULT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 

LE  TERRIER,  répétiteur  auxiliaire  i  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LÉV)  (Albert),  secrétaire  agent  comptable  de  l'Observatoire,  à  Paris. 

LEYT  (Maurice),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Paris. 

LUCAS  (F.)v  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Paris. 

IALETI  (L.),  professeur  au  Collège  Stanislas,  à  Paris. 

1ANRHEU  (A.),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

1AREL,  colonel  d'État-major  en  retraite,  à  Alger. 

IARGERII,  sous-directeur  de  l'institution  Monge,  i  Paris. 

1ARIE  (Maximilien),  répétiteur  i  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

1ARSILLT  (Général  de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Auxerre. 

1IGR0N  (A.),  capitaine  au  G*  d'Artillerie,  à  Grenoble. 

lONTIGNT  (G.  de),  lieutenant  du  Génie,  à  Sannois  (Seine-et-Oise). 

I0REL  (A.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  â  Paris. 

I0UTARD  (Th.),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

RICOLAIDÈS,  professeur  à  l'Université  d'Athènes. 

AIN? Il,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Descartes,  &  Paris. 
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PARIENTIER  (Th.),  colonel  du  Génie,  directeur  des  fortifications  du  Havre. 

PARIAS  (À.),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

PERC1N  (A.),  capitaine  d'Artillerie,  à  la  Manufacture  d'armes  de  Ghâlellerault. 

PICQOET  (H.),  capitaine  du  Génie,  à  Paris. 

P1ST0YK  (L.  de),  capitaine  d'Artillerie,  à  la  Manufacture  d'armes  de  Châlellerault. 

PLOCQ  (A.),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Dunkerque. 

PLOII  (Edmond),  ingénieur  hydrographe  de  la  Marine,  à  Paris. 

POIREL  (Y.),   inspecteur  général  honoraire  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Rosières-aux-Salines 

(Meurthe-et-Moselle) . 
POLIGNAC  (Camille  de),  à  Paiis.  S.  P. 

P9UIU0T  (J.),  agrégé  de  l'Université,  professeur  i  l'École  normale  de  Cluny. 
PR9TCHE  (F.-A.),  commandant  en  second  et  directeur  des  études  de  l'École  d'application  de 

Fontainebleau. 
PDTZ  (H.),  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  Paris. 
IADAD  (K.),  à  Paris. 

RENAN,  aide-astronome  à  l'Observatoire,  à  Paris. 
RESAL,  professeur  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Paris. 
RIBAUCOUR,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  i  Rochefort-sur-Mer. 
MITER  (F.),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Niort. 
RIDRT,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  Tabacs,  à  Paris. 

ROLLAXD,  membre  de  l'Institut,  à  Paris.  i 

ROLLIER,  inspecteur  général  de  l'Université,  à  Paris. 
R9UART,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 
RODGHÉ  (E.),  professeur  à  l'École  Centrale,  à  Paris. 
R60SSEL1N  (A.),  professeur  au  lycée  de  Douai. 
SAINTE-CLAIRE  DE  VILLE  (Henri),  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 
SAINT-GER1AIN  (A.  de),  docteur  es  sciences,  à  Paris. 
SARRAU,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 
SARTIAOI,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  i  Senlis. 
SCBÏNDQRFFER,  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  è  Paris. 
SCR1VAN0FF  (Grégoire),  étudiant  à  l'Université  de  Saint-Pétersbourg. 
SRRRET  (J.-A.),  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 
SERRET  (Paul),  docteur  es  sciences,  à  Paris. 
SIMON  (Ch.),  professeur  au  lycée  Descartes,  à  Paris. 
S01IIEZ  (C.\  censeur  au  lycée  de  Nevers. 
STKPHAN,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Marseille. 
TAXNERY,  directeur  des  travaux  du  magasin  des  Tabacs,  à  Bergerac. 
TARATTB  (E.),  ancien  élève  de  l'École  Normale,  agrégé  de  l'Université,  àÉvreux, 
TARBOORIECH,  agrégé  de  l'Université,  i  Paris. 
TERRIER,  professeur  à  l'Académie  de  Neuchfttel  (Suisse). 
THÉRT,  professeur  au  lycée  de  Douai. 
TISSERAND,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire,  &  Paris. 
T60RNE0R  (Paul),  ingénieur  civil  des  Mines,  à  Marna  val  (Haute-Marne). 
TRESGA  (È.),  ingénieur  ordinaire  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Pontivy. 
TORQOAN,  docteur  es  sciences,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Lorient. 
VACQOANT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 
VAZEILLE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 
VOLLOT  (Jules),  professeur  au  lycée  d'Alger. 
WELSCH,  sous-lieutenant  d'Artillerie,  à  l'École  de  Fontainebleau. 
WEYR  (I)r  Emile),  professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Prague. 
WICIKRSHEIl,"élève-ingénieurdes1fines,  à  Paris. 


STATUTS  DE  LA  SOCIETE 


Article  premier.  La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  l'avan- 
cement et  la  propagation  des  études  de  mathématiques  pures  et  appliquées. 
Elle  y  concourt  par  ses  travaux  et  par  la  publication  des  mémoires  de  ses 
membres.  Son  siège  est  à  Paris. 

Art.  2.  Aucune  communication  ou  discussion  ne  peut  avoir  lieu  sur  des 
objets  étrangers  aux  mathématiques. 

Art.  3.  La  Société  se  compose  de  membres  résidents  et  de  membres  non 
résidents. 

Les  Français  et  les  Étrangers  peuvent  également  en  faire  partie. 

Art.  4.  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société  sont 
les  suivantes  :  1°  être  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé  une 
demande  signée  ;  2°  obtenir  à  lune  des  séances  suivantes  les  suffrages  de 
la  majorité  des  membres  présents. 

Art.  5.  Le  nombre  des  membres  résidents  et  non  résidents  est  illimité. 

Art.  6.  L'administration  de  la  Société  est  confiée  à  un  conseil  composé  : 

1°  Des  membres  du  bureau  ; 

2°  De  douze  autres  membres  résidents  de  la  Société  désignés  par  l'élec- 
tion ; 

3°  De  quatre  membres  non  résidents  désignés  par  l'élection;  ils  auront 
voix  délibèrative  dans  le  conseil  lors  de  leur  présence  à  Paris. 

Art.  7.  Le  conseil  est  présidé  par  le  président  de  la  Société. 

Art.  8.  Le  bureau  est  composé  de  : 

1  président; 

4  vice-présidents; 

2  secrétaires  ; 

2  vice-secrétaires  ; 
1  trésorier  ; 
i  archiviste. 

Art.  9.  Le  président  est  élu  pour  un  an. 


^ 
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Les  vice-présidents  sont  nommés  pour  deux  ans. 

Deux  d'entre  eux  sont  remplacés  chaque  année. 

Les  secrétaires  et  les  vice-secrétaires  sont  élus  pour  deux  ans. 

Le  trésorier  et  l'archiviste  pour  trois  ans. 

Art.  10.  Le  président  n'est  pas  rééligible  immédiatement  dans  les  mêmes 
fonctions. 

Art.  11.  Parmi  les  douze  membres  du  conseil  qui  résident  à  Paris  et 
qui  ne  font  pas  partie  du  bureau,  quatre  sont  remplacés  chaque  année  à  tour 
de  rôle. 

Art  12.  Tous  les  membres  de  la  Société  sont  appelés  à  participer  à  l'élec- 
tion du  président,  soit  directement,  soit  par  correspondance. 

Art.  15.  Les  autres  membres  du  bureau  et  les  membres  du  conseil  sont 
élus  à  la  majorité  absolue  des  membres  présents. 

Art.  14.  Les  ressources  de  la  Société  se  composent  :  1°  de  la  cotisation 
annuelle  des  membres  résidents  et  non  résidents,  et  dont  le  montant  est 
fixé  par  le  règlement  administratif  de  la  Société;  2°  du  revenu  du  capital 
formé  par  les  droits  d'admission,  les  souscriptions  perpétuelles,  le  produit 
de  la  vente  des  ouvrages  édités  par  la  Société  et  les  dons  qu'elle  pourra  re- 
cevoir. 

Art.  15.  La  Société  règle  annuellement  le  budget  de  ses  dépenses. 

Dans  la  première  séance  de  chaque  année,  le  compte  détaillé  de  recettes 
et  dépenses  de  Tannée  révolue  sera  soumis  à  l'approbation  de  la  Société  ;  ce 
compte  rendu  sera  publié  dans  le  Bulletin. 


RÈGLEMENT  ADMINISTRATIF 


CHAPITRE  PREMIER 

CONDITIONS     D'ADMISSION 

1 .  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société  sont  : 
1°  D'être  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé  une  demande 

signée; 
2°  D'obtenir,  à  l'une  des  séances  suivantes,  les  suffrages  de  la  majorité 

des  membres  présents  (art.  4  des  statuts)* 
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2.  Le  diplôme  délivré  est  signé  par  le  président,  l'un  des  secrétaires  et 
le  trésorier,  et  porte  le  sceau  de  la  Société. 

Le  trésorier  remet  le  diplôme  après  l'acquitement  du  droit  d'admission, 
montant  à  10  francs,  et  de  la  cotisation  annuelle. 

CHAPITRE  II 

.  TRAVAUX    ET    PUBLICATIONS    DE    LA    SOCIÉTÉ 

Tenue  des  séances. 

3.  La  Société  tient  ses  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois  ;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances  :  août,  septembre  et  octobre. 

4.  La  première  séance  de  janvier  est  consacrée  spécialement  aux 
élections  pour  le  remplacement  des  membres  sortants  du  bureau  et  du  con- 
seil. 

5.  Le  tableau  des  jours  de  réunion  est  imprimé  sur  une  carte  adressée 
aux  membres  résidant  à  Paris. 

Elle  sera  également  envoyée  aux  membres  non  résidents  sur  leur  demande 
personnelle. 

Les  membres  sont  convoqués  à  domicile  pour  les  séances  extraordi- 
naires. 

6.  Pour  assister  à  la  séance,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  introduites,  chaque  fois,  par  un  de  ses  membres. 

7.  La  présence  du  président  ou  d'un  vice  président,  assisté  d'un  des 
secrétaires  ou  vice-secrétaires,  suffit  pour  constituer  le  bureau  à  chaque 
séance. 

8.  En  cas  d'absence  du  président  ou  des  vice-présidents,  le  trésorier,  ou 
à  son  défaut  l'archiviste,  occupe  le  fauteuil. 

En  cas  d'absence  de  tous  les  membres  du  bureau,  les  fonctions  de  pré- 
sident sont  remplies  par  le  plus  âgé  des  membres  du  conseil  présents  à  la 
séance. 

En  cas  d'absence  des  secrétaires  et  vice-secrétaires,  le  président  du  jour 
désigne  un  des  membres  du  conseil  pour  en  remplir  les  fonctions. 

9.  Les  procès-verbaux  des  séances  sont  rédigés  dans  l'intervalle  d'une 
séance  à  l'autre. 

Chaque  séance  commence  par  la  lecture  du  procès-verbal  de  la  séance 
précédente  et  de  l'ordre  du  jour. 

10.  Les  communications  faites  par  les  membres  de  la  Société  ont  lieu 
dans  Tordre  de  leur  inscription  ;  les  communications  des  personnes  étran- 
gères à  la  Société  ont  lieu  après  celles  des  membres,  sauf  les  cas  d'urgence 
qui  seront  appréciés  par  le  bureau. 

Les  membres  qui  auront  fait  des  communications  verbales  ou  pris«part 
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aux  discussions  devront  remettre  des  notes  au  secrétaire  pour  la  rédaction 
du  procès-verbal. 

11 .  Dans  les  séances  ordinaires,  on  ne  peut  traiter  aucune  question  rela- 
tive à  l'administration,  à  moins  d'une  demande  du  conseil. 

12.  Toutes  les  observations  relatives  à  l'administration  sont  adressées  par 
écrit  au  président,  qui  en  réfère  au  conseil,  à  sa  plus  prochaine  réunion. 

Bulletin. 

15.  La  Société,  préoccupée  des  avantages  qu'elle  peut  offrir  à  tous  ses 
membres,  a  décidé  que  le  recueil  intitulé  Bulletin  delà  Société  mathéma- 
tique, qui  rend  compte  des  mémoires  présentés  à  la  Société,  sera  distribué 
gratuitement  à  tous  les  membres  résidents  ou  non  résidents. 

14.  Les  conventions  stipulées  entre  le  conseil  de  la  Société  et  les  éditeurs 
chargés  de  la  publication  du  Bulletin  devront  être  soumises  à  l'approbation 
de  la  Société. 

Réimpression  des  ouvrages  anciens  et  publication  des  mémoires 

originaux. 

15.  La  Société,,  voulant  concourir  aux  progrès  des  mathématiques  par 
tous  les  moyens  compatibles  avec  son  mode  d'organisation,  avisera  aux 
moyens  de  publier  successivement,  et  d'une  manière  aussi  complète  qu'il 
sera  possible  ou  utile  de  le  faire,  les  œuvres  des  anciens  mathématiciens 
français  ou  étrangers. 

La  Société  se  réserve  la  faculté  de  publier  les  mémoires  originaux  trop 
étendus  pour  paraître  dans  le  Bulletin. 

16.  Les  publications  émanant  de  la  Société,  autres  que  le  Bulletin,  sont 
délivrées  à  prix  réduit  à  tous  les  membres  de  la  Société  résidents  ou  non 
résidents. 

CHAPITRE  III 

ADMINISTRATION    DE    LA    SOCIÉTÉ 

17.  Chaque  élection  a  lieu  au  scrutin  secret,  sur  un  seul  bulletin,  et  s'il 
est  nécessaire,  au  moyen  de  deux  tours,  dont  le  second  est  de  ballottage. 
Dans  le  cas  d'égalité  de  voix,  le  plus  âgé  l'emporte. 

18.  L'élection  du  président  seule  donne  lieu  au  vote  de  tous  les  membres 
résidents  ou  non  résidents.  Tout  membre  qui  ne  peut  assister  à  la  réunion 
électorale  est  invité  à  envoyer  au  secrétaire,  avant  la  première  séance  de 
janvier,  son  suffrage  individuel  dans  un  bulletin  cacheté  et  enfermé  dans  , 
une  lettre  signée  de  lui. 

Ce  bulletin  ne  peut  être  ouvert  qu'au  moment  du  dépouillement  du 
scrutin. 
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J9.  Les  secrétaires  ou,  à  leur  défaut,  les  vice-secrétaires  rédigent  les  pro- 
cès-verbaux des  séances  de  la  Société  et  dos  séances  du  conseil. 

20.  Une  commission  d'impression,  composée  des  secrétaires  et  de  quatre 
membres  nommés  par  le  conseil,  dirige  la  publication  du  Bulletin  et  l'im- 
pression des  mémoires  et  communications. 

21.  Sous  la  direction  du  président,  les  secrétaires  sont  chargés  de  la 
correspondance  pour  ce  qui  concerne  les  travaux  et  les  affaires  de  la 
Société  autres  que  les  affaires  de  finances  :  ils  convoquent  la  Société,  le 
conseil  et  les  commissions  quand  il  y  a  lieu,  et  préparent  les  ordres  du 
jour. 

22.  La  Société  forme  une  bibliothèque  et  échange  ses  publications  contre 
les  journaux  et  recueils  consacrés  aux  mathématiques  pures  et  appliquées, 
publiés  en  France  et  à  l'étranger. 

23.  L'archiviste  est  chargé  de  la  garde  des  archives  de  la  Société;  il  en 
dresse  un  inventaire. 

Il  a  sous  sa  direction  la  bibliothèque;  il  dresse  le  catalogue  des  livres  et 
brochures  imprimés,  et  tient  un  registre  des  manuscrits  envoyés. 
Enfin  il  a  sous  sa  garde  tous  les  documents  appartenant  à  la  Société. 

24.  Le  trésorier  est  chargé  du  recouvrement  des  sommes,  dues  à  la  Société. 

25.  Il  tient  un  registre  des  recettes  et  dépenses,  que  tous  les  membres  ont 
le  droit  de  consulter. 

26.  Le  trésorier  ne  peut  faire  aucun  emploi  extraordinaire  des  fonds  de 
la  Société  sans  une  délibération  spéciale  du  conseil. 

Conseil  et  commissions. 

27.  Le  président  convoque  le  conseil  toutes  les  fois  que  les  affaires  de  la 
Société  le  réclament. 

28.  Il  suffit  d'une  demande  motivée  signée  par  cinq  membres  du  conseil 
et  adressée  au  président,  pour  qu'une  convocation  du  conseil  soit  obligatoire. 

29.  A  chaque  séance  du  conseil,  les  noms  des  membres  présents  sont 
consignés  au  procès-verbal. 

30.  11  faut  au  moins  sept  membres  présents  pour  prendre  des  décisions 
en  conseil. 

3 1 .  Sur  la  proposition  de  cinq  membres,  le  vote  peut  avoir  lieu  au  scrutin 
secret. 

32.  Sur  la  demande  de  cinq  membres,  il  peut  être  fait  appel  à  la  Société 
des  décisions  qui  n'auraient  pas  été  prises  aux  deux  tiers  des  voix  au  sein 
du  conseil. 

33.  Les  procès-verbaux  des  séances  du  conseil  doivent  être  transcrits  sur 
un  registre  coté  et  parafé  par  le  secrétaire  ;  ils  doivent  être  signés  par  le 
président  et  le  secrétaire  qui  a  tenu  la  plume  ;  les  renvois  doivent  être  pa- 
rafés et  les  mots  rayés  approuvés. 
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34.  Le  conseil  se  réunit  dans  la  dernière  quinzaine  de  décembre  pour 
examiner  l'état  des  affaires  de  la  Société,  nommer  la  commission  de  comp- 
tabilité chargée  de  vérifier  la  gestion  du  trésorier,  et  la  commission  des 
archives  chargée  de  vérifier  celle  de  l'archiviste. 

35.  Ces  deux  commissions  ne  peuvent  être  composées  de  moins  de  trois 
membres;  elles  font  leur  rapport  dans  lp  première  séance  de  janvier. 

36.  Le  conseil  désigne  annuellement,  à  la  même  époque,  les  membres  qui, 
adjoints  aux  deux  secrétaires,  composent  la  commission  permanente  d'im- 
pression pour  la  publication  du  Bulletin  et  l'insertion  des  notes  et  mémoires 
des  membres  de  la  Société. 

Cette  commission  veille  à  ce  qu'il  ne  s'introduise  dans  les  publications 
rien  d'étranger  à  la  science. 

37.  Les  membres  élus  de  la  commission  d'impression  sont  nommés  pour 
trois  ans. 

Les  membres  de  la  commission  d'impression  peuvent  être  pris  indistinc- 
tement dans  la  Société  ou  dans  le  conseil. 


CHAPITRE  IV 

PROPRIÉTÉS.,    REVENUS    ET    DÉPENSES    DE    LA    SOCIÉTÉ 

38.  Les  versements  des  membres  résidents  et  non  résidents  se  composent  : 
1°  Du  droit  d'admission,  montant  à  10  francs  ; 

2°  De  la  cotisation  annuelle. 

39.  Pour  les  membres  résidents,  cette  cotisation  annuelle  s'élève  à 
20  francs,  payables  d'avance,  et,  pour  les  membres  non  résidents,  à 
15  francs,  également  payables  d'avance. 

Sont  considérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leurs  occu- 
pations habituelles,  ou  y  exercent  habituellement  leurs  fonctions. 

40.  Les  nouveaux  membres  devront  payer  la  totalité  de  la  cotisation  quelle 
que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

41.  Les  publications  ne  seront  adressées  qu'après  le  versement  de  la 
cotisation  annuelle. 

42.  Tout  membre  qui  n'aura  pas  acquitté  la  cotisation  d'une  année 
sera,  après  avertissement  préalable  du  trésorier,  considéré  comme  démis- 
sionnaire. • 

45.  La  cotisation  annuelle  peut,  au  choix  de  chaque  membre,  être  rem- 
placée par  une  somme  de  300  francs  une  fois  payée. 
Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

44.  Les  dons  faits  à  la  Société  sont  inscrits  au  Bulletin  des  séances  avec 
le  nom  des  donateurs. 

45.  Les  dépenses  sont  divisées  eu  ordinaires  et  extraordinaires. 
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Les  dépenses  ordinaires  se  composent  de  frais  de  bureau  et  d'imprimés, 
ports  de  lettres,  frais  d'entretien,  loyer  du  local,  appointements  des  em- 
ployés et  frais  d'impression  du  Bulletin.  Le  chiffre  des  dépenses  ordinaires 
ne  peut  excéder  les  -fa  des  ressources  annuelles. 

Les  dépenses  extraordinaires  sont  votées  par  la  Société  sur  la  proposi- 
tion du  conseil. 

46.  La  Société  ne  s'engage  jamais  dans  aucune  dépense  excédant  son 
avoir. 

CHAPITRE  V 

REVISION    DES    STATUTS    CONSTITUTIFS    OU    DU    RÈGLEMENT 

ADMINISTRATIF 

47.  Toute  proposition  de  révision  des  statuts  constitutifs  ou  du  règlement 
administratif  ne  pourra  être  prise  en  considération  que  si  elle  est  signée 
collectivement  par  vingt  membres. 

48.  Le  président  fera,  dans  ce  cas,  procéder  à  un  scrutin  pour  la  nomi- 
nation d'une  commission  de  révision,  qui  sera  composée  de  quatre  membres 
du  conseil  et  de  trois  membres  pris  en  dehors. 

49.  La  discussion  du  projet  exigera  la  présence  de  la  moitié  plus  un  des 
membres  résidant  à  Paris. 

Tous  les  membres  sont  convoqués  par  lettres  spéciales. 

50.  Si  le  nombre  ci-dessus  n'est  pas  atteint,  la  discussion  aura  lieu  dans 
la  séance  suivante,  quel  que  soit  le  nombre  des  membres  présents. 
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SOCIETE  MATHEMATIQUE  DE  FRANGE 


EXTRAITS    DES    PROCÈS-VERBAUX 


SÉANCE  DD  MERCREDI  6  NOVEMBRE  1872 

PRÉSIDÉE  PAR  M.   LAFFON   DE  LADEBAT 

La  Société  procède,  par  la  voie  du  scrutin,  à  la  nomination  des  membres 
du  Bureau  et  du  Conseil.  Sont  élus  : 

Président M.  CHASLES. 

M.  LAFFON  DE  LADÉBAT. 

Vice-Présidents. 


Secrétaires. 


Vice-Secrétaires. 


M.  RESAL. 
H.  DARBOUX. 
H.  MOUTARD. 

M.  BRISSE. 
M.  LAGUERRE. 

M.  LÉTÏ  (Albert). 
H.  LAURENT. 

Trésorier M.  ANDRÉ  (Désiré). 

Archiviste M.  HOUBIGANT. 

M.  BEAU  MONT  (Élie  de) 

M.  BIENAYMÉ. 

H.  BONNET  (Ossian). 

M.  BOURGET. 

M.  COLLIGNON. 

H.  HALPHEN. 

M.  HATON  DE  LA  GOUPILLIÊRE. 

H.  JORDAN. 

M.  LEVY  (Maurice). 

H.  MANNHEIM. 

M.  PAIN  VIN. 

M.  SERRET  (J.-A.). 


Membres  du  Conseil 
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Membres  du  Conseil  non  résidents. 


M.  AOUST  (L'abbé). 
M.  CLÀYEUX. 
H.  PARMENTIER. 
M.  PROTCHE. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  20  NOVEMBRE  1872 

F  PRÉSIDENCE  DE  M.   CHASLES 

f 

Le  secrétaire  annonce  que  MM.  Chasles,  Halphen,  Haton  de  la  Goupillière, 
Laffon  de  Ladébat,  Camille  de  Polignac,  se  sont  fait  inscrire  comme  socié- 
taires perpétuels. 

M.  Brisse  donne  lecture,  de  la  part  de  M.  le  docteur  Emile  Weyr,  membre 
de  la  Société  et  professeur  à  l'École  polytechnique  de  Prague,  de  Quelques 
théorèmes  nouveaux  sur  la  lemniscate. 

La  discussion  est  ouverte  sur  le  projet  de  Statuts  et  de  Règlement  adminis- 
tratif présenté  par  le  Conseil  ;  les  modifications  suivantes  y  sont  apportées  : 

1°  La  Société  prend  le  nom  de  Société  matiiématique  de  France; 

2°  La  cotisation  des  membres  non  résidents  est  fixée  à  quinze  francs; 
;  3°  Cette   cotisation  étant  payable  par  année,  le  commencement  de 

Tannée  est  fixé,  au  point  de  vue  financier,  au  1er  novembre. 

L'ensemble  des  Statuts  et  du  Règlement  administratif  est  adopté. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  4  DÉCEMBRE  1872 

PBÉ81DEHCE  DE  M.  CHASLES 

Le  secrétaire  annonce  que  l'Académie  des  sciences  a  décerné,  dans  sa  der- 
nière séance  annuelle,  le  prix  Poncelet  et  le  prix  Dalmont  à  deux  des  mem- 
bres de  la  Société  :  MM.  Camille  Jordan  et  Maurice  Levy. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Aron  (Henri),  banquier,  à  Paris;  Bertrand  (Marcel),  répétiteur  auxi- 
liaire à  l'École  polytechnique;  Capitaneano  (Constantin),  capitaine  d'état- 
major,  à  Bucharest;  Combette,  professeur  au  lycée  de  Versailles;  Cornu, 
professeur  à  l'École  polytechnique;  Croullebois,  professeur  à  la  faculté 
des  sciences  de  Marseille;  Fournier,  ingénieur  civil,  à  Paris;  Gaulhier-Vil- 
lars,  imprimeur-libraire,  à  Paris;  Hermary,  capitaine  d'artillerie,  à  Vin- 
cennes;  Le  Verrier,  répétiteur  auxiliaire  à  l'École  polytechnique;  Rollier, 
inspecteur  général  de  l'Université;  Simon  (Charles),  professeur  au  lycée 
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Descartes  ;  Tarbouriech,  agrégé  de  l'Université,  à  Paris  ;  Théry,  professeur 
au  lycée  de  Douai  ;  Wickersheim,  élève-ingénieur  des  mines. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

H.  Camille  Jordan  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  substitutions 
orthogonales  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  courbes  tracées 
sur  les  surfaces  du  second  ordre. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  représentation  sur 
un  plan  de  la  surface  du  troisième  ordre  qui  est  le  réciproque  de  la  surface 
de  Steiner. 

M.  Moutard  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  propriétés  d'un 
hyperboloïde  osculateur  lié  aux  lignes  oscidatrices  d'une  surface. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  18  DÉCEMBRE  1872 

PRÉfilDEHCB  DB  M.   CHA8LES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

M.  Camille  Jordan  donne  communication  d'une  Jettre  de  |H.  Lie  annon- 
çant qu'on  s'occupe  en  Norvège  de  rééditer  kles  œuvres  d'Abel,  et  deman- 
dant l'appui  des  savants  français. 

La  Société  décide  que  H.  Chasles  écrira,  au  nom  de  la  Société,  pour 
exprimer  tout  l'intérêt  qu'elle  prend  à  cette  publication. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  ébnt  : 

MM.  Brunet,  ingénieur  des  manufactures  de  l'État  ;  Vacquant,  professeur 
de  mathématiques  spéciales  au|lycée  Saint-Louis  ;  Vollot  (Jules),  professeur 
au  lycée  d'Alger. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Kœhler  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  construction  des 
courbes  du  5me  et  du  6me  ordre  à  points  multiples. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  l'application  de  la 
théorie  des  formes  binaires  à  la  géométrie  des  courbes  tracées  sur  une  sur- 
face du  second  ordre. 

SÉANCE  DU  MERCREDI  8  JANVIER  1873 

PRÉSIDÉE  PAR  M.   UFFON  DE  LÀDÉBàT 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 
Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 
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MM.  Cahen,  sous-lieutenant  à  l'École  de  Fontainebleau  ;  Genty,  ingénieur 
des  ponts  et  chaussées,  à  Sidi-bel-Abbès  (Oran)  ;  Desboves,  professeur  au 
lycée  Condorcet  ;  Lespiault ,  professeur  à  la  faculté  des  sciences  de  Bor- 
deaux; Rouart,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  à  Paris;  Schôn- 
dorffer,  élève-ingénieur  des  ponts  et  chaussées;  Stephan,  directeur  de 
l'observatoire  de  Marseille. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

H  Darboux  communique  à  la  Société  une  note  Sur  V équation  du  troisième 
ordre  dont  dépend  le  problème  des  surfaces  orthogonales. 

M.  Emile  Lemoine  communique  à  la  Société  une  note  Sur  une  question  de 
probabilités. 

H.  Camille  Jordan  communique  à  la  Société  un  mémoire  Sur  la  limite  de 
transitivité  des  groupes  non  alternés. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  cônes  du  second 
degré  qui  passent  par  six  points  donnés  de  l'espace. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Quelques  théorèmes  nouveaux  sur  la  lemnicaste;  par  H.  Emile  Weïr. 

(Séance  du  20  novembre  1872) 

Soit  0  le  point  double  d'une  lemniscate  L,  qui  est  la  podaire  de  l'hyper- 
bole équilatère  H.  La  lemniscate  est  une  courbe  du  quatrième  ordre  et  de 
la  sixième  classe,  avec  trois  points  doubles,  savoir  :  0  et  les  deux  points 
circulaires  à  l'infini.  Les  tangentes  au  point  0  sont  des  tangentes  d'inflexion. 
On  peut  alors  démontrer  les  théorèmes  suivants  : 

Par  chaque  point  X  de  la  lemniscate  L,  passent  quatre  tangentes  de  cette 
courbe  (parmi  elles,  deux  sont  imaginaires),  dont  les  points  de  contact  sont 
sur  une  même  droite  R,  et  qui  forment  un  système  de  quatre  points  équianhar- 
moniques  sur  la  courbe. 

La  droite  R  est  perpendiculaire  au  rayon  OX,  et  retranche  du  prolongement 

de  ce  rayon  une  longueur  égale  à  — . 

V enveloppe  de  la  droite  R  est  donc  unehyperbole  équilatère  semblable,  sem- 
blablement  située,  et  concentrique  avec  H,  qu'on  peut  obtenir  en  prenant  la 
moitié  des  rayons  de  V hyperbole  H. 

Un  cercle  quelconque  a  quatre  points  d'intersection  avec  la  lemniscate;  soit 
a,  b,  c,  d  un  système  de  tels  points.  Si  l'on  fait  passer  un  deuxième  cerclepar 
a  et  b,  et  un  troisième  par  c  et  dt  les  quatre  nouveaux  points  de  rencontre  de 
ces  deux  cercles  avec  la  lemniscate  sont  aussi  situés  sur  un  même  cercle. 
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En  passant  aux  cercles  oscillateurs,  on  trouve  qu'un  tel  cercle,  dont  X  est 
le  point  de  contact,  coupe  la  lemniscate  en  un  seul  autre  point  Y,  tel  que 

XYO = -x ,  c'est-à-dire  que  les  cordes  XY  communes  aux  cercles  osculateurs  et 

à  la  lemniscate  sont  tangentes  à  l'hyperbole  H. 

Par  chaque  point  X  de  la  courbe  L  passent  trois  cercles  osculateurs,  dont 
les  points  de  contact  sont  en  ligne  droite,  savoir  sur  la  droite  perpendiculaire 
en  Y  au  rayon  OY. 

Ces  points  de  contact  forment  des  groupes  d'une  involution  du  troisième 
ordre  avec  deux  points  triples,  qui  sont  infiniment  voisins  du  point  0. 

Si  les  quatre  points  X  de  contact  des  quatre  cercles  osculateurs  sont  sur  un 
même  cercle,  la  même  chose  a  lieu  pour  les  quatre  points  Y  d'intersection  de 
ces  cercles  avec  la  lemniscate. 

Des  propriétés  analogues  ont  lieu  pour  les  courbes  planes  du  quatrième 
ordre  avec  trois  points  doubles,  dont  deux  sont  les  points  circulaires 
à  l'infini. 


Sur  les  courbes  tracées  sur  les  surfaces  du  second  ordre;  par  H.  Halphen. 

(Séance  du  4  décembre  1872) 

Dans  un  mémoire  que  j'ai  eu  l'honneur  de  présenter  à  l'Académie  des 
sciences,  au  commencement  de  l'année  1870,  et  où  il  est  traité  de  la 
théorie  générale  des  courbes  gauches  algébriques,  j'ai  démontré  divers 
théorèmes  relatifs  aux  courbes  tracées  sur  les  surfaces  du  second  ordre, 
lie  plus  saillant  d'entre  eux  est  le  suivant:  Les  surfaces  de  degré  minimum, 
qui  passent  par  une  ligne  algébrique  quelconque  tracée  sur  une  surface  du 
second  ordre,  coupent  cette  dernière,  en  outre,  seulement  suivant  des  droites 
d'un  même  système. 

Je  me  propose  de  donner  ici  une  démonstration  de  ce  théorème,  très- 
simple  et  différente  de  celle  qui  est  contenue  dans  le  mémoire  précité.  Je 
m'appuierai  sur  le  lemme  suivant  : 

Si,  par  V intersection  complète  de  deux  surfaces  S  et  Sif  d'un  degré  égal  au 
produit  des  degrés  de  ces  surfaces,  on  mène  une  troisième  surface  S,,  de 
degré  supérieur  à  celui  de  Slf  la  courbe,  suivant  laquelle  les  surfaces  S  et  S, 
$e coupent  en  outre,  est  V intersection  complète  de  la  surface  S  et  d'une  autre 

surface. 

En  effet,  en  figurant  par  S  =  0,  84=0,84=0  les  équations  de  ces  sur- 
faces, on  a,  d'après  l'hypothèse,  S1=AS-f-BS1,  À  et  B  étant  des  poly- 
nômes dont  le  premier  s'évanouit  si  le  degré  de  Sf  est  inférieur  à  celui  de  S* 
Cette  relation  prouve  que  l'intersection  de  S*  et  de  S  se  compose  de  celles 
de  cette  dernière  surface  avec  les  surfaces  St=0  et  B=0.  • 
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Cela  posé,  soit  une  courbe  algébrique  P,  de  degré  p,  sur  une  surface  du 
second  ordre.  Soit  q  le  nombre  de  ses  points  de  rencontre  avec  les  généra- 
trices rectilignes  d'un  système,  et,  par  suite,  p — q  le  nombre  de  ses  points 
de  rencontre  avec  celles  de  l'autre  système.  Si  la  courbe  proposée  est  l'in- 
tersection complète  de  la  surface  du  second  ordre  et  d'une  autre  surface, 
ces  deux  nombres  sont  égaux  tous  deux  au  degré  de  cette  dernière  surface. 
Nous  allons  démontrer  le  théorème  réciproque,  c'est-à-dire  que  : 

Si  une  courbe  tracée  sur  une  surface  du  second  ordre  rencontre  en  un 
même  nombre  de  points  les  génératrices  rectilignes  des  deux  systèmes,  elle  est 
l'intersection  complète  de  la  surface  du  second  ordre  et  d'une  autre  surface. 

Soit  donc  une  courbe  P&  de  degré  2q,  rencontrant  en  q  points  toutes  les 
génératrices  rectilignes  d'une  surface  du  second  ordre  S,  sur  laquelle  elle 
est  tracée.  Par  cette  courbe  on  peut  mener  une  surface  2  de  degré  2q — i , 
par  exemple  un  cône  ayant  son  sommet  sur  la  courbe.  Les  surfaces  S  et  2  se 
coupent,  en  outre,  suivant  une  courbe  P,  de  degré  2  (q  —  1),  qui  rencontre 
également  toutes  les  génératrices  rectilignes  de  S  en  un  même  nombre  de 
points.  Admettons  que  le  théorème  soit  vrai  pour  les  courbes  de  degré 
2(î — !)•  H  en  résultera  que  P,  est  une  intersection  complète.  Donc,  d'après 
le  lemme,  la  courbe  Pt,  suivant  laquelle  se  coupent  en  outre  les  surfaces 
S  et  2  passant  par  P,,  est  aussi  une  intersection  complète.  Donc,  si  le 
théorème  est  vrai  pour  les  surfaces  de  degré  2  (q — i),  il  l'est  aussi  pour 
celles  de.degré  2g.  Or,  il  l'est  évidemment  pour  celles  du  degré  2,  qui  sont 
planes.  Donc  le  théorème  est  démontré. 

Revenons  maintenant  à  une  courbe  P  quelconque,  de  degré  />,  rencon- 
trant les  droites  de  la  surface  respectivement  en  q  et  p — q  points.  Soit,  pour 
fixer  les  idées,  q  le  plus  grand  de  ces  deux  nombres  q  et  p — q.  A  la  courbe  P 
adjoignons  q — {p — q)  ou  %q — p  droites  de  la  surface,  rencontrées  cha- 
cune par  cette  courbe  en  q  points.  Il  est  clair  que  l'ensemble  de  la  courbe 
P  et  de  ces  droites  forme  une  ligne  Pt  de  degré  2g,  rencontrant  en  q  points 
toutes  les  génératrices  rectilignes.  La  ligne  Pt  est  donc  une  intersection 
complète.  Il  existe  donc  des  surfaces  de  degré  q,  passant  par  la  courbe  P, 
et  coupant  en  outre  la  surface  S  suivant  des  droites  d'un  même  système.  Il 
est  clair  d'ailleurs  que  l'on  ne  peut  mener  par  P  des  surfaces  de  degré 
moindre  que  ç,  puisque  cette  courbe  est  rencontrée  en  q  points  par  des 
droites.  De  plus,  toute  surface  de  degré  9,  menée  par  P,  coupe,  en  outre, 
la  surface  du  second  ordre  suivant  une  courbe  P',  de  degré  2q — p,  qui 
rencontre  les  génératrices  rectilignes  d'un  système  en  2ç — p  points,  et  ne 
rencontre  pas  celles  de  l'autre  système.  Or,  une  courbe  qui  rencontre  une 
droite  en  un  nombre  de  points  égal  à  son  degré  se  réduit  forcément  à  des 
droites.  Donc  toute  surface  de  degré  q  menée  par  P  coupe  la  surface  S,  en 
outre,  suivant  des  droites  d'un  même  système  ;  ce  qui  démontre  entière- 
ment le  théorème  annoncé. 


\ 
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Sur  la  représentation  sur  un  plan  de  la  surface  du  troisième  ordre  qui  est  a 
réciproque  de  la  surface  de  Steiner;  par  M.  Laguerre. 

(Séance  du  4  décembre  1872) 

1.  On  dit  qu'une  surface  S  peut  être  représentée  Sur  un  plan  P,  lorsqu'à 
chaque  point  H  de  la  surface  correspond  un  point  unique  et  bien  déter- 
miné du  plan,  et  réciproquement  lorsqu'à  chaque  point  du  plan  corres- 
pond un  point  unique  et  bien  déterminé  de  la  surface. 

Lorsque  le  point  H  de  la  surface  décrit  une  courbe,  le  point  m,  qui  lui 
correspond  sur  le  plan,  décrit  une  autre  courbe  qui  est,  pour  ainsi  dire, 
l'image  de  la  première,  et  Ton  comprend  que  les  propriétés  des  courbes 
tracées  sur  la  surface  puissent  se  déduire  de  celles  des  courbes  qui  sont 
leurs  images. 

La  projection  stéréographique,  qui  constitue  un  des  moyens  que  Ton 
peut  employer  pour  représenter,  dans  le  sens  que  je  viens  d'indiquer,  la 
sphère  sur  le  plan,  a  déjà  depuis  longtemps  familiarisé  les  géomètres  avec 
ces  considérations  qui  permettent  non-seulement  de  transporter  à  la  sphère 
les  propriétés  descriptives  et  métriques  des  figures  planes,  mais  encore, 
en  sortant  de  la  sphère,  d'établir  des  propriétés  importantes  des  figures 
dans  l'espace. 

Le  but  de  cette  note  est  d'appliquer  la  même  méthode  à  l'étude  d'une 
surface  remarquable  du  troisième  ordre,  que  j'ai  déjà  étudiée  analytique- 
ment  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (*). 

2.  Il  est  facile  de  voir  qu'une  surface  quelconque  du  troisième  ordre 
peut  être  représentée  sur  un  plan. 

Une  telle  surface  contient  en  général  27  droites  ;  soient  D  et  D'  deux  de 
ces  droites  qui  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 

Par  un  point  M  de  la  surface,  on  peut  mener  une  droite  unique  et  bien 
déterminée  qui  s'appuie  sur  D  et  V,  cette  droite  rencontrera  un  plan  P 
arbitrairement  choisi  en  un  point  bien  déterminé  m;  réciproquement  le 
point  m  étant  donné,  on  ne  pourra  mener  par  ce  point  qu'une  droite  s'ap- 
puyant  sur  D  et  D'  ;  cette  droite  rencontrera  la  surface  du  troisième  ordre 
en  deux  points  situés  respectivement  sur  D  et  D',  et  en  un  troisième  point  H 
distinct  de  ces  points  et  parfaitement  déterminé. 

On  obtient  ainsi,  on  le  voit,  une  représentation  de  la  surface  sur  le  plan 
P;  on  aurait  évidemment  pu,  dans  le  même  but,  employer  au  lieu  des  droi- 
tes D  et  D' une  cubique  gauche  quelconque  tracée  sur  la  surface,  car  une 

(*)  Recherches  analytiques  sur  la  surface  du  troisième  ordre  qui  est  la  réciproque  de 
la  surface  de  Steiner  ;  t.  XI,  2*  série,  1872. 
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des  propriétés  caractéristiques  de  cette  courbeconsiste  en  ce  que,  par  chaque 
point  de  l'espace,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  droite  qui  la  rencontre 
en  deux  points  (*). 

3.  Dans  ce  qui  suit,  je  m'occuperai  spécialement  delà  représentation  sur 
un  plan  de  la  surface  du  troisième  ordre  S  qui  contient  les  six  arêtes  d'un 
tétraèdre  T.  * 

En  prenant  ce  tétraèdre  pour  tétraèdre  de  référence,  on  voit  que  l'équa- 
tion d'une  pareille  surface  est  de  la  forme 

A      B  ,  C   ,  D      A 

-H 1 h     =0. 

x      y      z       u 

La  surface  qui  lui  est  réciproque  (c'est-à-dire  la  surface  qui  est,  par  rap- 
port à  une  surface  du  second  degré,  le  lieu  des  pôles  des  plans  qui  lui  sont 
tangents)  est  une  surface  du  quatrième  ordre;  et  cette  nouvelle  surface 
jouit  de  la  propriété  d'être  coupée  suivant  deux  coniques  par  chacun  de  ses 
plans  tangents,  c'est  donc  la  surface  dite  de  Steiner. 

On  en  conclut  que,  si  l'on  considère  un  cône  circonscrit  à  S,  et  ayant 
pour  sommet  un  pomt  de  cette  surface,  ce  cône  se  compose  de  deux  cônes 
du  second  degré  ;  la  courbe  de  contact  se  décompose  aussi  en  deux  courbes 
distinctes  qui  sont  évidemment  des  cubiques  gauches. 

4.  Quand  ou  étudie  la  représentation  sur  un  plan  de  la  surface  S,  on  voit 
facilement  que  l'on  peut  effectuer  la  représentation  de  telle  sorte  qu'à  toute 
courbe  plane  de  S  corresponde,  sur  le  plan,  une  cubique  passant  par  six 
points  fixes  (n)  qui  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  complet  Q,  et  qui 
correspondent  d'ailleurs  aux  six  arêtes  du  tétraèdre  situé  sur  S. 

Gela  posé,  soient  A  et  B  deux  points  de  S,  et  a,  b  les  points  qui  leur  cor- 
respondent sur  le  plan;  soient  de  plus  C  le  troisième  point  où  la  droite  A8 
rencontre  S,  et  c  le  point  correspondant. 

Toutes  les  sections  planes  de  S,  qui  passent  par  A  et  B,  passent  également 
par  le  point  C;  les  cubiques  qui  sont  leurs  images  passent  donc  aussi 
toutes  par  le  point  c,  d'où  il  suit  que  ce  point  est  le  neuvième  point  com- 
mun aux  cubiques  qui  passent  par  les  points  a  et  b,  et  les  six  sommets  du 
qnadrilatère  Q. 

Pour  déterminer  facilement  ce  neuvième  point,  supposons,  pour  un  in- 
stant, que  les  points  a  et  b  soient  les  ombilics  du  plan,  c'est-à-dire  les  points 
de  l'infini  où  se  croisent  tous  les  cercles  de  ce  plan.  Si  l'on  met  de  côté  un 

(*)  Sur  la  représentation  sur  un  plan  d'une  surface  du  troisième  ordre,  voir  le  beau 
mémoire  de  M.  Cremona  Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre,  et  la  Géométrie  de  situation 
de  M.  Reye,p.  172  et  299. 

M.  Cremona  a  aussi  publié  [Comptes  rendus  de  V Institut  lombard,  1867)  un  mémoire  sur 
la  représentation  sur  un  plan  de  la  surface  de  Steiner,  mais  je  n'ai  pu  en  prendre  connais- 
sance. 


—  25  — 

des  côtés  du  quadrilatère  Q,  les  trois  autres  côtés  déterminent  un  triangle,  et 
le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  constitue,  avec  le  côté  dont  j'ai  parlé,  une 
cubique  passant  par  les  huit  points  a,  b  et  (n)  ;  ce  cercle  passe  donc  par  le 
neuvième  point. 

D'où  cette  proposition  :  «  En  prenant,  trois  à  trois,  les  quatre  côtés  d'un 
quadrilatère  complet,  on  détermine  quatre  triangles;  les  cercles  circon- 
scrits à  ces  triangles  se  coupent  en  un  même  point  0,  qui  est  le  neuvième 
point  commun  aux  cubiques  qui  passent  par  les  ombilics  du  plan  et  les  six 
sommets  du  quadrilatère.  » 

Imaginons  la  parabole  inscrite  dans  ce  quadrilatère,  les  quatre  triangles 
dont  je  viens  de  parler  lui  sont  circonscrits,  et  l'on  sait  que  le  cercle  cir- 
conscrit à  un  triangle,  circonscrit  lui-même  à  une  parabole,  passe  par  le 
foyer  de  cette  courbe. 

Le  point  0  est  donc  le  foyer  de  cette  parabole,  ou  encore  le  point  de  ren- 
contre des  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  par  les  ombilics. 

5.  Revenant  maintenant  au  cas  général,  nous  voyons  que  pour  construire 
le  neuvième  point  commun  aux  courbes  du  troisième  ordre,  qui  passent  par 
les  six  sommets  d'un  quadrilatère  complet  et  deux  points  donnés  a  et  i, 
il  suffit  d'inscrire  dans  le  quadrilatère  une  conique  tangente  à  ab>  et  par  les 
points  a  et  b  de  mener  des  tangentes  à  cette  courbe;  le  point  d'intersection 
de  ces  droites  est  le  point  cherché. 

En  d'autres  termes,  si  trois  points  A,  B  et  C  de  la  surface  S  sont  en  ligne 
droite,  leurs  images  aybetc  sur  le  plan  forment  un  triangle  dans  lequel  on 
peut  inscrire  une  conique  inscrite  dans  le  quadrilatère  Q. 

Pour  abréger,  j'appellerai  simplement  coniques  du  faisceau  les  coniques 
inscrites  dans  le  quadrilatère  Q. 

6.  Considérons  une  droite  tangente  au  point  A  à  la  suface  S,  ou,  si  l'on 
veut,  passant  par  le  point  A  et  le  point  infiniment  voisin  A'  ;  si  l'on  désigne 
para  et  a'  les  images  des  points  A  et  A\  on  voit  que,'  pour  obtenir  l'image 
du  troisième  point  où  la  tangente  rencontre  la  surface,  il  suffit  de  construire 
une  conique  du  faisceau  tangente  à  aa'9  et  de  mener  para  la  seconde  tan- 
gente à  cette  conique,  le  point  de  contact  b  de  cette  tangente  est  l'image  du 
point  cherché. 

D'où  les  conséquences  suivantes  : 

1°  Le  plan  mené'  au  point  A,  tangentiellement  à  S,  coupe  cette  surface 
suivant  une  courbe  du  troisième  ordre  à  point  double,  lieu  des  points  de 
contact  des  tangentes  que  Von  peut  mener  du  point  a  aux  coniques  du 
faisceau. 

*  2°  Les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  S  ont  pour  images  les  coniques 
du  faisceau. 

En  effet,  soit  t  une  tangente  à  l'une  de  ces  coniques  et  touchant  cette 
courbe  au  point  a,  le  point  de  contact  de  la  deuxième  tangente,  qu'on  peut 
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mener  du  point  a  à  la  conique  se  confond  avec  le  point  lui-même,  la  pro- 
position est  donc  démontrée  (*). 

3°  Si  Von  circonscrit  à  la  surface  les  deux  cônes  du  second  degré  qui  ont 
pour  sommet  un  point  A  de  cette  surface,  les  deux  cubiques  de  contact  ont 
pour  images  les  tangentes  aux  deux  coniques  du  réseau  qui  se  croisent  au 
point  a. 

7.  Soit  z  une  conique  du  réseau  représentant  l'asymptotique  Z  de  la  sur- 
face S  et  M  un  point  de  cette  asymptotique;  il  est  le  sommet  de  deux  cônes 
du  second  degré  circonscrits  à  S  et  qui  la  touchent  suivant  deux  cubiques 
gauches  dont  Tune  est  représentée  par  la  tangente  menée  en  m  à  la  cubi- 
que z  ;  je  dirai  que  cette  cubique  appartient  à  l'asymptotique  Z,  en  sorte 
que  l'ensemble  des  cubiques  appartenant  à  cette  courbe  sera  représenté 
par  l'ensemble  des  droites  tangentes  à  z. 

En  se  reportant  au  n°  7,  on  déduira  facilement  de  cette  définition  la 
proposition  suivante  : 

La  surface  développable,  qui  a  pour  arête  de  rebroussement  une  cubique 
appartenant  à  une  asymptotique  Z,  coupe  la  surface  suivant  cette  asym- 
ptotique. 

D'où  encore  : 

Si  Von  circonscrit  à  S  les  deux  cônes  du  second  degré  qui  ont  pour  sommet 
un  point  M  de  cette  surface,  les  surfaces  développables  dont  les  courbes  de 
contact  sont  les  arêtes  de  rebroussement  coupent  S  suivant  les  asymptotique* 
qui  se  croisent  au  point  M. 

8.  Soit  une  cubique  quelconque  appartenant  à  l'asymptotique  Z  et  A  l'un 
de  ses  points  ;  joignons  A  à  un  autre  point  quelconque  B  de  la  cubique,  la 
droite  ainsi  obtenue  rencontre  S  en  un  point  G  dont  il  est  facile  d'avoir 
l'image. 

En  effet,  a  et  b  étant  les  images  des  points  A  et  B  et  c  l'image  du  point  G, 
il  suffit  (n°  5)  pour  construire  le  point  c,  de  considérer  la  conique  z  qui  est 
tangente  à  ab  et  de  mener  par  les  points  a  et  b  deux  tangentes  à  cette 
courbe  ;  le  point  d'intersection  des  ces  deux  droites,  qui  est  le  point  c,  est 
nécessairement  sur  la  tangente  menée  par  le  point  a  ;  d'où  cette  consé- 
quence importante  : 

Étant  donnée  une  cubique  quelconque  appartenant  à  Vasymptotiqueltsi  Von 
imagine  un  cône  quelconque  du  second  degré  contenant  cette  cubique,  il  coupe 
la  surface  S  suivant  une  seconde  cubique  qui  appartient  également  à  l asym- 
ptotique Z; 

(•)  Clebsch  a  le  premier  trouvé  les  asymptotique*  de  la  surface  de  Steiner  dont  on 
déduit,  par  réciprocité,  les  asymptotiques  de  la  surface  donnée. 

M.  Darboux  (Bulletin  des  idences  mathématiques,  1. 1,  p.  355)  a,  d'une  façon  plus  gé- 
nérale, déterminé  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  comprises  dans  l'équation 

Ax«  +  By»  +  Cs»  -f  Df  ■  =  0. 
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Ou  autrement  : 

Deux  cubiques  appartenant  à  la  même  asymptotique  sont  situées  sur  un 
mime  cône  du  second  degré,  ayant  pour  sommet  le  point  d'intersection  de  ces 
courbes  qui  est  distinct  des  sommets  du  tétraèdre  fondamental  T. 

9.  Lemme.  —  Quand  un  tétraèdre  est  inscrit  dans  une  cubique  gauche,  toute 
corde  de  la  cubique  coupe  les  faces  du  tétraèdre  en  quatre  points  dont  le  rap- 
port anharmonique  est  constant. 

Soient  maintenant  deux  cubiques  quelconques  appartenant  à  une  asym- 
ptotique Z  ;  ces  deux  cubiques  sont  toutes  deux  circonscrites  au  tétraèdre  T 
et  sont  situées  sur  un  même  cône  du  second  degré,  elles  ont  donc  une  infi- 
nité de  cordes  communes;  on  déduit,  de  là  et  du  lemme  précédent,  la 
proposition  suivante  : 

Les  cordes  de  toutes  les  cubiques  appartenant  à  t asymptotique  Z  coupent 
les  faces  du  tétraèdre  T  en  quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique 
est  constant. 

Leuç  ensemble  constitue  ainsi  le  complexe  remarquable  du  second  ordre 
étudié  par  MM.  Chasles,  Reye,  Lie,  Darboux  (*). 

En  particulier,  les  tangentes  aux  cubiques  font  partie  du  complexe  ainsi 
que  les  tangentes  à  l'asymptotique  Z  qui  est  l'enveloppe  de  ces  cubiques. 
Par  suite  : 

Les  tangentes  à  une  asymptotique  1  rencontrent  les  quatre  faces  du 
tétraèdre  T  en  quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  une  quantité 
constante  ç,  et  le  complexe  (Z)  des  droites,  qui  sont  partagées  dans  le  même 
rapport  par  les  faces  du  tétraèdre,  se  compose  des  cordes  des  cubiques  appar- 
tenant à  cette  asymptotique  (**). 

On  déduit  encore  de  ce  qui  précède  les  propositions  suivantes  : 

Étant  données  deux  cubiques  gauches  situées  sur  un  même  cône  du  second 
ordre,  ces  deux  cubiques  se  coupent  en  quatre  points  A,  B,  C  et  D  distincts  du 
sommet  du  cône;  cela  posé,  les  surfaces  développables,  dont  ces  cubiques  sont 
les  arêtes  de  rebroussement,  se  coupent  suivant  une  courbe  du  dixième  ordre 
et  une  courbe  K  du  sixième  ordre  et  de  quatrième  classe;  cette  courbe  K,  les 
deux  cubiques  gauches  et  les  six  arêtes  du  tétraèdre  ABCD  sont  situées  sur 
une  même  surface  du  troisième  ordre  dont  K  est  une  asymptotique. 

Le  cône  du  complexe  ayant  pour  sommet  un  point  donné  de  la  surface  S 
ett  le  cône  du  second  degré  qui  contient  les  deux  cubiques  appartenant  à 
Tasymptotique  Z  et  se  croisant  en  ce  point. 

Tous  les  cônes  circonscrits  à  S  et  ayant  leur  sommet  sur  Z  sont  des  cônes 
du  complexe. 

10.  Une  droite  quelconque  de  l'espace,  rencontrant  la  surface  fondamen- 

0  Voir  notamment  Rm,  Géométrie  der  Loge,  t.  II,  p.  126  et  209. 
(  )  Cf.  Sopbvs  Lu,  Veber  Complexe,  mit  Anwendung  auf  die  Théorie  partieller  Diffe- 
rtnlial-Gleichungen;  Math.  Ann.,  t.V. 
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taie  S  aux  points  A,  B  et  C,  peut  être  représentée  par  lç  triangle  abc,  dont 
les  sommets  sont  les  images  des  points  A,  B  et  C. 

Une  droite  de  l'espace  aura  donc  pour  image  un  triangle  circonscriptible  à 
une  conique  du  faisceau. 

En  particulier,  toutes  les  droites  du  complexe  (Z)  ont  pour  images  les 
divers  triangles  que  Ton  peut  circonscrire  à  la  conique  z. 

Soient  abc  l'un  de  ces  triangles  et  <z,  (3,  y  les  points  où  z  est  respective- 
ment touchée  par  les  côtés  bc,  ca,  ab.  Le  plan  mené  par  A  tangentiellement 
à  S  coupe  cette  surface  (n°  6,  1°)  suivant  une  cubique  à  point  double  qui 
a  pour  image  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  que  Ton  peut 
mener  du  point  a  aux  coniques  du  faisceau;  cette  courbe,  et  par  suite  le 
plan  tangent,  passe  donc  par  les  points  de  l'asymptotique  qui  ont  leur  image 
en  p  et  7;  on  démontrerait  de  même  que  les  plans  menés  en  B  et  G,  tangen- 
tiellement à  S,  passent  respectivement  par  les  points  de  l'asymptotique  dont 
les  images  sont  7,  a  et  a,  |3. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  on  coupe  la  surface  S  par  une  droite  quelconque  du  complexe  (Z),  les 
plans  tangents y  menés  à  la  surface  aux  trois  points  de  rencontre,  forment  un 
trièdre  dont  les  trois  arêtes  rencontrent  Z. 

Autrement  : 

Si  les  trois  faces  d'un  trièdre  circonscrit  à  la  surface  S  la  touchent  en  trois 
points  situés  en  ligne  droite,  des  neuf  points  d'intersection  des  arêtes  du 
trièdre  avec  la  surface,  il  y  en  a  trois  qui  sont  situés  sur  une  même 
asymptotique. 

Réciproquement  : 

Un  triangle  quelconque  étant  inscrit  dans  une  asymptotique  Zf  on  petit  tou- 
jours construire  un  trièdre  dont  les  faces  passent  par  les  côtés  de  ce  triangle 
et  qui  touchent  la  surface  en  trois  points  situés  en  ligne  droite.  Cette  droite 
appartient  au  complexe  (Z). 

14.  Soit  K  une  conique  quelconque  située  dans  le  plan  sur  lequel  on  fait 
l'image  de  la  surface;  on  peut  construire  deux  coniques  du  faisceau  C  etC 
telles  qu'à  chacune  d'elles  on  puisse  circonscrire  des  triangles  inscrits 
dans  K. 

L'ensemble  des  triangles  circonscrits  à  C  représente  un  système  de  droi- 
tes s'appuyant  sur  K  en  trois  points  ;  K  est  donc  l'intersection  de  S  par  une 
surface  réglée  V.  Comme,  d'ailleurs,  la  même  courbe  est  l'intersection  de 
S  par  les  droites  dont  l'image  est  formée  par  les  triangles  circonscrits  à  C, 
on  voit  que  la  surface  V  admet  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes; 
c'est  par  conséquent  une  surface  du  second  ordre  qui,  d'ailleurs,  passe  pnr 
les  quatre  sommets  du  tétraèdre  T. 

On  peut  donc  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

Toute  conique  du  plan  est  T image  d'une  courbe  du  sixième  ordre,  inter- 
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tection  de  S  et  d'une  surface  du  second  ordre  passant  par  les  sommets  du 
tétraèdre  T  ; 

Et  réciproquement  : 

Si  Ion  coupe  la  surface  S  par  une  surface  du  second  ordre  passant  par  les 
sommets  du  tétraèdre  T,  la  courbe  d'intersection  a  pour  image  une  conique. 

12.  En  particulier  une  asymptotique  Z  de  la  surface  est  située  sur  une 
surface  du  second  ordre  qui  admet  deux  systèmes  de  génératrices  recti- 
lignes  (G)  et  (G'). 

Si  Ton  applique  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  et  de  ces  droites  la 
dernière  proposition  du  n°  10,  on  obtient  les  théorèmes,suivants  : 

Par  chaque  génératrice  G,  on  peut  mener  quatre  plans  tangents  à  la  sur- 
face; des  quatre  points  de  contact  trois  sont  sur  une  même  ligne  droite  D,  qui 
appartient  au  complexe  (Z)  et  qui  engendre  une  surface  du  second  ordre  (A) 
coupant  S  suivant  une  courbe  A  ;  le  quatrième  point  de  contact  décrit  une 
courbe  A'. 

Par  cfiaque  génératrice  G',  on  peut  mener  quatre  plans  tangents  à  la  sur- 
face; un  des  points  de  contact  est  situé  sur  la  courbe  A,  les  trois  autres  sont 
sur  une  ligne  droite  D'  qui  engendre  la  surface  du  second  ordre  (A')  qui  con- 
tient la  courbe  A'. 

On  déduit  de  là  que  la  surface  développable  circonscrite  à  S  et  à  la  sur- 
face du  second  ordre  qui  contient  V asymptotique  Z  se  décompose  en  deux  sur- 
faces du  quatrième  ordre  touchant  S  le  long  des  courbes  A  et  A'. 

13.  Les  beaux  théorèmes  de  Poncelet  sur  les  polygones  circonscrits  à  une 
conique,  tandis  que  leurs  sommets  décrivent  d'autres  coniques,  conduisent 
à  plusieurs  propriétés  intéressantes  de  la  surface  S,  relativement  surtout 
aux  diverses  surfaces  réglées  que  Ton  peut  faire  passer  par  des  courbes 
tracées  sur  ces  surfaces  ;  je  reviendrai  plus  tard  sur  ce  sujet  qui,  pour 
être  convenablement  traité,  exige  une  étude  préalable  du  théorème  de  Pon- 
celet lui-même.  ■ 


Sur  la  construction  des  courbes  du  5ln•  et  du  6me  ordre  à  points  multiples  ; 

par  M.  Kœhler. 

(Séance  du  18  décembre  1872) 

Quand  on  se  propose  de  construire  une  courbe  d'ordre  m  définie  par  un 
nombre  suffisant  de  points,  la  présence  de  points  multiples  parmi  les  don- 
nées simplifie  en  général  le  problème.  Si  n  et  ri  sont  les  ordres  des  fais- 
ceaux générateurs  (n-t-n'=m),  et  s'il  y  a  p  points  doubles,  on  sait  en 
effet  que  le  nombre  des  points  à  déterminer  pour  compléter  les  bases  est 
x=nri  —  1  —  p.  Hais  cette  formule  suppose  essentiellement  que  p  ne  dé- 
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passe  pas  un  certain  maximum  relatif,  savoir  le  nombre  des  points  des  deux 
bases  que  l'on  peut  faire  coïncider  (*).  Gomme  les  courbes  d'ordre  supérieur 
au  4me  peuvent  avoir  un  nombre  de  points  doubles  supérieur  à  cette  limite, 
on  peut  être  obligé  de  laisser  en  dehors  des  bases  un  ou  plusieurs  de  ces 
points.  Je  me  suis  proposé  l'étude  des  divers  cas  où  cette  circonstance  se 
présente,  spécialement  pour  les  courbes  du  5ma  et  du  6me  ordre. 

I.    —  COURBES  DU  5"*  ORDRE. 

En  adoptant  pour  faisceaux  générateurs  un  faisceau  de  coniques  et  un 
faisceau  de  courbes  du  ome  ordre,  on  voit  qu'on  peut  engendrer  une  courbe 
à  4  points  doubles  en  faisant  coïncider  les  4  points  de  la  première  base  avec 
4  points  de  la  seconde.  Ici  le  maximum  relatif  dont  j'ai  parlé  plus  haut 
est  4  ;  toutefois  lorsqu'on  donne  5  points  doubles  a„  t„  c„  dfJ  et,  et  5 
points  simples  /*,  g,  h,  t,  4,  on  peut  encore  affecter  les  S  premiers  points 
aux  deux  bases.  Voici  alors  la  construction  : 

La  base  des  coniques  étant  abcdf  on  fera  passer  toutes  les  cubiques  par 
ces  4  points;  elles  auront  en  outre  le  point  double  commun  et.  11  reste 
à  fixer  un  point  p  de  leur  base.  Soit  0  un  point  quelconque  du  plan; 
soient  F,  6,  H,  I,  K  les  points  de  concours  des  secondes  polaires  rectilignes 
de  0  par  rapport  aux  courbes  des  faisceaux  etabcdf,  e^abcdg,  etc.  Au  qua- 
drilatère F6HI  je  circonscris  une  conique  telle  que  son  rapport  anharmo- 
nique  x(FGHï)  soit  égal  au  rapport  abcd  (f,  </,  A,  t).De  même  je  circonscris 
à  FGHK  une  conique  capable  du  rapport  anharmonique  abcd(f9  g,  h,  k). 
La  4me  intersection  P  de  ces  deux  coniques  est  le  point  de  concours  des 
secondes  polaires  de  0  par  rapport  au  faisceau  de  cubiques  etabcdp. 

Le  point  p  lui-même  se  conclut  de  là  facilement  ;  il  suffit  de  chercher  l'in- 
tersection de  la  cubique  etabcdO  tangente  en  0  à  OP  et  de  la  cubique  dont 
la  seconde  polaire  est  e^P  (**). 

Supposons  en  second  lieu  que  l'on  donne  6  points  doubles  a,,  i„  c,,  d„ 
et,  f%  et  2  points  simples  g,  A. 

Si  Ton  prend  comme  ci-dessus  abcd  pour  base  des  coniques,  e^abcd  pour 
base  des  courbes  du  3me  ordre,  il  restera  encore  un  point  p  de  leur  base  à 
déterminer  de  telle  sorte  que  f%  devienne  un  point  double  pour  la  courbe 
résultante. 

Or,  la  cubique  correspondante  à  abcdf  doit  avoir  avec  cette  conique  deux 
points  confondus  en  f;  elle  est  donc  tangente  en  f  à  abcdf,  et  c'est  un  pre- 
mier lieu  du  point  p.  Menons  actuellement  une  droite  fod  passant  par  /*,  et 

(*)  Di  JoHQUiÈREi,  f  **at  sttr  la  génération  de»  courbe»  géométrique»,  p.  0. 

(")  On  simplifiera  celte  dernière  construction  en  ayant  la  précaution  de  choisir  le  point  0 
sur  la  tangente  en  e  à  la  conique  eabcd;  alors  la  cubique  dont  la  seconde  polaire  est  eV 
se  compose  de  cette  droite  et  de  la  conique  elle-même.  De  la  sorte  on  aura  à  chercher 
l'intersection  de  cette  ligne  f»P  avec  la  cubique  e^abcdO. 
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par  un  des  points  de  la  première  base.  Si  l'on  prend  un  point  arbitraire]/ 
sur  la  cubique  définie  tout  à  l'heure,  on  voit  que  les  courbes  etabcdp'f, 
tflbcdp'g>  etabcdp'h  déterminent  sur  ftd  trois  segments  en  involution  /T', 
G'G' t,  H'H't  ;  on  peut  les  faire  correspondre  aux  points  /*„  </,  h  où  les  coni- 
ques abcdfi9  abcdg,  abcdh  coupent  la  droite.  En  cherchant  les  points  de 
coïncidence  des  deux  divisions,  on  aura,  outre  le  point  /i  déjà  connu,  deux 
nouveaux  points  X',  Y'  qui  seraient  lai™6  et  la  5me  intersection  de  fd  avec  la 
courbe  du  5me  ordre  correspondant  à  la  position  choisie  pour  p'.  En  prenant 
d'autres  points  p",  p"',...  sur  la  même  cubique,  on  aurait  d'autres  couples 
XT",  X'"Y'",....  Tous  ces  couples  forment  une  involution  quadratique  cor- 
respondant à  la  série  des  points  %  où  les  droites  e^p',  e$" ,  efp'",...  cou- 
pent fd.  Cela  est  évident,  puisque  les  courbes  du  5me  ordre  forment  un  fais- 
ceau ayant  pour  base  les  5  points  doubles  atbfctdtef  (20  points),  les  points 
simples  gy  h,  enfin  les  deux  points  infiniment  voisins  fsur  la  conique 
abcdf.  Ainsi  à  un  point  X  correspond  un  point  Y,  et  aussi  un  seul  point  p, 
savoir  la  15me  intersection  de  etabcdf  avec  la  courbe  du  5*  ordre  déter- 
minée par  X.  Réciproquement,  à  un  point  p  (ou  n)  correspond  un  segment 
unique  XY. 

Il  suffit  maintenant  de  chercher  le  segment  de  l'involution  XY  dont  une 
extrémité  est  en  f  :  on  déterminera  le  point  it  correspondant  à  ce  segment  ; 
la  ligne  efn  coupera  la  cubique  etabcdf  en  p,  et  ce  sera  le  5me  point  simple 
de  la  base  du  second  faisceau. 

Chacune  des  cubiques  ayant  déjà  k  points  abcd  communs  avec  la  conique 
correspondante,  il  reste  pour  chacune  d'elles  2  points  d'intersection  à  dé- 
terminer. Leur  construction  peut  se  faire  à  l'aide  de  la  ligne  droite  et  du 
cercle  ainsi  que  les  constructions  préliminaires. 

II.   —   COURBES  DU  6B*  ORDRE. 

Si  l'on  construit  la  courbe  au  moyen  de  deux  faisceaux  du  5™  ordre,  on 
ne  peut  faire  coïncider  plus  de  7  points  des  deux  bases  ;  le  maximum  relatif 
du  nombre  des  points  doubles  est  donc  7.  Le  maximum  absolu  peut  atteindre 
10,  mais  on  ne  peut  faire  entrer  plus  de  9  points  doubles  dans  les  données. 

M.  de  Jonquières  a  donné  une  solution  du  problème  pour  le  cas  où  l'on 
donne  7  points  doubles  et  6  points  simples  (loc.  cit.,  p. 45). 

On  peut  faire  entrer  les  7  points  doubles  as,  fc„  ct,  dt,  e„  ft9  gt9  et  un  des 
points  simples  h  dans  la  base  du  premier  faisceau  du  3me  ordre.  La  base 
du  second  se  composera  des  mêmes  points  doubles  et  d'un  point  inconnu. 
Il  peut  se  déterminer  par  la  considération  des  points  de  concours  des  se- 
condes polaires  d'un  même  point  du  plan  relatives  aux  5  faisceaux  de  cu- 
biques abcdefg  (i,  k,  /,  m,  n)  et  sa  détermination  entraine  celle  du  9m* 
point  commun  à  toutes  les  courbes  du  second  faisceau.  On  peut  remarquer 
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en  outre  que  le  9me  point  de  la  base  du  faisceau  abcdefgh  appartient  néces- 
sairement à  la  courbe  du  6me  ordre,  et  il  en  est  de  même  pour  les  9™"  points 
des  faisceaux  abcdefgi,  abcdefgh,  etc. 

Supposons  qu'on  donne  8  points  doubles  a,,  bt,  c„  a\,  e»  ftf  gtt  A,,  et 
5  points  simples  i,  k,  l. 

La  courbe  demandée  fait  partie  du  réseau  déterminé  par  les  7  points 
doubles  a,,  &„.-.»  g%  et  par  les  points  simples  A,  i,  k,  l.  Si  Ton  considère  le 
faisceau  du  réseau  dont  toutes  les  courbes  touchent  en  A  une  même  droite 
AX,  il  déterminera  sur  une  droite  telle  que  0,6,  joignant  deux  des  points 
doubles  donnés  une  involution  quadratique,  tin  second  faisceau  tangent  en 
A  à  une  autre  droite  AT  déterminera  une  autre  involution  sur  ajbt.  Le 
segment  HN  commun  à  ces  deux  involutions  appartient  à  la  courbe  du 
6°*  ordre  demandée.  Elle  sera  déterminée  complètement  par  les  points  dou- 
bles a,,  („...,  gt  et  par  les  6  points  A,  t,  k,  /,  M,  N,  A  étant  traité  comme 
point  simple.  Il  est  évident  que  cette  courbe  a  un  point  double  en  A,  puis- 
qu'elle a  deux  points  infiniment  voisins  communs  avec  deux  droites  diffé- 
rentes passant  en  h* 

On  voit  qu'il  suffit,  pour  obtenir  les  deux  involutions  quadratiques,  de 
construire  deux  courbes  de  chacun  des  faisceaux  tangents  à  AX  et  AT. 

Construction  de  la  courbe  du  6me  ordre  à  9  points  doubles.  —  Si  l'on  donne 
9  points  doubles  at,  frf,...,  t»  la  solution  se  déduit  sans  difficulté  de  celle 
du  problème  précédent.  En  mettant  à  part  le  point  t,  le  faisceau  déterminé 
par  les  8  premiers  points  et  par  une  tangente  quelconque  iX  coupe  une 
droite  telle  que  afA,  suivant  une  involution  quadratique.  Le  faisceau  déter- 
miné par  une  autre  tangente  iY  donne  lieu  à  une  autre  involution  qui  a  un 
segment  KL  commun  avec  la  prertûère.  La  question  est  ramenée  à  con- 
struire la  courbe  passant  par  les  8  premiers  points  doubles  et  par  les 
3  points  x,  K,  L.  On  a  en  tout  A  points  simples  auxiliaires  à  déterminer. 

Lorsque  les  9  points  donnés  forment  un  groupe  pivotable  par  des  cubi- 
ques, le  problème  est  indéterminé  ;  les  courbes  du  0mc  ordre  en  nombre 
infini,  qui  répondent  à  la  question,  sont  toutes  décomposables  en  deux 
courbes  du  3me  ordre. 

Supposons  en  effet  que  les  points  donnés  équivalent  aux  36  intersections 
de  deux  courbes  du  6mf  ordre,  et  qu'on  ne  puisse  faire  passer  qu'une  seule 
cubique  par  ces  9  points.  Prenons  un  point  arbitraire  k  sur  cette  courbe  ; 
par  hypothèse,  on  peut  décrire  une  courbe  du  6™*  ordre  passant  en  k  et 
par  les  points  doubles  a,  b,  c,...,  t.  Celte  courbe  aurait  donc  19  points 
communs  avec  la  cubique  abc...  ik;  donc  la  cubique  en  fait  partie. 

On  traiterait  d'une  manière  tout  à  fait  analogue  le  cas  où  l'on  donnerait 
un  point  triple  et  7  points  doubles,  En  général,  si  une  courbe  d'ordre 
quelconque  est  déterminée  par  p-t-$  points  doubles  (p  étant  le  maximum 
relatif)  et  par  un  nombre  suffisant  de  points  simples,  on  aura  à  déterminer- 
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nn'—i — p  points  pour  compléter  les  bases  des  faisceaux  générateurs  et 
en  outre  2$  points  auxiliaires. 


Sur  V application  de  la  théorie  des  formes  binaires  à  la  géométrie  des  courbes 
tracées  sur  une  surface  du  second  ordre;  par  H.  Laguerre. 

(Séance  du  48  décembre  4872) 

I.    —   CONSIDÉRATIONS  PRÉLIMINAIRES. 

4 .  Bien  que  les  considérations  suivantes  puissent  être  appliquées  à  toutes 
les  surfaces  algébriques,  et  en  particulier  au  plan  (*),  je  ne  les  dévelop- 
perai, dans  ce  mémoire,  que  relativement  aux  courbes  que  Ton  peut  tracer 
sur  une  surface  du  second  ordre. 

Soit  S  une  surface  du  second  ordre,  elle  possède  deux  systèmes  de  géné- 
ratrices rectilignes;  avec  M.  Chasles  (Théorie  des  courbes  tracées  sur  Vhy- 
perboloideà  une  nappe,  Comptes  rendus,  1861),  j'appellerai  directrices  les 
droites  de  l'un  de  ces  systèmes,  en  réservant  le  nom  de  génératrices  aux 
droites  de  l'autre  système. 

Prenons  arbitrairement  sur  S  une  conique  K  que  je  désignerai  sous  le 
nom  de  conique  fondamentale;  cette  courbe  est  unicursale,  c'est-à-dire 
qu'on  peut  désigner  chacun  de  ses  points  par  la  valeur  d'un  paramètre  t  et 
de  telle  sorte  qu'à  chaque  valeur  du  paramètre  corresponde  un  point  unique 
de  la  courbe. 

Soit  M  un  point  de  la  surface  S;  par  ce  point  passe  une  directrice  de  la 
surface  coupant  K  en  un  point  unique,  dont  je  désignerai  le  paramètre 
par  x;  par  ce  même  point  passe  une  génératrice  de  la  surface  coupant  K  en 
un  point  unique,  dont  je  désignerai  le  paramètre  par  y.  11  est  clair,  du 
reste,  que  le  point  M  est  complètement  déterminé  et  sans  ambiguïté  par 
les  deux  quantités  x  et  y  ;  j£  les  appellerai  les  coordonnées  du  point  M. 

L'équation  d'une  courbe  tracée  sur  S  sera  de  la  forme  f(x,  y)  =  0  ;  son 
degré  p,  relativement  à  la  variable  x,  indiquant  en  combien  de  points  elle 
est  coupée  par  une  génératrice  quelconque,  et  son  degré  q,  relativement  à 
la  variable  y,  indiquant  en  combien  de  points  elle  est  coupée  par  une  direc- 
trice. (Voy.  Chasles,  loc.  cit.) 

2.  On  connaît  le  procédé  ingénieux  employé  par  Plûcker  pour  rendre 
homogène  l'équation  f(x,y)  =  0>  en  remplaçant  les  variables  x  et  y  par 

[*)  Le  cas  du  plan  présente  naturellement  un  très-grand  intérêt,  mais  demande  pour 
l'application  de  la  théorie  quelques  explications  dans  lesquelles  je  n'ai  pas  voulu  entrer 
ici. 
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—  et  —  ;  nous  emploierons  ici  un  procédé  analogue  en  remplaçant  x  par 

x  t/ 

-j  et  y  par  ^>.  De  cette  façon,  ,1'équation  d'une  courbe  algébrique  tracée 

*  y 

sur  S  deviendra 

V(x,*\  y,  */)  =  <), 

le  polynôme  F  étant  homogène  et  du  degré  p  par  rapport  aux  deux  varia- 
bles x  et  x*,  homogène  et  du  degré  q  par  rapport  aux  variables  y  et  y'. 

3.  Gela  posé,  je  rappellerai  d'abord  ce  que  l'on  nomme  émanant  d'une 
forme  binaire  ou  d'un  polynôme  algébrique  homogène  à  deux  indéter- 
minées. 

Soit  U  (x,  xf)  un  tel  polynôme  ;  on  appelle  émanants  de  ce  polynôme  les 
divers  polynômes  compris  dans  les  expressions  suivantes  : 

'fi"4"'»' 
1    /  sd»U      ,,,   d»U        .   ^  <PU     ,    ^cPU\ 

dont  la  loi  est  facile  à  saisir. 

Pour  abréger,  je  désignerai  ces  émanants  par  la  notation  (U)l9  (U)„ 
(U),,...;  la  parenthèse  indiquant  un  émanant  de  la  forme  U,  et  l'indice  qui 
lui  est  adjoint  1   degré  de  cet  émanant  par  rapport  aux  lettres  y  et  \f . 

Lorsqu'une  forme  est  de  degré  pair,  elle  possède  un  émanant  dans  lequel 
les  variables  x  et  y  entrent  au  môme  degré  ;  j'appellerai  cet  émanant  éma- 
nant principal  de  la  forme,  et  je  le  désignerai  par  la  notation  (U),  en  omet- 
tant l'indice  adjoint  à  la  parenthèse,  lorsque  cela  ne  donnera  lieu  à  aucune 
ambiguïté. 

4.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  émanant  d'une  forme  Use  réduit 
à  cette  forme  lorsque  l'on  identifie  les  variables  x,  xf  et  yy  y*. 

Soit  U  la  forme  du  degré  {p-hq)  à  laquelle  se  réduit  le  polynôme 
F  (x,  x*  ;  y,  y')  lorsqu'on  fait  X*  =  x  et  y1  =  y  ;  l'expression 

est  homogène  et  du  degré  p  par  rapport  aux  variables  x  et  x*,  homogène  et 
du  degré  q  par  rapport  aux  variables  y  et  y*;  de  plus  elle  s'annule  lorsqu'on 
fait  x=x'  et  y  =  y*,  elle  est  donc  divisible  par 
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*  (*.  *\  Z/>  y')  =  (0),  +  «M*,  Jf;  y,  y'), 

Ft  désignant  un  polynôme  du  degré  p  —  1  par  rapport  aux  variables  x$  af, 
et  du  degré  q  —  4  par  rapport  aux  variables  y,  if. 

On  peut  appliquer  au  polynôme  Yx  le  môme  raisonnement  et,  en  conti- 
nuant de  proche  en  proche,  mettre  l'équation  d'une  courbe,  tracée  sur  la 
surface  du  second  ordre  S,  sous  la  forme  suivante  : 

*  =  (U),  +  «(Y)f-.1  +  »«(W)€_,+  ...  =  0, 

où  U,  V,  W,...  désignent  respectivement  des  polynômes  entiers  en  x  et  a', 
des  degrés  p-f- 7,  p-f-ç  —  2,  p-f-g  —  4,  .... 

5.  En  particulier  si  Ton  ap=ç,  l'équation  de  la  courbe  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 

*=  (U)  +  «(V)  +  «»(W)  +  ...  =  0, 

où  U,  V  et  W  désignent  respectivement  des  polynômes  entiers  en  x  et  x\ 
des  degrés  2p,  2(p — i),  2(p —  2);  et  je  feiai  observer  que,  dans  ce  cas, 
+  est  homogène  et  du  degré  p  par  rapport  aux  quantités  x — y,  xy  et 

6.  Par  la  forme  précédente  que  j'ai,  donnée  à  l'équation  d'une  courbe 
algébrique,  on  voit  que  cette  équation  s'obtient  en  égalant  à  zéro  un  poly- 
nôme *,  qui  est  un  covariant  double  des  formes  U,  V,  W,  ...;  on  sait  en 
effet  que  &>  est  un  covariant  double  de  toutes  les  formes  et  qu'un  émanant 
quelconque  dune  forme  est  un  covariant  double  de  cette  forme. 

De  là  résulte  que  l'étude  de  cette  courbe  se  rattache  intimement  à  l'étude 
simultanée  de  ces  formes;  je  ne  veux  pas  dire  par  là  qu'elle  s'y  réduise, 
car,  pour  étudier  complètement  une  courbe,  il  est  nécessaire  de  la  compa- 
rer avec  d'autres  courbes  qui  introduisent  d'autres  formes  dans  cette  étude. 

On  pourra  toujours  néanmoins,  dans  un  calcul  relatif  à  un  certain 
nombre  de  courbes,  faire  en  sorte  que  l'on  n'ait  à  considérer  que  des  inva- 
riants ou  des  covariants  d'un  système  de  formes  binaires,  et  profiter  de 
leurs  propriétés  connues  pour  en  déduire  des  propriétés  géométriques  de 
ce  système  de  courbes,  ou  pour  simplifier  les  opérations. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  de  calculer  un  covariant  simple,  il  suffira  de 
calculer  son  premier  terme;  s'il  s'agit  d'un  invariant,  on  pourra  le  calculer 
sous  sa  forme  canonique  (**). 

\*)  Ici,  pour  abréger,  je  fais,  comme  je  le  ferai  plus  communément,  dans  la  suite  de  ce 
mémoire,  x'  =  y  =  1 . 

(**)  Voir  en  général,  sur  cette  théorie  des  formes,  V Algèbre  supérieure  de  Salmon  (Paris, 
Gauthicr-Villars). 

i  3 
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7.  Eclaircissons  ceci  par  un  exemple.  Je  ferai  auparavant  remarquer  que, 
si  0  désigne  le  pôle  du  plan  de  la  conique  fondamentale  K  par  rapport  à  la 
surrace  S,  les  coordonnées  d'un  point  M  de  cette  surface  étant  x  et  y,  les 
coordonnées  du  point  H'  où  le  rayon  OM  perce  S  sont  y  et  x.  De  là  résulte 
que  si  une  courbe  peut  être  placée  sur  un  cône  ayant  pour  sommet  le  point 
0,  son  équation  doit  être  symétrique  en  x  et  y  ;  elle  doit  être  par  conséquent 
de  la  forme. 

(U)  +  w«(W)  +  ...  =  0, 

et  ne  pas  contenir  les  puissances  impaires  de  &>. 

En  particulier,  considérons  une  biquadratique  gauche  tracée  sur  S,  c'est- 
à-dire  la  courbe  du  quatrième  ordre  qui  résulte  de  l'intersection  de  S  par 
une  surface  du  second  ordre  n'ayant  avec  elle  aucune  génératrice  com- 
mune. Comme  on  peut  la  placer  sur  quatre  cônes  différents,  son  équation 
pourra,  de  quatre  façons  différentes,  se  mettre  sous  la  forme 

(U)  +  A««  =  0, 

k  désignant  une  constante  et  U  un  polynôme  du  quatrième  degré  ;  si  l'on 
fait 

U  =  ax*  -h  *bx*  4-  6cx*  +  Kdx  +  c, 

l'équation  de  la  courbe  sera  par  conséquent 

(1)  ^(ox*  +  2fec  +  c)  4-  %(fcrf  +  2cx  +  d)  -f  (ex*  +  2dx  +  e)  +  %  -x)*  =  0. 

Pour  trouver  les  génératrices  de  la  surface  qui  touchent  la  courbe,  il  faut 
chercher  pour  quelles  valeurs  de  yy  .z  acquiert  des  racines  égales.  Ces  va- 
leurs seront  données  par  l'équation  F(y)  =  0,  où  F  désigne  le  discriminant 
de  l'équation  précédente  pris  par  rapport  à  x  ;  de  même,  pour  une  raison 
de  symétrie,  les  directrices  de  la  surface  tangentes  à  la  courbe  seront  dé- 
terminées par  l'équation  ¥(x)  =  0. 

Quelle  est  l'équation  générale  des  biquadratiques  tangentes  à  quatre 
directrices  données  et  pouvant  être  placées  sur  un  cône  dont  le  sommet  est 
en  0? 

U  est  clair  que,  pour  résoudre  cette  question,  il  faut  déterminer 'de  la 
façon  la  plus  générale  le  polynôme  U  et  la  constante  k  de  telle  façon  que  le 
discriminant  F  (x)  soit  un  polynôme  donné. 

On  voit  aussi  facilement  que  le  problème  est  identique  avec  l'intégration 
de  l'équation  différentielle  d'Euler,  qui  sert  de  point  de  départ  à  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques.  En  effet,  l'équation  (1),  étant  successivement 
ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  et  de  y>  peut  se  mettre 
sous  les  deux  formes  suivantes  : 
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M**  +  2i>to  +  P  =  0    et    M'y*  -+-  2iY*/  -h  Iv=  0, 

d'où  l'on  déduit  par  la  différentiation 

(Ma  +  K)dx  4-  (M'y  +  Y)rfy  =  0  ; 
évidemment 

Ma  +  N  =  v/F(ï)"   el  '  M'y  +  iY  =  v^Ffo)", 

l'équation  devient  donc 

et  Ton  voit  que,  pour  intégrer  cette  équation,  il  faut  (ce  qui  est  précisément 
la  méthode  de  Cauchy)  déterminer  le  polynôme  U  et  la  constante  k  de  la 
façon  que  j'ai  indiquée. 

Comme  le  discriminant  F  (x)  est  un  covariant  de  la  forme  U,  il  suffit  de 
calculer  son  premier  terme  ;  en  ne  conservant  dans  U  que  les  termes  du 
degré  le  plus  élevé  en  x,  il  se  réduit  à  x*  (ay* 4-2% 4-c 4-&),  d'où  l'on 
voit  que  le  terme  de  F  (x)  du  degré  le  plus  élevé  en  x  est  (ac  —  br)  xk-+-kax*; 
par  luite  on  a  F  (.r)  =  H  4-MJ,  II  désignant  le  hessien  de  U. 

8.  Supposons  maintenant  que  nous  remplacions  U  par  aU4-6/3H,  a  et  p 
désignant  des  quantités  numériques  indéterminées.  Sans  faire  de  nouveau 
calcul,  ou  sait,  par  les  importantes  formules  dues  à  M.  Cayley,  que  H 
devient  (a|3S4-9i3,T)U4-(aî—  3jS«S)H(*) .  Set  T  désignant  les  invariants 
fondamentaux  de  la  forme  U. 

Par  suite  ¥(x)  devient  MU4-(«*—  3|3,S4-6A(3)  H,  M  désignant  un  nombre 
dont  il  est  inutile  d'écrire  la  valeur. 

Pour  que  le  discriminant  F  (x)  prenne  donc  (à  un  facteur  numérique  près) 
une  valeur  donnée  U,  il  suffit  de  choisir  la  constante  k  de  façon  que  l'équa- 
tion a*  —  5(3*S  4-6^(3=0  soit  satisfaite.  D'où  la  proposition -suivante  : 

Soit  U  un  polynôme  quelconque  du  quatrième  degré  ;  en  désignant  par 
H  son  hessien  et  par  S  son  invariant  quadratujtiey  V intégrale  générale  de 
Véquaiion 

dx    __    dy 

est 

6j*(aU  4-  Gflll),  4-  (3p*S  —  a*)  (x  —  y)*  =  0, 

le  rapport  a  :  p  étant  la  constante  arbitraire  introduite  phr  l'intégration. 

La  parenthèse  affectée  de  l'indice  2  désigne  ici  rémanant  principal  de  la 
forme  aU4-6{5H. 

0  Sauon,  Algèbre  supérieure,  p.  183. 
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II.    —    ÉQUATION  D'UNE   SECTION   PLANE;   SYSTEME  DE  COORDONNÉES  DANS  L'ESPACE. 

9.  L'équation  d'une  conique  tracée  sur  la  surface  est  de  la  forme 


(2) 


y(\x  +-  B)  +  (Bs  +  C)  +  K(y  —x)  =  0  ; 


je  considérerai  les  quantités  A,  B,  G,  K,  qui  entrent  dans  celte  équation, 
comme  les  coordonnées  du  point  de  l'espace  dont  le  plan  polaire  par  rap- 
port à  la  surface  est  le  plan  de  la  conique. 

On  pourrait  aussi  les  regarder  comme  les  coordonnées  tangentielles  de  ce 
plan,  et  je  le  ferai  quelquefois;  mais  généralement  je  les  emploierai  comme 
coordonnées  ponctuelles. 

Gela  posé,  étant  données  les  équations  de  deux  coniques 

j,(A*  +  B)  +  (Ba;+C)-f  K(y— x)=0    et    y(A's  +  B')  +  (B'x+C')-f  K'(y-x)=:0, 

on  voit  par  un  calcul  facile  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante,  pour 
que  le  plan  d'une  de  ces  coniques  contienne  le  pôle  du  plan  de  l'autre,  est^ 
contenue  dans  la  relation  suivante  AC'-l-CV' —  2BB'-4-2KK'=0.  Par  suite, 
l'équation  du  plan  polaire  (par  rapport  à  la  surface)  du  point  de  l'espace 
dont  les  coordonnées  sont  A',  B',  C',  K'  est 

AC  +  CA'  —  2BB'  4-  2KK'  =  0  ; 

et  cette  équation  étant  linéaire  par  rapport  aux  variables,  il  en  résulte  que 
le  système  de  coordonnées  employé  est  simplement  un  système  particulier 
de  coordonnées  tétraédrales. 

10.  Dans  tout  ce  qui  suit,  on  voit  que  j'emploierai  simultanément  deux 
systèmes  de  coordonnées,  dont  l'un  (en  x  et  y)  ne  se  rapporte  qu'aux 
courbes  tracées  sur  la  surface,  tandis  que  l'autre  (en  A,  B,  C,  K)  s'étend  à 
tous  les  points  de  l'espace. 

La  môme  équation,  suivant  que  l'on  y  considérera  les  .r,  y  ou  les 
A,  B,  C,  K  comme  les  coordonnées  courantes,  présentera  un  sens  différent. 

H.  Cherchons  les  coordonnées  rectilignes  d'un  point  (,r,  y)  de  la  sur- 
face. En  désignant  par  X,  Y  les  coordonnées  courantes,  la  conique  suivant 
laquelle  la  surface  est  coupée  par  le  plan  polaire  du  point  (ici  cette  conique 
se  réduit  à  deux  droites)  a  pour  équation 

(X-x)(ï-y)=lY-yX-xY  +  xy=Q; 

si  l'on  identifie  cette  équation  avec  l'équation  (2),  on  en  déduit  les  relations 

A      B+K      B— K      C 


ï       —  x        —  y 


xy 


J 


3/  •  - 


d'où  encore 

(3) 

A            B             C           K 

i         x  +  y     xy     y—x 

Ces  formules  serviront  à  trouver  en  coordonnées  rectilignes  l'équation 
d'une  courbe  donnée  en  coordonnées  sur  la  surface,  et  je  ferai,  à  ce  sujet, 
cette  remarque  importante  que  si,  dans  un  invariant  de  la  forme  (A,  B,  C) 
et  d'un  nombre  quelconque  d'autres  formes,  on  remplace  respectivement 
A,  B,  C,  K  par  les  valeurs  données  ci-dessus,  le  résultat  sera  un  covariant 
du  système  composé  de  ces  formes. 

42.  En  particulier,  supposons  que  l'équation  d'une  courbe  M  soit  de 
même  degré/;  par  rapport  à  x  et  à  y;  on  sait  que  (n°  5),  dans  ce  cas,  son 
équation  est  homogène  par  rapport  aux  quantités  x —  yy  x-\-y  et  xy;  en 
remplaçant  ces  quantités  par  les  expressions  données,  on  obtiendra  l'équa- 
tion d'une  surface  de  degré  p,  qui  contiendra  la  courbe  et  dont  cette  der- 
nière constituera  l'intersection  complète  avec  la  surface  du  second  degré 
fondamentale  (*)  ;  et  je  ferai  observer  que  cette  équation  sera  un  invarian 
du  système  de  formes  qui  caractérisent  la  courbe. 

Ainsi,  l'équation  dune  biquadratique  étant 

y*(ax*  +  îhx  4-  c)  4-  2y(bx*  4-  2cr  +  d)  -f  cy*  4-  ïàx  4-  e  +  k(y  —  x)*  =  0, 

on  pourra  la  mettre  sous  la  forme 

axy  4-  ïbxy(x  +  y)  4-  c[(y  +*)*  4-  2xy]  4-  M(x  +  y)+e  +  h(y  —  x)*  =  0 

d'où  l'on  déduira,  en  employant  le  tableau  (5),  l'équation  en  coordonnées 
rectilignes  d'une  des  surfaces  du  second  degré  qui  contient  la  biqua- 
dratique 

aC*  —  4MJC  4  c(4B*  4-  2AC)  —  4</BA  4-  eA*  +  4AK*  =  0, 

ou  simplement  E4-2^K,  =  0,  en  désignant  par  K  l'invariant  fondamental 
des  formes  (A,  B,  C)  et  (a,  b,  c,  dy  e) 

-JaC*  -  2frBC  4-  c(2B*  +  AC)  —  2dBA  4-  |cA*. 

13.  Si  l'on  élimine  les  variables  x  et  y  entre  les  équations  (5),  on  obtient 
évidemment  l'équation  en  coordonnées  rectilignes  de  la  surface  du  second 
degré  S.  Celte  équation  est  KJ4-D  =  0,  en  réprésentant,  comme  je  loferai 

[')  Voir,  à  ce  sujet,  la  note  de  M.  Halphen,  môme  tome,  p.  19. 
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constamment  dans  la  suite  de  ces  recherches,  par  D  l'invariant  ÀG  —  B*  de 
la  forme  (A,B,  C). 


iii.  —  recherche  de  la  forme  la  plus  simple  que  l'on  peut  doîfner  a  l'équation 

d'une  courbe;  groupes  de  courbes. 

14.  On  peut,  en  faisant  varier  la  conique  fondamentale,  donner  une 
infinité  de  formes  à  l'équation  d'une  courbe  donnée  H. 

Les  formules  de  transformation  peuvent  évidemment  (sans  nuire  à  leur 
généralité)  être  mises  sous  la  forme 


\z=x    et 


a,  p,  y  et  S  désignant  des  quantités  numériques;  en  sorte  que  l'on  dispose  de 
trois  constantes  arbitraires. 

La  chose  la  plus  importante  est  d'obtenir  une  équation  de  la  courbe 
donnée  dans  laquelle  entre  le  moins  de  formes  possible. 

A  ce  point  de  vue,  on  voit  facilement  que  l'équation  des  cubiques  gauches 
peut,  d'une  infinité  de  façons,  être  mise  sous  une  forme  qui  ne  contienne 
qu'une  forme  binaire  cubique;  sa  forme  générale  est  en  effet 

(ax*  +  Ux%  H-  oex  H-  d)t  -h  (a'x  +  V y)  [y  —  x)  =  0, 

et  l'on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  disposer  des  trois  constantes  arbi- 
traires en  sorte  que  a'  et  V  s'évanouissent. 

L'équation  de  la  biquadratique  peut  (comme  on  le  sait  déjà)  être  mise,  de 
quatre  façons  différentes,  sous  une  forme  où  n'apparaît  qu'un  polynôme  du 
quatrième  degré. 

L'équation  générale  de  la  quartique  gauche,  c'est-ù-dire  de  la  courbe  du 
quatrième  ordre  par  laquelle  on  ne  peut  faire  passer  qu'une  surface  du 
second  ordre,  est 

(ax*  +  M*3  +  t»cr«  H-  Mx  +  e),  +  (a'x*  +  Ib'x  +  C)(y  —  x)  =  0, 

et  un  calcul  simple  fait  voir  que  l'on  peut,  d'une  seule  façon,  disposer  des 
constantes  arbitraires  en  sorte  que  a\b'  et  c'  s'évanouissent;  on  peut  donc 
mettre  l'équation  de  la  quartique  (et  cela  d'une  seule  manière  bien  déter- 
minée) sous  une  forme  où  n'apparaît  qu'une  seule  forme  biquadratique  ;  ce 
sera  pour  nous  l'équation  réduite  de  la  courbe. 

15.  Étant  donné  un  système  quelconque  de  formes,  je  classerai  dans  un 
même  groupe  toutes  les  courbes  dont  l'équation  ne  dépend  que  de  ces 
formes  et  de  leurs  divers  covariants,  et  je  dirai  que  toutes  ces  courbes  con- 
stituent les  formes  du  groupe. 
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Ainsi  étant  donnée  une  forme  biquadratique  U,  les  courbes  qui  appar- 
tiendront à  son  groupe  seront  toutes  celles  dont  l'équation  renferme  seule- 
ment la  fortne  U  elle-même,  son  hessien  H  et  son  covariant  du  sixième 
degré  J. 

Si  Ton  s1  en  tient  aux  courbes  dont  le  degré  ne  dépasse  pas  4,  on  voit 
que  ce  groupe  contient  seulement  des  biquadratiques  et  des  quarliques 
gauches. 

Toutes  les  biquadratiques  du  groupe  forment  un  système  conjugué  par 
rapport  à  un  tétraèdre  fixe  qui  caractérise  le  groupe  ;  c'est-à-dire  que  les 
sommets  de  ce  tétraèdre  sont  les  sommets  des  quatre  cônes  qui  contiennent 
chacune  de  ces  courbes.  Les  quartiques  jouissent  de  propriétés  analogues 
par  rapport  à  ce  tétraèdre. 

C'est  le  groupe  dont  je  viens  de  parler  que  je  veux  étudier  d'abord  dans 
la  suite  de  ces  recherches. 


Sur  une  question  de  probabilités;  par  M.  E.  Lkmoine. 

(Séance  du  8  janvier  1873) 

Une  tiye  se  brise  en  trois  morceaux  ;  quelle  est  la  probabilité  pour  que, 
avec  ces  trois  morceaux,  on  puisse  former  un  triangle? 

Divisons  la  tige  en  2ro  parties  égales,  et  supposons  que  les  trois  morceaux 
contiennent  respectivement  x,  y  et  z  de  ces  parties  ;  nous  aurons 

(4)  x -f-  y  4-  z  =  2m, 

Tour  que  le  triangle  soit  possible,  il  faut  qu'on  ait 

x^y  +  z,    y<z  +  x,    z<^x  +  y. 

Éliminants  à  l'aide  de  l'équation  (1),  ces  inégalités  deviennent 

x^m,    y«<m,    x  +  y^>m. 

Cherchons  le  nombre  des  cas  favorables  : 

x  =  0  permet  pour  y  la  valeur    m, 

x=.  1   permet  pour  y  les  valeurs  m,  m  —  1, 


x  =  m  permet  pour  y  les  valeurs  m,  m  — 1,  m  —  2,  ...,  0. 

11  y  a  donc  en  tout  l+2-f-5-4-...-f-(m-f-l)  =  (*  +  *)(»+*) 
favorables. 


cas 
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Cherchons  le  nombre  des  cas  possibles  : 

x=0     permet  pour  t/les  valeurs  2m,  2m  — 1,  ...,  2,  1,  0, 
x  =  \     permet  pour  y  les  valeurs  2m  — 4,  ...,  2,  1,  0, 

• ••••> 

x  =  2m  permet  pour  y  la    valeur  0. 

(2m-4-l)(2m-+-2) 
11  y  a  donc  en  tout  l-4-2-+-3-t-...-4-(2m-t-l)=* § cas 

possibles. 
Le  rapport  du  nombre  des  cas  favorables  au  nombres  des  cas  possibles 

(m  +  l)(w  +  2)  m -+-2  ,     „A  1 

À —    .wft rr:  =hts n  »  QU!>  pour  m==<x> ,  donne  7  • 

(2m -|-1) (2m -4- 2)      2(2m-M)'M    *v  4 


est 


1 
Ainsi,  la  probabilité  cherchée  est  j»  ' 


S?/r  /a  /imite  de  transitivité  des  groupes  non  alternés;  par  M.  Camille  Jordan. 

(Séance  du  8  janvier  1875) 

Vers  Tannée  1845,  époque  où  les  travaux  de  M.  Bertrand  ramenèrent  l'at- 
tention de  Gauchy  sur  la  théorie  des  substitutions,  ce  grand  géomètre 
entreprit  sur  ce  sujet  une  longue  suite  de  recherches,  dont  il  a  consigné 
les  résultats  dans  les  Comptes  rendus. 

Le  principal  théorème  qu'il  ait  obtenu  est  le  suivant  : 

Tout  groupe  dont  l'ordre  est  divisible  par  un  nombre  premier  p  contientune 
substitution  d'ordre  p. 

L'importance  de  celte  proposition  est  manifeste,  et  l'on  peut  s'étonner 
qu'elle  n'ait  donné  lieu,  jusqu'à  ce  jour,  pour  ainsi  dire  à  aucune  applica- 
tion. Hais  le  théorème  de  Gauchy  vient  enfin  d'être  complété  et  généralisé, 
delà  manière  la  plus  heureuse,  par  un  géomètre  norwégicn,  M.  Sylow.  Il 
vient  en  effet  de  formuler  le  théorème  suivant  (Mathematische  Annalen, 
t.  V)  : 

Soit  G  un  groupe  dont  l'ordre  0  soit  divisible  parpa9  sans  Vètre  par  p*+l  ; 
il  contiendra  des  groupes  d' ordre pa.  Ces  groupes  H,  H',...  seront  tous  sem- 
blables, et  seront  les  transformés  de  l'un  quelconque  d'entre  eur,  II,  par  les 
substitutions  de  G.  Enfin,  leur  nombre  sera  un  entier  de  la  forme  w/J-j-1. 
Enfin  l'on  aura  0  =  pflv(/i/)-f-l),  prêtant  l ordre  du  groupe  I  formé  j)ar 
celles  des  substitutions  de  G  qui  sont  permutables  à  H. 

Cette  proposition  mérite  assurément  par  sa  simplicité,  sa  netteté  et  sa 
généralité,  d'être  considérée  comme  fondamentale  ;  et  nous  ne  doutons  pas 
qu'elle  ne  donne  lieu  à  d'importantes  conséquences. 
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Nous  en  faisons,  dans  le  mémoire  ci-joint,  une  première  applica- 
tion à  la  recherche  de  la  limite  de  transitivitô  des  groupes  de  substi- 
tutions. 

On  sait  que  H.  Emile  Mathieu  a  montré  le  premier  qu'il  existe  une  sorte 
de  fossé  entre  le  groupe  alterné  et  les  autres  groupes  de  substitutions, 

n 
ceux  -ci  ne  pouvant  être  plus  de  ~  fois  transitifs  (n  étant  le  nombre  des  let- 
tres), tandis  que  le  groupe  alterné  l'est  n — 1  fois.  Mais  celte  limite  ^, 

assignée  à  la  transitivité  des  groupes  qui  ne  contiennent  pas  le  groupe  al- 
terné, est  beaucoup  trop  élevée.  11  est  donc  intéressant  de  la  resserrer  le 
plus  possible;  et  si  même  on  parvenait  à  démontrer  que  la  véritable  limite 
est  une  constante  indépendante  de  n,  on  aurait  atteint  un  résultat  des  plus 
importants. 

Malheureusement  cette  question  paraît  d'une  extrême  difficulté  ;  et  nous 
avons  dû  recourir  à  des  considérations  très-compliquées  pour  arriver  à 
réduire  notablement  la  limite  de  M.  Mathieu  (Traite  des  Substitutions, 
nM  99  à  113). 

Or,  le  théorème  de  M.  Sylow  permet  d'établir  avec  une  grande  facilité  les 
deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Soit  p  un  nombre  premier  impair.  Un  groupe  de  degré 
p  +  k  ne  pourra  être  plus  de  k  fois  transitif,  si  k  >  2,  u  moins  de  contenir  le 
groupe  alterné. 

Théorème  II.  —  Un  groupe  de*degré  2p  -f-  k  (j)  étant  premier  et  >  5)  ne 
pourra  être  plus  de  k  fois  transitif,  à  moins  de  contenir  le  groupe  alterné  : 
1°  Si  A>  2,  lorsque  p  est  de  la  forme  3n  —  1  ;  2°  si  fc>  5,  lorsque  p  est  de 
la  forme  3w-H  1. 

Le  théorème  suivant,  beaucoup  plus  difficile  à  démontrer,  et  d'une  uti- 
lité moins  fréquente,  mérite  néanmoins  d'être  signalé  à  cause  de  sa  géné- 
ralité : 

Théorème  III.  —  Soient  p  un  nombre  premier  impair,  q  un  entier  premier 
à  p  et  contenu  entre  pm  et  pm+l.  Un  groupe  de  degré  pnq-\-k  ne  pourra  être 
plus  de  k  (ois  transitif,  si  Vun  des  trois  systèmes  de  conditiom  ci  dessous  ri  est 

pas  satisfait  :  \°  k  <  5  ;  2"  k  <  q  ;  3°  m  -h  n  >  k  —  rr-^r —  5. 

log  1 

On  remarquera  que  ce  système  de  conditions  est  entièrement  indépen- 
dant de  p. 

Cette  troisième  condition  peut  être  remplacée  par  la  suivante,  qui  don- 
nera parfois  une  limite  plus  resserrée,  &<r-l-3,  r  étant  le  plus  petit 
nombre  premier  supérieur  à  m  -f-  n  -f- 1 . 

On  voit  immédiatement  comment  ces  théorèmes  peuvent  être  appliqués. 
Cherchons,  par  exemple,  combien  de  fois  un  groupe  de  degré  100  peut  être 
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transitif.  Le  plus  grand  nombre  premier  inférieur  à  100  —  2  est  97.  Utili- 
sant le  théorème  1,  pour  p= 97,  on  voit  que  le  groupe  de  degré /> -H  3  =  400 
ne  peut  être  plus  de  5  fois  transitif. 

Le  plus  grand  nombre  premier  p,  lel  que  2/><100 —  5  est  47.  Appli- 
quant à  ce  nombre  le  théorème  II,  on  verrait  que  le  groupe  de  degré 
100  =  2/M-  6  ne  peut  être  plus  de  6  fois  transitif.  On  voit  que,  dans  ce  cas 
particulier,  c'est  le  théorème  1  qui  mérite  la  préférence;  mais  il  n'en  sera 
pas  toujours  ainsi. 

Les  nouvelles  limites  de  transitivité  que  nous  venons  d'indiquer  sont 
très-préférables  à  celles  que  nous  avons  données  dans  notre  Traité.  Non- 
seulement  elles  sont  plus  resserrées  (*)  (ce  qu'il  serait  peut-être  difficile  de 
démontrer,  vu  le  peu  de  notions  que  Ton  a  sur  la  loi  de  succession  des 
nombres  premiers),  mais  en  outre  ces  nouvelles  limites,  au  lieu  d'être, 
comme  les  précédentes,  des  fonctions  croissant  régulièrement  avec  n,  dé- 
pendent de  la  nature  arithmétique  de  ce  nombre,  plutôt  que  de  sa  gran- 
deur absolue.  11  est  donc  vraisemblable  qu'elles  sont  plus  conformes  à  la 
réalité. 

I 

* 

1.  Théorème  I.  —  Soit  p  un  nombre  premier  impair.  Un  groupe  de  degré 
p-\-kne  pourra  être  plus  de  k  fois  transitif,  si  À\>  2.  à  moins  de  contenir  le 
groupe  alterné. 

Soit  G  un  groupe  de  degré  p  -+-  k  et  plus  de  k  fois  transitif.  Le  groupe  G 
tormé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  ne  déplacent  que  p  lettres  données 
at,...,  ap  sera  transitif,  et  contiendra  une  substitution  circulaire  d'ordre  p. 
Les  puissances  de  cette  substitution  S  formeront  un  groupe  H  d'ordre  p. 
Soient  1  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  sont  permu- 
tables à  H,  u=/)v  son  ordre  :  I  étant  contenu  dans  le  groupe  K,  d'ordre 
p(p  —  1),  formé  par  toutes  les  substitutions  entre  les  lettres  av...,ap  qui 
sont  permutables  à  H,  v  divisera  p  —  1  ;  enfin  l'ordre  0  de  G  sera  égal  à 
û  (np  H-  i),  d'après  le  théorème  de  M.  Sylow  ;  on  aura  donc 

ft  =  0  mod/?*. 

Soient  maintenant  x9  y  deux  autres  lettres  quelconques  parmi  celles  qui 
figurent  dans  le  groupe  &;  G,  le  groupe  au  moins  trois  fois  transitif  formé 
par  celles  des  substitutions  de  Ç  qui  ne  déplacent  que  les  lettres 
alf...tap,.v,y;  Ot  =  0  (/>-+- i)(p  -t-2)  son  ordre;  ls  le  groupe  formé  par 

.  (')  D'après  ces  anciennes  formules,  un  groupe  de  degiv  100  pourrait  être  10  fois  tran- 
sitif. 
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celles  des  substitutions  de  Gs  qui  sont  permutables  à  II;  û2  son  ordre  :  on 
aura,  toujours  d'après  le  théorème  de  M.  Sylow, 

(1)  n,  =:  Oa  =  20  =  2n  modp*. 

Or  a,  est  un  multiple  de  û,  car  I2  contient  I.  Soit  donc  û,  =  ra  ;  û  étant 
divisible  par  p,  mais  non  parp%  la  relation  (1)  donnera 

(2)  r  =  ï  modp. 

D'ailleurs;  les  substitutions  dev2,  étant  permutables  à  H,  permuteront 
exclusivement  entre  elles  les  deux  lettres  x,  y  que  H  ne  déplace  pas. 
Elles  seront  donc  toutes  de  la  forme  Ap  ou  de  la  forme  k^xy),  Alf ...,  A?,... 
désignant  les  diverses  substitutions  du  groupe  K,  et  (xy)  une  transposition 
opérée  sur  les  lettres  x,  y.  Si  toutes  les  substitutions  de  I2  étaient  de  la 
forme  A?,  elles  appartiendraient  à  I  ;  on  aurait  donc  û2  =  û,  d'où  r  =  l, 
résultat  incompatible  avec  la  relation  (2).  Donc  \t  contiendra  au  moins  une 
substitution  de  la  forme  A9(xy),  et  Ton  aura  r  =  2. 

Soit  maintenant  J  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G,  qui 
sont  permutables  à  H,  tout  en  permutant  exclusivement  entre  elles  les  let- 
tres at,  ...,ap;  ce  groupe  contiendra  évidemment  ls;  donc  il  contiendra  la 
substitution  k^(xy).  On  voit  de  même  qu'il  contiendra  une  substitution 
A?(.zm),  z  étant  une  nouvelle  lettre  quelconque,  autre  que  a19...,  a,,  x,  y. 

Cela  posé,  K  résulte  de  la  combinaison  du  groupe  H,  formé  des  puissances 
de  S,  avec  les  puissances  d'une  certaine  substitution  circulaire  B,  d'ordre 
p —  1,  qui  lui  est  permutable.  Donc  A?  sera  de  la  forme  S"B?,etde  même 
A?-  sera  de  la  forme  S*B? .  Le  groupe  J,  contenant  évidemment  la  substi- 
tution S,  et  contenant  d'autre  part  A9(xy)  =  SaJ3?(a:y),  contiendra  tf{xy);  de 
même  il  contiendra  B*(xz)  ;  il  contiendra  donc  la  substitution 


[Bp  (xy)]~'  [tf '(»)]- i  B>  (xy)  tf(xz)  =  (xy)- *(xz)~  l(xy)(xz)  =  (xzy), 

laquelle  est  circulaire  ternaire.  Le  groupe  fi  contiendra  a  fortiori  cette  sub- 
stitution, et  comme  il  est  plus  de  trois  fois  transitif,  il  contiendra  le  groupe 
alterné. 

2.  Théorème  11.  —  Soit  p  un  nombre  premier  impair  >  3.  Un  groupe  fî  de 
degré'  2p  -\-kne  pourra  être  plus  de  k  fois  transitif  à  moins  de  contenir  le 
groupe  alterné  :  1°  Si  k  >  2 ,  lorsque  p  est  de  la  forme  3w  —  1  ;  2°  si  k  >  3, 
lorsque  p  =  Zn  H-  4 . 

En  effet,  le  groupe  G,  formé  de  celles  des  substitutions  de  G  qui  ne  dé- 
placent que  2/>  lettres  données  alf...,  aPf  bi9...,  bp,  sera  transitif,  par  hypo- 
thèse. Donc  son  ordre  sera  divisible  par/?;  s'il  l'était  par />*,  le  grouper 
d'ordre  2/>  fois  moindre,  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  ne  dé- 
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placent  que  les  2p —  1  lettres  a,,...,  bp,  aurait  son  ordre  divisible  par;>;  il 
contiendrait  donc  une  substitution  d'ordre;)  qui  ne  pourrait  être  que  circu- 
laire ;  et  G,  contenant  cette  substitution,  serait  p  -f- 1  fois  transitif  (Note  C 
de  notre  Traité  des  Substitutions)  ;  donc  G  contiendrait  le  groupe  alterné 
et,  par  suile,  contiendrait  une  substitution  circulaire  de  trois  lettres;  le 
groupe  &  contenant  a  fortiori  celte  substitution,  étant  d'ailleurs  plus  de 
trois  fois  transitif,  contiendrait  le  groupe  alterné. 

Supposons  au  contraire  que  Tordre  de  G  ne  soit  divisible  qu'une  fois  par 
p;  il  contiendra  une  substitution  d'ordre  p  à  deux  cycles 

S=  (dj ...  ap)(bl...bp), 

ses  puissances  formeront  un  groupe  II  d'ordre  p.  Soient,  comme  tout  à 
l'heure,  I  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  sont  permu- 
tables à  II  ;  K  le  groupe  formé  par  toutes  les  substitutions  possibles  permu- 
tables à  II,  et  ne  déplaçant  que  les  lettres  an...,  bp.  Soient  de  plus  .r,  //  deux 
lettres  nouvelles  quelconques,  prises  parmi  celles  de  d.  On  voit,  comme  au 
théorème  I,  que  le  groupe  J,  foimé  par  celles  des  substitutions  de  d  qui  sont 
permutables  à  II,  tout  en  permutant  exclusivement  entre  elles  les  lettres 
al9 ...  bp,  contient  une  substitution  de  la  forme  Af(.n/),  Ap  étant  une  substi- 
tution de  K.  On  voit  de  même  que  J  contiendra  des  substitutions  Aç'  (xz), ..  0 
î,...  étant  les  autres  lettres  qui  figurent  dans  (|. 

En  combinant  ensemble  ces  substitutions,  on  obtiendra  des  substitutions 
contenues  dans  3,  et  permutant  de  toutes  les  manières  possibles  les  lettres 

•**» //»  *»>  w» .... 

Les  substitutions  de  3  étant  donc  représentées  par  A^,  Atet1...,  où 
An  Aj,...,  sont  des  substitutions  de  K,  et  0A,  02,...  des  substitutions  qui 
permutent  ensemble  les  lettres  r,  y,  s,...,  ces  dernières  substitutions  for- 
meront un  groupe  0  contenant  toutes  les  substitutions  possibles  entre 

5.  Cela  posé,  les  substitutions  de  K,  étant  permutables  à  II,  remplace- 
ront les  lettres  d'un  même  cycle  de  S  par  celles  d'un  môme  cycle  ;  elles  se- 
ront donc  de  la  forme  D  ou  de  la  forme  CD,  C  étant  la  substitution  qui 
remplace  respectivement  ap...,^  par  ilf...f  bp  et  réciproquement,  et  Dune 
nouvelle  substitution  permutable  à  II,  mais  ne  déplaçant  plus  les  deux  cy- 
cles de  S.  La  substitution  D  transformera  d'ailleurs  S  en  une  de  ses  puis- 
sances que  Ton  pourra  désigner  par  S?\  g  étant  une  racine  primitive  de  p. 
Or  il  existe  une  substitution  D  d'ordre;;  —  \ ,  à  deux  cycles,  qui  transforme 
S  en  S9;  on  aura  donc  D  =  B,,D',  D'  étant  une  nouvelle  substitution,  de 
même  forme  que  D,  mais  échangeable  à  S.  11  est  clair  que  D'  devra  être  de 
la  forme  SJ'S**,  St  et  St  désignant  les  deux  substitutions  circulaires  par- 
tielles (a,...ap)  et  (bit..bp). 
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Donc  les  substitutions  de  K  seront  de  la  forme  CT^SJ'S^,  les  indices 
7,  (3,  «„  «,  variant  respectivement  de  0  à  1,  de  0  à  p —  2,  et  les  deux  der- 
niers de  0  à  p  —  i .  L'ordre  de  K  sera  par  suite  égal  à  2  (p  —  1  )  p*. 

h.  Soit  maintenant p=5n  —  i.  L'ordre  de  K  sera  premier  à  5,  et,  par 
suite,  Tordre  de  chacune  de  ses  substitutions  sera  premier  à  5.  Mais  on  a 
vu  que  J  contient  une  substitution  T  de  la  forme  A  (xyz),  A  étant  une  sub- 
stitution de  K.  Soit  w  Tordre  de  A  ;  J  contiendra  la  substitution  T*=  (xy*)", 
laquelle  ne  se  réduit  pas  à  l'unité,  «étant  premier  à  5. 

Donc  J,  et  a  fortiori  fî,  contient  une  substitution  circulaire  ternaire;  et 
comme  (|  est  plus  de  trois  fois  transitif,  il  contiendra  le  groupe  alterné. 

5.  Soit  au  contraire  p  =  5n-j- 1 .  Le  groupe  J',  formé  par  celles  des  sub- 
stitutions A',0,,  A'a0^,...  du  groupe  3  dont  les  premiers  facteurs  sont  de  la 
forme  D,  contiendra  évidemment  là  moitié  ou  la  totalité  des  substitutions  de 
3.  A  fortiori,  le  groupe  0'  formé  par  les  substitutions  partielles  e't,  e'4,... 
contiendra  au  moins  la  moitié  des  1.2... A:  substitutions  de  0.  Donc  il  con- 
tiendra le  groupe  alterné,  et  en  particulier  les  deux  substitutions  circulaires 
ternaires  xyz,  xyu.  Donc  3'  contiendra  deux  substitutions  telles  que 

A;(jjp),    A;(*yii), 

et  par  suite  la  substitution 

en  posant 

jb  =  A;-*A;-tAjA;. 

Or  A',,  A^  sont  de  la  forme  B^'S"1  ;  St  et  Sâ  étant  échangeables  entre  elles, 
et  B  les.  transformant  respectivement  en  SJ,  SJ,  Jb  se.  réduira  à  la  forme 

S^'SJ1  et  sera  d'ordre  p.  Cela  posé,  3'  contiendra  la  substitution  circulaire 
ternaire 

[&>(xuy)]p  =  (xuy)p, 

et  Ç,  qui  la  contient  a  fortiori  et  qui  est  plus  de  trois  fois  transitif,  con- 
tiendra le  groupe  alterné. 

Il 

6.  Nous  allons  déduire  des  mêmes  principes  un  nouveau  théorème,  plus 
étendu  que  les  précédents.  Mais  auparavant  il  sera  bon  de  reprendre  la  dé- 
monstration d'une  proposition  auxiliaire  que  nous  avons  établie  ailleurs 
dans  ce  qu'elle  a  de  plus  essentiel  (Traité  des  substitutions,  59 i),  mais  par 
des  voies  indirectes  et  sous  un  énoncé  qui  ne  serait  pas  commode  dans  la 
question  actuelle.  Les  développements  dans  lesquels  nous  allons  entrer,  et 
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les  définitions  qui  leur  servent  de  base,  nous  semblent  d'ailleurs  de  nature 
à  simplifier  notablement  la  démonstration  de  plusieurs  propositions  impor- 
tantes. 

7.  Définitions.  —  Deux  substitutions  s  et  t9  permutables  à  un  groupe  H, 
sont  dites  congrues  suivant  le  groupe  11,  si  Ton  a  une  égalité  de  la  forme 

s  =  i/i, 

h  étant  une  substitution  de  H. 

On  peut  exprimer  cette  relation  par  une  formule  analogue  à  celle  des 
cougruences  ordinaires 

*=^l  modll. 
On  peut  multiplier  deux  congruences  membre  à  membre.  Soit  en  elfet 

s~t  modH  =  i/t, 
**  -^  V  mod  H  =  Vh\ 

on  aura 

$$'  =.  thi'W  =  tVV-  W/f, 

et  comme  t'-lht'  appartient  à  II,  par  hypothèse, 

ss'iztt'  modll. 

On  dira  qu'une  suite  de  substitutions  s„  si9  ...  (toutes  permutables  à  un 
môme  groupe  II)  forme  un  groupe  suivant  le  module  H,  si  Ton  a  pour  toutes 
valeurs  de  a  et  de  |3  une  relation  de  la  forme 

s«s$ f.   «r  modll. 

Mordre  de  ce  groupe  sera  le  nombre  des  substitutions  diverses,  incon- 
grues suivant  le  module  II,  qu'il  contient. 
Soit  G  le  groupe  dérivé  des  substitutions  si9  s4,  ...,  lorsqu'on  les  combine 

G 

entre  elles  à  la  manière  ordinaire.  Nous  désignerons  par  ^  le  groupe  formé 

par  ces  mêmes  substitutions  suivant  le  module  H.  11  est  aisé  de  voir  que 

Tordre  de  G  est  égal  au  produit  de  Tordre  0  de  ^  par  Tordre  û  du  groupe  I 

formé  des  substitutions  communes  à  G  et  à  H. 

Kn  effet,  soit  s  une  quelconque  des  0  substitutions  de  jp  et  soient  1 ,  t, 

*',  ...  les  substitutions  de  I;  G  contiendra  û  substitutions  s,  st,  st'}  ...  con- 
grues à  *  modll,  mais  il  n'en  contiendra  pas  davantage;  car  s'il  en  con- 
tenait une  su%  il  contiendrait  u,  laquelle  étant  congrue  à  1  mod  H  serait 
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aussi  contenue  dans  H,  quoique  n'appartenant  pas  à  1,  ce  qui  est  contraire 
à  la  définition  de  ce  groupe. 

On  peut  transporter  aux  substitutions  et  aux  groupes  pris  suivant  le  mo- 
dule H  toutes  les  définitions  principales  relatives  aux  groupes  ordinaires. 
Ainsi  deux  substitutions  S,  T  seront  échangeables  si  Ion  a  ST^TS.  Une 
substitution  T  sera  permutable  à  un  groupe  (Slt  S„  ...)  si  Ton  a  pour  toute 
valeur  de  a  une  relation  de  la  forme 

T-*S«T  =  SP. 

Cette  relation  s'exprimera  en  langage  ordinaire  en  disant  que  S?  est  la 

transformée  de  S«  par  T  (suivant  le  module  H). 

G  G' 

Un  groupe  |j-  sera  isomorphe  à  un  autre  groupe  ^p-,  si  l'on  peut  faire 

Q 

correspondre  aux  diverses  substitutions  de  „  (incongrues  suivant  le  mo- 
rt 

G' 
dule  H)  les  diverses  substitutions  de  „,  (incongrues  suivant  le  module  H'), 

rr 

de  telle  sorte  qu'à  chaque  substitution  de  rp,  corresponde  une  seule  sub- 

stilution  de  »,  et  qu'au  produit  de  deux  substitutions  corresponde  le  pro- 
duit de  leurs  correspondantes.  L'isomorphisme  sera  dit  mériédrique  si,  à 

G  G' 

une  même  substitution  de  „-,  correspondent  plusieurs  substitutions  de  „,. 

8.  Soit  maintenant  G  un  groupe  d'ordre  0,  ayant  pour  facteurs  de  com- 
position vi9  vs, . . .  ;  il  existera  par  définition  une  suite  de  groupes  G,  Gâ,  G„  . . . , 

ayant  respectivement  pour  ordres  0,  — , — ,  ...,  tels  que  chacun  d'eux 


vi    viv* 


soit  contenu  dans  le  précédent  et  permutable  à  ses  substitutions,  mais  ne 
soit  contenu  dans  aucun  groupe  plus  général  jouissant  de  cette  double 
propriété. 

Soient  1,  gv  grli  ...  les  —  substitutions  de  Gt;  on  sait  que  les  0  substi- 
tutions de  G  seront  données  par  le  tableau 


1 

9i 

9\ 

y 

99i 

99[ 

or 

9% 

</'</;     • 

g,  </, ...  étant  des  substitutions  en  nombre  vt,  toutes  incongrues  suivant  le 

r 

module  Gt.  Donc  le  groupe  ~-  contiendra  vÂ  substitutions  distinctes  1,  g, 
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rj\  ...  modGlt  correspondant  respectivement  à  celles  de  G  qui  forment  les 

n 

diverses  lignes  du  tableau  ci-dessus.  De  môme  ~  aura  pour  ordre  vf,  etc. 

t»i 

G       G 

Nous  dirons  que  les  groupes  -^-,  -l9  ...  sont  les  groupes  composants  de 

G,  respectivement  afférents  aux  facteurs  de  composition  vf,  v„  ...;  et  nous 
dirons  encore  que  les  groupes  Gn  Git  ...  se  déduisent  de  G  par  la  suppression 

successive  des  groupes  composants  j?-,  ^-,  ..•« 

9.  Ces  définitions  posées,  soit  G  un  groupe  non  transitif,  groupons  ses 
lettres  en  classes  en  réunissant  ensemble  celles  que  G  permute  entre  elles. 
Les  substitutions  de  G  seront  de  la  forme  : 

at,at,...  étant  des  subslitulions  opérées  entre  les  lettres  de  la  première  classe, 
bi%  b^  ...  des  substitutions  opérées  entre  celles  de  la  seconde  classe,  etc. 
Soient  respectivement  A,  B,  .*.  les  groupes  formés  par  les  substitutions 
partielles al9  a,,  ...;  blt  btf  ...;  ....  Soient  enfin  vt  le  premier  facteur  de 

A 

composition  de  A;  ~  le  groupe  afférent  à  ce  facteur;  G!  le  groupe  formé 
par  celles  des  substitutions  de  G 

a\b\c\, ..., 

dont  les  premiers  facteurs  ax,  ...  appartiennent  à  At;  BA  le  groupe  formé 
par  les  seconds  facteurs  b\,  ...;  etc.  Le  groupe  B1  sera  évidemment  permu- 
table aux  substitutions  de  B,  et,  s'il  n'en  contient  qu'une  partie,  les  deux 

A  P 

groupes  7-  et  rr  seront  isomorphes  sans  mériédrie. 

Ai        l'i 

En  effet,  aux  diverses  substitutions  «j,*,,...  de  G  correspondent  des  substi- 

A        B 
tutions  a^a,, ...,  jSn  j3„  ...  dans  chacun  des  groupes  -.-  et  ^-,  ce  qui  établit 

une  correspondance  entre  les  substitutions  de  ces  deux  groupes.  11  reste  à 

prouver  que  cette  correspondance  est  telle  que  chaque  substitution  de— 

A£ 

correspond  à  une  seule  substitution  de  ^-,  et  réciproquement. 

Supposons  d'abord  que  l'on  piU  avoir  «^o,  modA19  sans  avoir  en 
môme  temps  ft=/3a  mod  Bt.  La  substitution  t  =  slsi~l  =  a9b9  ...  aurait 

pour  correspondante  dans  j-  la  substitution  *&- l  ==  i  ;  donc  a9  appar- 
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tiendrait  à  At;  mais /aurait  pour  correspondante  dans  ^-  lg  substitution 

ftP7!,  laquelle  diffère  de  4  modBt;  donc  b9  n'appartiendrait  pas  à  Blf  ce 
qui  est  contraire  à  la  définition  de  ce  groupe. 

Supposons  au  contraire  que  l'on  eût  /3±  ==  p,  mod  Bt  et  at  ^>  «,  modA^ 
t  aurait  pour  correspondante  l'unité  dans  g-,  et  une  substitution  a9  autre 

A 
que  l'unité  dans  -r-.  Gela  posé,  G  contient  le  groupe  dérivé  des  transfor- 
ma 

mées  «i"1^!,  si~itsi, ...  de  t  par  les  substitutions  de  G.  A  ces  transformées 

et  à  leurs  dérivées  correspondraient  dans  ^-  la  substitution  1,  et  dans  —  les 

l>i  At 

substitutions  af^a,,  a,-1^^, ...  et  leurs  dérivées.  Ces  dernières  substi- 
tutions reproduisent  tout  le  groupe  t—  Supposons  en  effet  qu'elles  formas- 

q 

sent  un  groupe  moindre  ~  d'ordre  v'Oâ.  Ce  groupe  serait  évidemment 

Ai 

permutable  aux  substitutions  «AJ  a,,  ....  Le  groupe  Jb,  formé  par  celles 

a 

des  substitutions  de  A  dont  les  correspondantes  appartiennent  à  —  serait 

At 

évidemment  contenu  dans  A  et  permutable  à  ses  substitutions.  D'ailleurs, 

il  serait  plus  général  que  At,  groupe  formé  par  les  substitutions  de  A  qui 

ont  pour  correspondante  l'unilé.  Ce  résultat  est  contraire  aux  propriétés 

caractéristiques  par  lesquelles  nous  avons  défini  At. 

\ 
Soit  donc  a*  une  substitution  quelconque  de  *—  ;  G  contiendra  une  substi- 

A  B 

tution  u9  ayant  respectivement  pour  correspondantes  dans  -r-   et  dans   ~- 

les  substitutions  a,  et  1.  Mais,  d'autre  part,  Bt  ne  contenant  par  hypothèse 
qu'une  portion  des  substitutions  de  B,  G  contiendra  une  substitution  v 

ayant  pour  correspondante  dans  =-  une  substitution  (3,  différente  de  Tu- 

nité;  soit  a9  sa  correspondante  dans  -r-  ;  G  contiendra  vual  =  aj)~ ...,  à 

A  B 

laquelle  correspondent,  dans-r-  l'unité,  dans  p-,^,,  qui  diffère  de  Tunité; 

Al  Dl 

résultat  absurde,  car  il  faudrait  pour  cela  que  ax  appartint  à  At,  sans  que 
b,  appartînt  à  Bt,  ce  qui  est  contraire  à  la  définition  de  ce  dernier  groupe. 

Le  groupe  Bt  étant  encore  supposé  <B,  le  groupe  rr-,  qui  est  isomor- 

phe  sans  mériédrie,  comme  nous  venons  de  le  voir,  au  groupe  simple         ^  '  "■**  v 
i  k    


< 
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À  B 

r->  sera  lui-même  simple,  el  ~-  sera  le  premier  groupe  composant  de  B. 

Uiï  effet,  s'il  en  était  autrement,  il  existerait  un  groupe  B'  plus  général 

que  B4,  contenu  dansB  et  permutable  à  ses  substitutions.  Les  substitutions 

B  B' 

correspondantes  du   groupe  ~-  formeraient  évidemment  un  groupe  g-> 

contenu  dans  ~-  et  permutable  à  ses  substitutions  ;  cela  est  impossible, 

~  étant  simple. 
Bi 

10.  On  déduit  de  ce  qui  précède  la  conséquence  suivante,  qui  est  fort 
utile  : 

Si  l'un  des  groupes  composants  du  groupe  B,  par  exemple,  n'est  isomorphe 
à  aucun  des  groupes  composants  des  autres  groupes  A,  G,  ...,  6  contiendra 
un  groupe  ne  déplaçant  que  les  lettres  de  B,  et  dans  la  composition  duquel 
figurera  encore  le  groupe  en  question. 

En  effet,  nous  avons  vu  que  G  contient  le  groupe  Gt,  et  que  les  groupes 
partiels  At,  Bt,  C^  ...  relatifs  à  ce  groupe  ne  pourront  différer  des  groupes 
analogues  A,  B,  C,...  que  par  la  suppression  de  groupes  composants  iso- 

À  A 

morphes  à  — .  Soit—1  le  second  groupe  composant  de  A;  on  verra  de 

Aft  A, 

même  .que  Gl  contient  un  groupe  G„  tel  que  les  groupes  partiels  As,  B,,  C*, . .  . 
qui  y  sont  relatifs  ne  diffèrent  de  An  Bt,  Ct,  ...  que  par  la  perte  de  grou- 

pes  composants  isomorphes  à  — '.  Continuant  ainsi,  on  arrivera  à  un 

groupe  G'  dont  les  substitutions  ne  déplacent  plus  les  lettres  de  la  classe  A. 
Soient  B',  C,  ...  les  groupes  partiels  formés  par  les  déplacements  que  H 
fait  subir  aux  lettres  des  autres  classes  ;  ces  groupes  conserveront  encore 
tous  ceux  des  groupes  composants  de  B,  C,  ...  qui  ne  sont  pas  isomorphes 
à  ceux  de  A. 

De  G'  on  déduira  de  même  un  groupe  G",  dont  les  substitutions  ne  dé- 
placent plus  les  lettres  de  C,  et  ainsi  de. suite.  On  arrivera  enfin  à  un 
groupe  iB  dont  les  substitutions  ne  déplacent  plus  que  les  lettres  de  B  ;  et 
ce  groupe  retiendra  toujours  ceux  des  groupes  composants  de  B  qui  ne 
sont  pas  isomorphes  à  ceux  de  A,  C, .... 

111 

11.  ThkorImis  Ut.  —  Soit  p  un  nombre  premier  impair f  q  un  nombre  quel- 
conque premier  à  p  et  compris  entre  p*  et  pn+l.  Un  groupe  &  de  degré 
p«ç  j^kne  pourra  être  plus  de  k  fois  transitif  sans  contenir  le  groupe  alterné, 
à  moins  qu'une  des  trois  conditions  ci-dessous  ne  soit  satisfaite  :  1°  k  <  5  ; 
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2°  h  <  q;  5°  le  groupe  linéaire  de  degré  pm+n  contient  un  groupe  admettant 
parmi  ses  groupes  composants  un  groupe  isomorphe  au  groupe  alterné  de 
degré  k. 

\  2.  Démonstration.  —  Supposons  qu'aucune  des  conditions  ci-dessus  ne 
soit  satisfaite.  Considérons  pmq  lettres  quelconques  a,  by  ...  parmi  celles 
de  £  ;  celles  des  substitutions  de  &  qui  ne  déplacent  que  ces  lettres  for- 
ment un  groupe  transitif  G.  Soient  0  Tordre  de  G;  pl  la  plus  haute  puissance 
de  p  par  laquelle  0  est  divisible.  D'après  le  théorème  de  M.  Sylow,  G  con- 
tiendra un  groupe  H  d'ordre  pl. 

Groupons  les  lettres  de  G  en  classes,  en  réunissant  entre  elles  celles  de 
ces  lettres  que  les  substitutions  de  H  permutent  entre  elles. 

Le  nombre  des  lettres  de  chaque  classe  sera  une  puissance  de  p  au  moins 
égale  à  pP.  Considérons  en  effet  une  lettre  quelconque  a,  et  soit  r  le  nombre 
des  lettres  de  sa  classe  :  Tordre  de  H  sera  évidemment  égal  à  rs,  s  étant 
Tordre  du  groupe  H'  formé  par  celles  des  substitutions  de  H  qui  ne  dépla- 
cent pas  a.  Or  Tordre  de  II  est  une  puissance  de  p;  donc  r  et  *  sont  des 
puissances  de  p.  D'ailleurs,  H'  est  contenu  dans  le  groupe  G',  formé  par 
celles  des  substitutions  de  G  qui  ne  déplacent  pas  a;  0',  ordre  de  G',  est 

égal  à  —  >  et  par  suite  ne  contient  p  qu'à  la  puissance  l  —  m;  s,  ordre  de 

r    i 

IT,  divisant  0',  sera  au  plus  égal  à  jr"""*;  donc  r  =  —  sera  au  moins  égal 

Le  nombre  total  des  lettres  de  G  étant  pmq,  et  chaque  classe  en  conte- 
nant au  inoins  p*,  le  nombre  des  classes  sera  au  plus  égal  à  q. 

15.  Cela  posé,  soit  3  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G 
qui  sont  permutables  à  H  et  qui  permutent  exclusivement  entre  elles  les 
lettres  a,  b>  ...  d'une  part,  et  les  k  lettres  restantes  a:,  y, ...  d'autre  part. 
Ces  substitutions  seront  de  la  forme 

At,  A„  ...  étant  des  substitutions  entre  les  lettres  a,  b,  ...,  lesquelles  de- 
vront être  permutables  à  H,  et  ef,  e„  ...  des  substitutions  entre  les  lettres 
x,y9 ....  On  verra,  comme  au  théorème  précédent,  que  le  groupe  e,  formé 
des  substitutions  et,  Hf,  ...,  contiendra  toutes  les  substitutions  possibles 
entre  les  lettres  x,  y,  ...» 

Ce  point  établi,  chacune  des  substitutions  A19  A,,  ...  étant  permutable 
à  H,  devra  remplacer  les  lettres  d'une  même  classe,  lesquelles  sont  permu- 
tées entre  elles  par  les  substitutions  de  H,  par  d'autres  lettres  jouissant  de 
celte  même  propriété,  lesquelles  appartiendront  par  suite  à  une  même 
classe.  Donc  chacune  des  substitutions  At,  At,  »..  sera  de  la  forme  BC,  B 
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étant  une  certaine  substitution  exécutée  sur  les  classes,  et  C  une  nouvelle 
substitution  qui  ne  déplace  pas  les  classes. 

Le  nombre  des  classes  ne  pouvant  dépasser  g,  le  nombre  des  déplacements 
qu'on  peut  leur  faire  subir  ne  saurait  dépasser  1.2... q,  nombre  inférieur 
à  1.2...&,  nombre  des  substitutions  distinctes  du  groupée.  Donc,  parmi  les 
substitutions  de  J,  on  en  trouvera  au  moins  deux,  At0  et  A,08  qui  permu? 
teront  les  classes  de  la  même  manière,  sans  permuter  x,  y, ...  de  la  même 

manière;  et  3  contiendra  la  substitution  (A^)-"^,©,,  laquelle  ne  déplace 
plus  les  classes 7  mais  déplace  encore  les  lettres  z,yy  .... 

Celles  des  substitutions  de  J  qui  ne  déplacent  pas  les  classes  forment 
évidemment  un  groupe  J',  contenant  H  et  permutable  à  toutes  les  substi- 
tutions de  J.  Soient 

les  substitutions  de  J'.  Les  substitutions  de  e  seront  évidemment  permu- 
tables au  groupe  e',  formé  des  substitutions  partielles  ej,  ej Mais  k 

étant  >  4,  les  seuls  groupes  contenus  dans  le  groupe  0  et  permutables  à 
ses  substitutions  sont,  comme  on  sait,  le  groupe  0  lui-même  et  le  groupe 
alterné.  Donc  0'  contient  dans  tous  les  cas  le  groupe  alterné. 

On  peut  d'ailleurs  admettre  que  e'  ne  contient  aucune  substitution  autre  que 
celle  du  groupe  alterné.  Car,  s'il  en  était  autrement,  nous  n'aurions  qu'à 
appliquer  les  raisonnements  qui  vont  suivre  non  plus  aux  groupes  0'  et  J', 
mais  au  groupe  alterné  0"  et  au  groupe  J",  formé  par  celles  des  substitu- 
tions de  y  dont  les  seconds  facteurs  appartiennent  à  0". 

14.  Ce  point  établi,  celles  des  lettres  a,  6,  ...  qui  appartiennent  à  la  pre- 
mière classe,  à  la  seconde,  etc.,  sont  respectivement  en  nombre  />*',/>*", ..., 
a', a",...  étant  au  plus  égaux  à  m-|-n;  car  le  nombre  total  des  lettres  a,  b, ... 
est  pmqt  nombre  <;p"»-^B+1  par  hypothèse. 

15.  Considérons  maintenant  les  substitutions  C^C,,  ...  qui  forment  les 
premiers  facteurs  des  substitutions  de  J'.  On  aura 

Ci,  C^,  ...  étant  des  substitutions  opérées  entre  les  lettres  de  la  première 
classe,  C*,  C*,  ...  des  substitutions  opérées  entre  les  lettres  de  la  seconde 
classe,  etc. 
En  particulier,  les  substitutions  de  H  seront  respectivement 

H»  m  •        h  »  ii»  • 

Hi,  114»  ..•  étant  des  substitutions  opérées  entre  les  lettres  de  la  première 
*  classe,  11  J,  Hj,  ...  des  substitutions  opérées  entre  les  lettres  de  la  seconde 
classe,  etc.  Le  groupe  II'  de  degré  p*',  formé  par  les  substitutions  partielles 
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Hj,H^, ...,  sera  transitif  par  hypothèse.  D'ailleurs  Tordre  de  H,  lequel  est  p1, 
est  évidemment  le  produit  de  Tordre  de  H'  par  Tordre  du  nouveau  groupe 
formé  par  celles  des  substitutions  de  H  qui  ne  déplacent  plus  les  lettres  de 
la  première  classe.  Donc  l'ordre  de  H',  divisant  pl,  sera  une  puissance  de  p, 
telle  que  p1'. 

46.  Soit  maintenant  C  le  groupe  formé  par  les  substitutions  Cj,  C^,  .... 
Nous  allons  montrer  que  tous  les  groupes  composants  de  C  appartiennent  à 
des  groupes  contenus  dans  le  groupe  linéaire  de  degré  pm+n.  Et  d'abord,  nous 
remarquerons  que  les  substitutions  Ct,  C2,  ...  étant  permutables  à  H,  les 
substitutions  partielles  CJ,  C^,  ...  le  seront  a  fortiori  à  celles  de  IT. 

Or  il  résulte  d'un  théorème  de  M.  Sylow  que  le  groupe  H',  dont  Tordre 
est  une  puissance  de  p,  contient  au  moins  une  substitution  d'ordre  p  échan- 
geable à  toutes  les  autres  (n°  3  du  mémoire  cité).  Mais  il  pourra  en  contenir 
plusieurs.  Réunissons-les  toutes  ensemble;  nous  obtiendrons  un  groupe  F', 
formé  de  substitutions  d'ordre  p,  échangeables  entre  elles..  Toutes  les  sub- 
stitutions de  C  seront  permutables  à  F';  en  effet,  soit  *'  le  groupe  transformé 
de  F'  par  Tune  quelconque  C't  de  ces  substitutions;  les  substitutions  de  *' 
seront  d'ordre  p  et  échangeables  à  toutes  celles  du  groupe  transformé  de  IT 
par  Cj,  lequel  groupe  n'est  autre  que  H';  donc,  par  définition,  les  substitu- 
tions de  *'  appartiendront  à  F'. 

Le  groupe  F'  pourra  être  transitif  ou  non.  Supposons  pour  plus  de  géné- 
ralité qu'il  ne  le  soit  pas  ;  et  groupons  les//1  lettres  de  la  classe  considérée 
en  systèmes,  en  réunissant  ensemble  celles  que  F'  permute  entre  elles. 
Chaque  substitution  de  C',  étant  permutable  à  F',  remplacera  les  lettres  de 
chaque  système  par  celles  d'un  même  système. 

En  particulier,  IT  étant  transitif,  ses  substitutions  déplaceront  a  fortiori 
les  systèmes  d'une  manière  transitive;  doncchacun  d'eux  contiendra  un  même 
nombre  de  lettres ,  pp  ,  et  ils  seront  en  nombre  p*  ~ ?  =pT . 

17.  Considérons  maintenant  les  déplacements  d'ensemble  que  les  sub- 
stitutions de  C  font  éprouver  aux  systèmes.  Ils  forment  un  groupe  transitif 
D,  isomorphe  à  C,  et  les  groupes  composants  de  C  seront  ceux  de  D,  joints 
à  ceux  du  groupe  E  formé  par  celles  des  substitutions  de  C;  qui  ne  dépla- 
cent pas  les  systèmes  (Traité  des  substitutions,  note  6.) .  Les  substitutions  de 
E  sont  d'ailleurs  de  la  forme 

E',,  E^,...  étant  des  substitutions  opérées  entre  les  lettres  du  premier 
système,  Ej,Ej[, ...  des  substitutions  entre  les  lettres  du  second  système,  etc. 
Les  substitutions  partielles  EJ,  E^,...  forment  évidemment  un  groupe  E' 
isomorphe  à  E  ;  et  E  aura  pour  groupes  composants  ceux  de  E',  joints  à 
ceux  du  groupe  r  formé  par  celles  des  substitutions  de  E  qui  ne  déplacent 
pas  les  lettres  du  premier  système. 
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Soit  de  même  r"  le  groupe  formé  par  les  déplacements  que  les  substi- 
tutions de  r  font  subir  aux  lettres  du  second  système,  lequel  groupe  sera 
évidemment  contenu  dans  E"  =  (E*,  E^, .. .).  Le  groupe  r  aura  pour  groupes 
composants  ceux  de  r"  et  ceux  du  groupe  A  formé  par  celles  de  ses  substi- 
tutions qui  ne  déplacent  pas  les  lettres  des  deux  premiers  systèmes.  Soit 
de  môme  r"'  le  groupe  formé  par  les  déplacements  que  les  substitutions  de 
A  font  éprouver  aux  lettres  du  troisième  système,  lequel  groupe  est  contenu 
dans  E,"  =  (E'i",E,J|', ...);  Aaura  pour  groupes  composants  ceux  de  r'",  plus 
ceux  du  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  A  qui  ne  déplacent 
pas  les  lettres  des  trois  premiers  systèmes.  Continuant  ainsi,  on  voit  que  C 
a  pour  groupes  composants  ceux  des  groupes  D,  E',  r",  r'",...;  r",  r'",... 
étant  des  groupes  respectivement  contenus  dans  E",  E"', .... 

18.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  les  groupes  E',  E",  E"\...  et  a  fortiori  les 
groupes  E',r",r"',  ...sont  respectivement  contenus  dans  les  groupes  linéaires 
de  degré  p*  (et  a  fortiori  dans  le  groupe  linéaire  du  degré  pm+n\  car  le 
groupe  linéaire  de  degré  p?  est  formé  par  celles  des  substitutions  du 
groupe  linéaire  de  degré  pm+*  qui  laissent  m 4- n — p'  indices  immobiles). 

En  effet,  les  substitutions  de  E 

E'V  F'K" 

sont  permutables  à  F,  formé  des  substitutions 

p  —  v>y  y  '—  «"y-     . 

a  fortiori  les  substitutions  partielles  Ej ,  E,,...  opérées  entre  les  Ici  très  du 
premier  système,  seront  permutables  au  groupe  partiel 

p  =  (f;,f;,  ...), 

formé  des  déplacements  que  les  substitutions  de  F  font  subir  aux  lettres  du 
premier  système. 

Mais  les  substitutions  de  F  sont  d'ordre  p  et  échangeables  entre  elles  ; 
a  fortiori  celles  de  F'  seront  d'ordre  p  et  échangeables  entre  elles;  de  plus, 
elles  permutent  transitivement  les  pp'  lettres  du  premier  système.  On  pourra 
donc  (Traité  des  substitutions,  n°  408)  caractériser  ces  lettres  par  p'  in- 
dices choisis  de  telle  sorte  que  les  substitutions  de  F'  soient  de  la  forme 

|  x,  y,  ...     x  +  ^y  +  $\  ...  | 

et  les  substitutions  de  E',  qui  leur  sont  permutables,  delà  forme  linéaire 

x,  y    ax+  by+  •••  -f  ^  o'x  +  b'y  +  ...  +  $',  •••  | 


Li  même  démonstration  s'applique  aux  groupes  F"  et  E",  etc. 

Il  est  donc  établi  que  les  derniers  groupes  composants  de  G  sont  ceux  de 
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certains  groupes  E',  r",  r"',...  contenus  dans  le  groupe  linéaire  de  degré 
m-hn.  11  reste  à  démontrer  que  les  premiers  groupes  composants,  à  savoir 
ceux  de  D,  jouissent  de  la  même  propriété. 

19.  Soit  A  le  groupe  formé  par  les  déplacements  que  les  substitutions 
de  H'  font  subir  aux/>T  systèmes.  L'ordre  de  H',  p*',  est  évidemment  égal  à 
Tordre  de  A,  multiplié  par  Tordre  du  groupe  formé  par  celles  des  substi- 
tutions de  H'  qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes  ;  donc  A  a  pour  ordre  une 
puissance  dep,  et  pour  degré  pT  ,  y  étant  <  m-\-n.  D'ailleurs  les  substi- 
tutions de  G'  étant  permutables  à  H',  celles  de  D  le  sont  a  fortiori  à  A. 
Gela  posé,  on  raisonnera  sur  D  et  A  comme  nous  l'avons  fait  sur  G'  et  H', 
pour  prouver  que  les  derniers  groupes  composants  de  D  sont  ceux  de 
groupes  contenus  dans  le  groupe  linéaire  de  degré  p*4-*.  Continuant  ainsi, 
on  arrivera  à  prouver  que  tous  les  groupes  composants  de  C'  jouissent  de 
cette  propriété. 

Il  résulte  de  là  que  si,  comme  nous  le  supposons,  la  troisième  condition 
du  théorème  III  n'est  pas  satisfaite,  aucun  des  groupes  composants  de  Cn 
sera  isomorphe  au  groupe  alterné  e'  ;  de  même  pour  les  facteurs  de  con^ 
position  des  groupes  C"  =  (C|,  CJ,...) 

20.  Cela  posé,  k  étant  >  4,  le  groupe  ©'  sera  simple,  et  par  suite  n'aura 
d'autre  groupe  composant  que  lui-même  ;  donc  d'après  la  proposition  dé- 
montrée au  n°  40,  celles  des  substitutions  du  groupe  3'  qui  ne  déplacent  pas 
les  lettres  a,  fc,...  permuteront  encore  d'une  manière  alternée  les  lettres  xy 
#,....  Donc  J',  et  a  fortiori  (J,  contiendra  une  substitution  circulaire  ter- 
naire ;  et  comme  il  est  au  moins  5  fois  transitif,  il  contiendra  le  groupe  alterné. 

Notre  théorème  est  ainsi  démontré. 


IV 


21 .  Nous  nous  trouvons  ainsi  conduits  à  examiner  la  question  suivante  : 

Problème.  —  Déterminer  la  valeur  que  k  ne  doit  pas  dépasser  pour  qu'on 
puisse  déterminer  un  groupe  r,  contenu  dans  le  groupe  linéaire  de  degré  p*, 
et  dont  Vun  des  groupes  composants  soit  isomorphe  au  groupe  alterné  e  de 
degré  k. 

(Dans  cet  énoncé,  nous  avons  pour  abréger  désigné  par  n  la  quantité 
précédemment  réprésentée  par  m-hn  et  par  e  le  groupe  que  nous  appe- 
lions e'.) 

Tout  d'abord,  le  groupe  r  étant  contenu  dans  le  groupe  linéaire,  ses  fac- 
teurs de  composition  divisent  ceux  du  groupe  linéaire  ;  mais  ceux-ci  sont 

premiers,  à  1  exception  d  un  seul,  égal  à  — *i  \L\\   — ' 

'è  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n  et  de  p — 1  (Traité  des  sub- 
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s  titillions,  135).  Or  r,  par  hypothèse,  a  l'un  de  ses  facteurs  de  composition 

12     k 
égal  à        '"  .  On  aura  donc  la  condition 

laquelle  pourra  servir  à  limiter  la  valeur  de  k. 

Mais  on  peut  assigner  à  cette  quantité  une  limite  plus  étroite,  et  indépen* 
darde  de  p.  Nous  allons  en  effet  établir  les  deux  inégalités  suivantes 

(3)  n>ç-l, 

q  étant  le  plus  grand  nombre  premier  autre  que  p  et  inférieur  à  fc—  1 

Pour  les  démontrer,  nous  pourrons  admettre  qu'il  existe  un  groupe 
contenu  dans  un  groupe  linéaire  à  n  indices,  et  dont  un  groupe  compo- 
sant soit  isomorphe  à  e,  mais  qu'il  n'existe  aucun  semblable  groupe  con- 
tenu dans  un  groupe  linéaire  à  moins  de  n  indices.  En  suivant  les  consé- 
quences de  cette  hypothèse,  nous  arriverons  aux  inégalités  (3)  et  (4). 

Nous  embrasserons  d'ailleurs  dans  notre  démonstration  pour  plus  de 
généralité,  et  pour  éviter  toute  difficulté,  le  cas  où  les  n  indices  x,  y,...  au 
lieu  d'être  des  entiers  réels,  seraient  des  entiers  imaginaires  de  la  forme 
a-4-W4-...-Hrf~"  ,  i  étant  une  racine  d'une  congruence  irréductible  de 
degré  v  suivant  le  module  p. 

22.  En  premier  lieu,  faisons  correspondre  à  chaque  substitution 

1=|  x,  y>  ...    ax-h  b\j+  ...  4- a,  a'x 4-  b'y -f-  ...  -\-  a',  ...  | 
du  groupe  r,  la  substitution  linéaire 

qui  n'a  plus  de  termes  constants.  Il  est  clair  :  4°  que  les  substitutions  gr, 
#!,...,  correspondantes  aux  diverses  substitutions  y,  yi9...  du  groupe  r,  for- 
meront un  groupe  G  isomorphe  à  r  ;  2°  quer  aura  pour  premiers  groupes 
composants  ceux  de  G,  ses  autres  groupes  composants  étant  ceux  du  groupe 
r*,  formé  par  celles  des  substitutions  de  r  dont  la  correspondante  se  réduit 
à  l'unité.  Ces  dernières  substitutions  se  réduisant  à  la  forme 


xt  y>  ...    i  +  ï,  y  +  a',  ...  | 
les  facteurs  de  composition  de  r*  seront  tous  premiers  ;  et  ne  pourront  être 
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1  2     h 

égaux  à     *  '"* .  C'est  donc  parmi  les  groupes  composants  de  G  que  devra 

ià 

se  trouver  le  groupe  isomorphe  à  0. 

C     G 

23.  Soient   -^-,  —,...  les  groupes  composants  de  G,  et  admettons  que 

n 

0  soit  isomorphe  au  groupe  77— —  •  Le  groupe  G?  étant  contenu  dans  G, 

tîp-ht 

*  G 

a  ses  substitutions  linéaires  sans  termes  constants;  et  jr-^-y  isomorphe  à 

0,  est  le  premier  de  ses  groupes  composants.  On  raisonnerait  au  besoin  sur 
G?,  au  lieu  de  raisonner  sur  G  ;  on  peut  donc  admettre  sans  nuire  à  la  géné- 

ralité  de  la  question,  que  0  est  isomorphe  à  p-,  premier  groupe  compo- 
st 

gant  de  G. 

Ici  se  présenteront  deux  cas,  suivant  que  Gt  contient  ou  non  des  substi- 
tutions qui  ne  multiplient  pas  tous  les  indices  par  un  même  facteur 
constant. 

24.  Premier  cas.  —  Nous  allons  montrer  qu'on  peut  admettre ,  sans 
diminuer  la  généralité  de  la  question,  que  toutes  les  substitutions  de  G  sont 
permutables  à  un  groupe  partiel  H,  ayant  pour  ordre  une  puissance  d'un 
nombre  premier,  et  contenant  des  substitutions  qui  ne  multiplient  pas  tous  les 
indices  par  un  même  facteur. 

Soit  en  effet  0=7cVa...  Tordre  de  GM  w,  *',...  étant  des  nombres  pre- 
miers; G,  contiendra,  d'après  M.  Sylow,  un  groupe  II  d'ordre  7r",un  groupe 
fi'  d'ordre  *'*',  etc.,  et  dérivera  de  la  combinaison  de  ces  groupes.  Si  chaque 
substitution  de  chacun  de  ces  groupes  multipliait  tous  les  indices  par  un 
même  facteur  constant,  chacune  des  rcV*...  substitutions  qui  résultent  de 
leur  combinaison  et  qui  reproduisent  toutes  celles  de  Gt,  multiplierait  tous 
les  indices  par  un  même  facteur,  contrairement  à  notre  supposition. 

On  peut  donc  admettre  que  les  substitutions  de  II,  par  exemple,  ne  mul- 
tiplient pas  toutes  tous  les  indices  par  un  même  facteur.  Si  celles  de  H\  etc.. 
jouissaient  au  contraire  de  cette  propriété,  elles  seraient  échangeables  à 
celles  de  FI.  Donc  le  groupe  Glf  dérivé  de  la  combinaison  des  groupes  II, 
H',...  aura  toutes  ses  substitutions  permutables  à  H  ;  donc  II  sera  le  seul 
groupe  d'ordre  ita  que  Gt  contienne.  Cela  posé,  les  substitutions  de  G,  per- 
mutables à  Gp  le  seront  évidemment  ;i II,  ce  qui  démontre  notre  proposition. 

Supposons  au  contraire  que  deux  au  moins  H,  H'  des  groupes  de  la  suite 
H,  U',...  contiennent  des  substitutions  qui  ne  multiplient  pas  tous  les  indi- 
ces par  un  même  facteur;  l'un  au  moins  rc  des  deux  nombres  *,  *  sera  >2. 
Cela  posé,  soient  I  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  Gt,  qui 
sont  permutables  à  II,  M  son  ordre  ;  on  aura  d'après  M.  Sylow 

0  =  M  modi?M  =  M  modw«+». 
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Soient  1,  gu  g\ ,...  les  substitutions  de  Gt  ;  4,  s,  s',...  les  substitutions 

de  jr  >   celles  de  G  seront  données  par  le  tableau  suivant  : 

1    0i    g'i*   ••• 
(5)  s  «î/j  sg\,  ... 


dont  les  diverses  lignes  sont  formées  de  substitutions  congrues  mod  Gt  aux 

n 

diverses  substitutions  de  ^ 

Nous  allons  montrer  que  chaque  ligne  de  ce  tableau  contient  au  moins 
une  substitution  permutable  à  H. 

Soient  en  effet  a,  ft,  c,  <?,...  les  lettres  de  e,  dont  le  nombre  est  par  hypo- 
thèse supérieur  à  4.  Soient  a,  b,  c,  d  quatre  quelconques  d'entre  elles;  e 
contiendra  la  substitution  linéaire  S=(ab)  (ce/),  laquelle  aura  pour  homo- 
logue dans  7T    une  substitution  *,  satisfaisant  à  la  relation  s*=  1  mod  Gt. 

Les  substitutions  des  deux  premières  lignes  du  tableau  (5)  formeront  un 
groupe Ç  d'ordre  20  contenant  Gt. le  groupe  J,  formé  par  celles  des  substitu- 
tions de  fi  qui  sont  permutables  à  H,  contiendra  I  et  aura  pour  ordre  TTC  =  rM, 
r  étant  un  entier.  D'ailleurs  r=l  ou  2.  En  effet,  si  aucune  des  substitutions 
de  la  suite  s,  sg^...  n'est  permutable  à  H,  J  se  réduira  à  I  et  son  ordre  TTC 
sera  égal  à  H.  Au  contraire,  si  l'une  a-  des  substitutions  de  cette  suite  est  per- 
mutable à  H,  cette  suite  contiendra  H  substitutions  permutables  à  H,  lesquel- 
les s'obtiendront  en  multipliant  successivement  <r  par  les  H  substitutions 
1,it,  tj,...  du  groupe  I.  On  aura  donc  TU  =  2M. 

Ce  dernier  cas  sera  nécessairement  réalisé.  En  effet,  le  théorème  de 
H.  Sylow,  appliqué  à  fi,  donnera 

20  =  rM  modw+i, 

et  comme  0==M,  on  aura 

(2  —  r)0  =  0  modir«+i,    d'où    2  —  r  =  0  modwnzO. 

Donc  G  contient  des  substitutions  permutables  à  H  et  congrues  mod  Gt  à  la 
substitution  s. 

Soient  maintenant  S,  T, ...  les  diverses  substitutions  semblables  à  S  que 
contient  le  groupe  e.  Ces  substitutions,  combinées  entre  elles,  reproduisent 
tout  ce  groupe.  Leurs  correspondantes  «,t,  •••  dans  le  groupe  isomorphe 

n 

jr  reproduiront  tout  ce  groupe  ;  et  les  substitutions  *,r,...  congrues  à  cel- 
les-là et  contenues  dans  G,  combinées  entre  elles  de  la  même  manière, 
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donneront  des  substitutions  permutables  à  H  et  congrues  à  toutes  les  sub- 

stitutions  du  groupe  — • 

Le  groupe  1',  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  sont  permutables 

ù  H,  contiendra  donc  des  substitutions  congrues  à  chacune  de  celles  de  ^  \ 

çy 

il  aura  donc  pour  groupes  composants  ce  groupe  ^  »  suivi  des  groupes 

composants  du  groupe  I  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  appar- 
tiennent à  G  r 

Donc,  dans  le  cas  que  nous  traitons,  s'il  existe  un  groupe  G  contenu  dans 
le  groupe  linéaire  et  tel  que  Vun  de  ses  groupes  composants  soit  isomorphe 
à  e,  on  pourra  déterminer  un  autre  groupe  Y  jouissant  de  cette  même  pro- 
priété, et  dont  les  substitutions  soient  en  outre  permutables  à  un  groupe  par- 
tiel II  dont  V ordre  soit  une  puissance  de  nombre  premier  et  dont  toutes  les 
substitutions  ne  multiplient  pas  tous  les  indices  par  un  même  facteur  constant. 

On  peut  donc  sans  nuire  à  la  généralité  de  la  question,  imposer  cette 
nouvelle  condition  au  groupe  G;  car  s'il  n'y  satisfaisait  pas,  on  appliquerait 
tous  les  raisonnements  qui  vont  suivre  au  groupe  Y  lequel  y  satisfait. 

25.  Ce  point  établi,  parmi  les  substitutions  de  H,  autres  que  l'unité,  il 
en  est  qui  sont  échangeables  à  toutes  les  autres  (mémoire  cité  de  M.  Sylow, 
n°  5).  Soit  F  le  groupe  formé  parleur  réunion.  Il  sera  permutable  aux  sub- 
stitutions de  G.  En  effet,  chacune  d'elles  transforme  F  en  un  groupe  formé 
de  substitutions  contenues  dans  II,  et  échangeables  à  toutes  celles  de  H  ;  ce 
groupe  transformé  se  confondra  donc  avec  F. 

26.  Cela  posé,  soit  d'abord  n^p.  Les  substitutions  de  F,  étant  échan- 
geables entre  elles,  et  d'ordre  premier  à  p,  pourront  être  ramenées  simul- 
tanément par  un  changement  d'indices  convenable  à  la  forme  canonique 

monôme 

|  x,  y,  ...    ax,  by,  ...  | 

Si  l'on  réunit  ensemble  dans  une  même  classe  tous  les  indices  qui  sont 
multipliés  par  un  même  facteur  dans  chacune  des  substitutions  de  F,  le 
nombre  m  de  ces  classes  ne  pourra  surpasser  le  nombre  n  des  indices. 

27.  Supposons  d'abord  qu'il  y  ait  plusieurs  classes. 

Les  substitutions  de  G,  étant  permutables  à  F,  remplaceront  les  indices 
de  chaque  classe  par  des  fonctions  linéaires  des  indices  d'une  même  classe. 
Si  elles  déplacent  les  classes,  elles  seront  de  la  forme  PtQl,P2Qj,...;P1,P„... 
étant  des  déplacements  opérés  entre  les  classes,  en  remplaçant  chaque  in- 
dice par  un  indice  correspondant,  et  Qt,  Q4, ...  des  substitutions  qui  rem- 
placent chaque  indice  par  une  fonction  linéaire  des  indices  de  la  même 
classe. 


tables,  et  dont  l'ordre  est  égal  à  ^ ,  0  étant  Tordre  de  G,  et  û  Tordre  du 
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Celles  des  substitutions  de  G  qui  ne  déplacent  pas  les  classes  forment  un 
groupe  K  auquel  toutes  les  substitutions  de  G  sont  évidemment  permu- 

0 

û 

groupe  formé  par  les  substitutions  P£,  Ps, ...,  lequel  divisera  évidemment 
\  .2... m,  m  étant  le  nombre  des  classes.  Soit  d'ailleurs  Gt  le  groupe  le  plus 
général  parmi  ceux  qui  contiennent  K,  sont  contenus  dans  G  et  permu- 
tables aux  substitutions  de  G.  Son  ordre  sera  un  multiple  de  -,  tel  que 

q  —  ;  et  G  aura  pour  premier  facteur  de  composition  - .  Mais  ce  premier 

12     k 
facteur  de  composition  doit  être    "*'"    ;  on  aura  donc 

'  1"   =—  <  1 .2  ...  m,    d'où    k<^m<^n, 
2  q 

inégalité  qui  entraine  a  fortiori  les  relations  (3)  et  (4). 

28.  Supposons  en  second  lieu  que  les  substitutions  de  G  ne  déplacent  pas 
les  classes.  Elles  seront  de  la  forme  a^...,  ajbî...,  ...,  at,a„...  étant 
des  substitutions  linéaires  (*)  opérées  sur  les  indices  de  la  première  classe  ; 
6,,  b%, ...  des  substitutions  sur  les  indices  de  la  seconde  classe,  etc. 

Considérons  les  groupes 

A  =  (at,  aiy  ...),    B  =  (i,,6j,  ,..),     .... 

L'un  au  moins  d'entre  eux,  A  par  exemple,  contiendra  des  substitutions 
autres  que  Tunité;  et  il  est  clair  que  G  aura  pour  groupes  composants  les 
groupes  composants  de  A  ,  suivis  des  groupes  composants  du  groupe 
partiel  G'  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  se  réduisent  à  la 
forme  6.... 

Le  premier  groupe  composant  de  A  étant  en  même  temps  le  premier 
groupe  composant  de  G  devra  être  isomorphe  à  0.  Résultat  inadmissible, 
par  hypothèse  (21);  A  ayant  ses  substitutions  linéaires  avec  un  nombre  n' 
d'indices  inférieur  à  n. 

29.  Admettons  maintenant  qu'il  n'y  ait  qu'une  classe.  Les  substitutions 
de  F  se  réduiront  à  la  forme 


x,  y,  ...    ax,  ay,  ...  | 
On  pourra  déterminer  dans  le  groupe  II  un  groupe  partiel  *  plus  général 

{')  Si  la  réduction  des  substitutions  de  F  à  la  forme  canonique  a  nécessité  l'introduc- 
tion d'imaginaires,  les  substitutions  QJ,  QJ,...  pourront  avoir  leurs  coefficients  imagi- 
naires. 


—  61  - 

que  F,  et  dont  les  substitutions  soient  échangeables  mod  F  à  toutes  les  substi- 
tutions de  H. 

Soit  en  effet  wp  Tordre  de  F,  celui  de  H  étant  *"  comme  ci-dessus.  Une 
fonction  z  invariable  par  les  substitutions  de  F  et  variable  par  ioute  autre 
substitution  prendra  par  les  substitutions  de  H  un  nombre  de  valeurs 
distinctes  z,  z\  ...  égal  à  7r"~?.  Les  déplacements  opérés  sur  ces  fonctions 
par  les  substitutions  de  II  formeront  un  groupe  %  de  substitutions  S,  S', ... 
isomorphe  à  II  et  d'ordre  ir*~"p.  On  pourra  (Sylow,  n°  3)  y  déterminer  un 
faisceau  Y  de  substitutions  échangeables  entre  elles.  Soit  7rT  son  ordre.  A 
chacune  des  substitutions  S,  S', ...  correspondent  *rp  substitutions  dans  H; 
et  l'ensemble  des  substitutions  correspondantes  à  celles  de  Y  donnera  un 
groupe  *  d'ordre  ir**,  dont  les  substitutions  seront  échangeables  înod  F  à 
toutes  celles  de  H.  Soient  en  effet  s  une  d'entre  elles,  t  une  substitution  de 
H,  S  et  T  leurs  corrélatives  dans  %.  La  substitution  s~it"tsty  ayant  pour 
corrélative  S_1T""lST,  qui  se  réduit  à  l'unité,  appartiendra  à  F.  • 

30.  L'une  quelconque  u  des  substitutions  de  *;  étant  contenue  dans  H 
dont  Tordre  est  une  puissance  de  *,  aura  pour  ordre  une  puissance  de  n; 
et  l'exposant  de  la  première  de  ses  puissances  successives  qui  appartient 
à  F  étant  évidemment  un  diviseur  de  Tordre  de  u,  sera  lui-même  une  puis- 
sance de  t:,  telle  que  tt*;  et  *  contiendra  la  substitution  u*  ~~  ,  dont  la 
puissance  n  appartient  à  F. 

Celles  des  substitutions  de*  dont  les  nièmes  puissances  appartiennent  ainsi  à  F, 
forment  un  groupe  3*.  En  effet,  soient  w,  v  deux  d'entre  elles;  comme  elles 
sont  échangeables  mod  F,  on  aura 

(uv)r'  =  mV  mod  F, 

et  m*,  v*  appartenant  à  F,  il  en  sera  de  môme  de  (uv)r'. 

Les  substitutions  de  G  sont  permutables  à  3*  ;  car  elles  le  sont  à  F  et  à  II  ;  donc 
elles  transformeront  chaque  substitution  de  5*  en  une  substitution  contenue 
dans  H,  permutable  à  F,  et  dont  la  7rième  puissance  appartiendra  à  F  ;  donc 
cette  transformée  appartiendra  à  5. 

Deux  substitutions  quelconques  de  5,  u  eti>,  satisfont  par  hypothèse  à  la 
relation 

t>— !M>  —  TU, 

t  étant  une  substitution  de  F.  On  en  déduit 


t;    *w?  =  Tru. 


Nais  vx,  appartenant  à  F,  est  échangeable  à  u  ;  on  aura  donc 
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et  par  suite  t  sera  une  puissance  de.  la  substitution 

|  x,  y,  ...    Ox,  (ty,  ...  | 

où  0  est  une  racine  primitive  de  la  congruence 

ô*=l  moûp. 

Nous  désignerons  celle  dernière  substitution  par  6. 

34 .  Celles  des  substitutions  de  &  qui  sont  échangeables  a  toutes  les  autres 
forment  d'ailleurs  un  groupe  partiel  Ft,  auquel  les  substitutions  de  6  sont 
évidemment  permutables.  Si  Ft  est  plus  général  que  F,  il  contiendra  des 
substitutions  qui  ne  sont  pas  échangeables  à  toutes  celles  de  H,  et  qui  par 
suite  ne  multiplieront  pas  tous  les  indices  par  un  même  facteur.  Le  raison- 
nement des  n08  26  à  28  étant  appliqué  aux  groupes  G  et  Ft  mènera  à  une 
conséquence  inadmissible. 

32.  Supposons  donc  que  Ft  se  réduise  à  F.  Soit  At  une  substitution  quel- 
conque de  5,  autre  que  celles  de  F;  £F  contiendra  une  substitution  u  non 
échangeable  à  k{  ;  supposons  qu'elle  transforme  At  en  0cÀt  ;  et  soit 

r,  =       mod  t:. 

La  substitution  uyi  =  hl  transformera  Àt  en  0Aâ;  et  5  résultera  de  la 
combinaison  de  At  et  de  Bt  avec  des  substitutions  échangeables  à  A,  et  à 
Bt.  Soit  en  effet  v  une  substitution  de  5  qui  transforme  Aâ  et  Bt  en  0*At,  0:AB,  ; 
on  aura 

% 

w  étant  une  nouvelle  substitution  de  #,  échangeable  à  A,  et  à  Bt. 

Cela  posé,  celles  des  substitutions  de  3*  qui  sont  échangeables  à  At  et  Bt 
forment  évidemment  un  groupe  5v  Si  3rt  contient  une  substitution  A,  qui 
n'appartienne  pas  à  F,  il  contiendra  une  substitution  Bt  qui  transforme 
A2  en  ôA„  et  résultera  de  la  combinaison  de  As  et  de  B,  avec  un  groupe 
fr,  de  substitutions  échangeables  à  At,  Bn  A,,  Bs.  Poursuivant  ainsi,  on  voit 
que  3*  résulte  de  la  combinaison  de  F  avec  une  double  suite  de  substitutions 

*1»  "*>  *••>  A»  , 

"l>     "*»     •••»    1><T    » 

toutes  échangeables  entre  ellesi    sauf  deux  substitutions  correspondantes 
Ar  et  Br ,  lesquelles  satisferont  à  la  relation 

Br    A|JBr  ~-=.  0Ar. 
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55.  Les  substitutions  de  la  première  ligne  Àu  ...,  A,  sont  échangeables 
entre  elles  ;  d'ailleurs  leur  puissance  nième  appartient  à  F  ;  donc  leur  ordre 
est  premier  à  p  ;  et  ces  substitutions  pourront  êlre  ramenées  simultanément 
par  un  choix  d'indices  convenable  à  la  forme  canonique  monôme.  Réunis- 
sons dans  une  même  classe,  que  nous  désignerons  par  C0...0,  ceux  des  nou- 
veaux indices  y,zy...  que  A1,...,A8  multiplient  respectivement  par  une 
même  série  de  facteurs  constants  at1 ..  ,aa;  on  aura  quels  que  soient  les 
entiers  Çt,  ...&,mod  *  une  classe  C;t...;*  contenant  un  nombre  égal  d'in- 
dices y*,  d , . . .  que  At, . . . ,  A„  multiplieront  par  at0li ,  . . . ,  a»©**- 

En  effet,  soit  pie  nombre  des  indices  de  la  classe  y,  2,....  La  Substitution 
B*1. . .  B>  transformant  Àif ...,  A,  en  8;iAt, ...,  0**A,  remplacera  ces  indices 
par  ^  fonctions  distinctes  y,'  ^,...  des  indices  tels  que  At,  ...,A,  les  mul- 
tiplient  respectivement  par  a^1,  ...,a<,tf*.  Mais  At  multipliant  chaque  in- 
dice par  un  facteur  constant  ne  pourra  multiplier  une  fonction  de  ces 
indices  par  afili  que  si  cette  fonction  contient  seulement  les  indices  que  At 
multiplie  par  ce  facteur.  On  peut  faire  un  raisonnement  analogue  pour 
A2,  etc.  Les  indices  if  ,z', ...  qui  figurent  dans  les  fonctions  f,^,  ...  appar- 
tiendront donc  à  la  classe  C.  .  .  Leur  nombre  u  devra  êlre  au  moins  égal 
au  nombre  u  de  ces  fonctions.  Par  un  raisonnement  inverse,  on  verrait 
que  p  est  au  moins  égal  à  f*'  ;  donc  u  =  a'. 

En  faisant  varier  successivement  Çt,...,  5,  de  0  à  n  —  1,  on  voit  qu'à  la 
classe  C0...0  sont  associées  rr*  classes  également  nombreuses.  Donc  le 
nombre  total  n  des  indices  est  un  multiple  de  n*. 

34.  Gela  posé,  considérons  une  substitution  quelconques  du  groupe  G. 
Elle  transforme  les  substitutions 

Aj,  Ag)  •••»  Afr 

I>£»    JtJji     •••!    D» 

en  substitutions  du  groupe  3rf  lesquelles  seront  de  la  forme 

g^ïWpkïbp  ...,   ^AjÏBfÏAÎ'B?  ...,  ... 

fv  /ii  •••>9i*9t>  —  étant  des  substitutions  de  F,  et  si  l'on  fait  correspondre 
â  la  substitution  S  la  substitution  linéaire  suivante  de  degré  *** 

xn  Vi    a\xi  •+■  c\Vi  -+-  a\x%  •+■  c'y*  ■+-•••>  ^t  +  ^tîfi  +  Kx*  +  rfi"yt  -h  — 

x*,  y,      a^  -h  c;t/t  +  <s,  -f  <^s  + . .  • ,  b'^  -f  diy1  -h  fc^  -h  d^yt  +  . . . 

on  verra  sans  difficulté  que  les  substitutions  correspondantes  aux  diverses 
substitutions  de  G  forment  un  groupe  l\  isomorphe  à  G* 

35.  Supposons  d'abord  que  r  contienne  des  substitutions  autres  que 
l'unité.  Son  premier  groupe  composant  sera  isomorphe  au  premier  groupe 


mod* 
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composant  de  G,  cl  par  suite  isomorphe  à  0.  Ce  résultat  est  inadmissible 
par  hypothèse  (24)  ;  car  r  est  de  degré  iz%*  et  l'exposant  2<r  est  moindre 
que  n,  multiple  de  rc*. 

56.  Si  r  se  réduisait  à  la  seule  substitution  i ,  toutes  les  substitutions  de  G 
transformeraient  Àt  en  substitutions  de  la  forme /iA*'f.  Elles  seraient  donc 
permutables  au  groupe  F'  dérivé  de  F  et  de  A&.  Ce  groupe  contient  une 
substitution  At  qui  ne  multiplie  pas  tous  les  indices  par  un  facteur  constant. 
Donc  les  indices  pourront  s'y  répartir  en  plusieurs  classes.  Et  Ton  verra 
comme  aux  nos  27  et  28  que  si  G  contient  des  substitutions  qui  déplacent  les 
classes,  on  aura  k<^n;  dans  le  cas  contraire,  on  aurait  un  groupe  contenu 
dans  le  groupe  linéaire  de  degré  />*',  n'  étant <Cn  et  dont  le  premier  groupe 
composant  serait  isomorphe  à  0;  résultat  inadmissible,  par  hypothèse  (21). 

37.  Soit  en  dernier  lieu  n=p.  On  pourra  (Traité des  Substitutions,  179- 
182)  choisir  les  indices  indépendants  de  telle  sorte  qu'un  certain  nombre 
d'entre  eux,  x,  #',.••  restent  inaltérés  par  toutes  les  substitutions  de  F;  les 
autres  indices  étant  désignés  par  y, ...  les  substitutions  de  G  seront  de  la 
forme  suivante  (Ibid.  %  1 88) . 

t/,  ..,  ay  +  ...  +  ç(jc,  of,  ...),  ... 

et  il  aura  pour  groupes  composants  : 
1°  Les  composants  du  groupe  isomorphe  J  formé  par  les  altérations 

que  les  substitutions  de  G  font  subir  aux  indices  x,x'y  ... 

2°  Ceux  du  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  n'allèrent 
pas  les  indices  .r,.r',...  et  se  réduisent  en  conséquence  à  la  forme 

y,  ...  ay  -j-  ...  -+-  o(x,  a/,  .  .),  ... 

Ceux-ci  seront  à  leur  tour  de  deux  sortes  : 

1°  Les  composants  du  groupe  isomorphe  K  formé  des  substitutions 

|  y,  ...     ay  +  ...,  ...  | 

2°  Ceux  du  groupe  L  formé  par  celles  dés  substitutions  de  G  qui  se  ré- 
duisent à  la  forme 

y,  y',  •••   y  +  ç(«»  **,  — )»  y'  +  ?'(*»  **»  •••)*  ••• 

Or  L  ayant  ses  substitutions  d'ordre  p  et  échangeables  entre  elles,  ses 
composants  ont  tous  pour  ordre  p  et  ne  peuvent  être  isomorphes  à  0. 
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D'autre  part,  J  et  K  sont  contenus  dans  des  groupes  linéaires  à  moins  de  n 
indices  ;  ils  ne  peuvent  donc  être  isomorphes  à  0. 

38.  Second  cas.  —  Supposons  que  Gt  ne  contienne  aucune  substilution 
autre  que  celles  qui  multiplient  tous  les  indices  par  un  même  facteur 
constant. 

Soit  q  un  nombre  premier  impair  quelconque,  différent  de  pet  inférieur 
à  & —  1.  Soient  a,  j3, ...,  Iles  k  lettres  que  déplace  e.  Ce  groupe  contien' 
une  substitution  circulaire  S enlre  les  q  premières  de  ces  lettres,  a,  j3,  ...,7. 

Elle  aura  pour  homologue  dans  •=-  une  substitution  linéaire  «,  dont  la  puis- 
ai 

sance  q  appartiendra  à  Gt.  Cette  substitution  pourra  se  mettre, sous  la  forme 
canonique 

|  x,  y,  ...    ax,  by,  ...  | 

avec  la  condition  aq=  fr  =  ...  modp.  On  aura  donc  bz=aB\ ... ,  ô  étan 
une  racine  primitive  de  la  congruence  0*E=1  modjo.  On  pourra  grouper  le 
indices  en  classes,  en  réunissant  ensemble,  comme  appartenant  à  la  classe 
p,  ceux  que  s  multiplie  par  a©?. 

Cela  posé,  soit  g  une  racine  primitive  de  q.  Il  existe  une  substitution  cir- 
culaire entre  les  q — 1  lettres  p,  ...,7  qui  transformes  enSa.  En  y  joignant 
une  transposition  opérée  sur  deux  des  lettres  suivantes,  on  obtiendra  une 
substitution  T  qui  transforme  S  en  S*  et  qui  sera  contenue  dans  0.  Sou 
homologue  t  dans  G  transformera  s  en  svm,  m  étant  une  substitution  de  G1T 
laquelle  multipliera  par  suite  tous  les  indices  par  un  même  facteur  m. 

Les  deux  substitutions  s  et  s*m,  étant  transformables  Tune  dans  l'autre, 
auront  la  même  forme  canonique.  Or  l'une  multiplie  les  diverses  classes 
d'indices  par  a,  a0,  aQ*,...  ;  l'autre  les  multiplie  par  ma',  maW,  maW*, ..., 
nombres  qui  doivent  être  égaux  à  l'ordre  près  aux  précédents.  On  aura 
donc  une  égalité  de  la  forme 

ma9  =  aô% 
d'où  l'on  déduira 

mafa<f'=iaV+99. 

Donc  autant  il  y  a  d'indices  dans  la  classe  er,  autant  il  y  eri  a  que  t  - l  st  multiplie 
par  ae*"1"*'.  Mais  t~ist  est  semblable  à  s;  donc  le  nombre  des  indices  mul- 
tipliés par  un  môme  facteur  est  le  même  dans  les  deux  substitutions.  Donc 
la  classe  a-  contient  autant  d'indices  que  la  classe  p  +  vg=zvl9  celle-ci  au- 
tant que  la  classe  p  -f-  *$,  etc. 

Posons  7  =  73- -*-i  mod<j;  on  aura  ff|  = --£— +  jf  fff  =  ^__  +  ^ 

...;  et  comme  la  suite  1,  gy  </*,...  contient  tous  les   nombres  mod  q, 

sauf  zéro,  on  voit  qu'il  y  aura  q  —  i  classes  contenant  un  même  nombre  p 

1  h 
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d'indices.  Ce  nombre  ne  peut  être  nul,  car  si  tous  les  indices  étaient  con- 
tenus dans  la  même  classe,  s  appartiendrait  à  Gi9  ce  qui  est  absurde.  Quant 
à  la  dernière  classe,  elle  contiendra  f/  =  n — (q —  4)  /x  indices. 

On  voit  déjà  que  n  est  au  moins  égal  à  q —  1,  ce  qui  démontre  l'iné- 
galité (3). 

39*  On  remarquera  en  outre  que  le  nombre  maximum  d'indices  que 

chaque  classe  puisse  posséder  est  égal  an  —  0  + 1,  ou  à  1.  En  effet,  il  doit 

y  avoir  plusieurs  classes,  donc  /*>  0,  et  si  q  =  2,  /*'  >  0,  et  la  plus  grande 

valeur  que  f*;  puisse  posséder  sera,  pour  /*  =  !,  f*'  =  n  —  a-f- 1.  Quant 

n  *  '    ix 
à  p=    r.  »  sa  plus  grande  valeur  sera,  si  ç  =  2,   n  —  1  =  n  —  q-\-  i, 

cas  répondant  à  //  =  1  ;  si  q  >  2  ,  on  pourra  poser  /  =  0  ;  et  si 
n<2(a — 1),  le  maximum  sera  égal  à  l'unité;  sin>2(g — 1),  il  ne  pourra 
dépasser  n—  q-\-l. 

40.  Posons  maintenant  k — q=k?  et  supposons  cette  quantité  supérieure 
à  4.  Dans  le  groupe  e  sera  contenu  un  groupe  e',  ne  déplaçant  pas  les 
lettres  «, |9,...,7  et  alterné  par  rapport  aux  k!  lettres  restantes.  Ce  groupe 

i  -2 ...  A' 

sera  simple,  et  d'ordre    *  '""    •  De  plus  ses  substitutions  U,  U', ...  seront 

échangeables  à  S.  Leurs  homologues  dans  G  formeront  un  groupe  G',  dont 
les  substitutions  u,u'9 ...  transformeront  s  en  substitutions  congrues  à 
s  mod  Gt,  lesquelles  seront,  par  suite,  de  la  forme  sm,  smf ,...,  m,  m', ...  dé- 
signant les  substitutions  qui  multiplient  tous  les  indices  par  un  même  fac- 
teur respectivement  égal  à  m,  m',  .... 

Pour  que  la  substitution  sm,  qui  multiplie  les  diverses  classes  d'indices 
respectivement  par  ma,  maO, ...  soit  semblable  à  la  substitution  s,  qui  les 
multiplie  para,  aô, ...,  il  faudra  que  m  soit  une  puissance  de  0,  telle  que  6?. 
D'ailleurs,  pour  que  u  transforme  s  en  sm,  il  faudra  qu'elle  remplace  les 
indices  de  la  classe  <x,  que  s  multiplie  par  a0",  par  des  fonctions  que  s  mul- 
tiplie  par  maQ*  =  aO*~*~9J  c'est-à-dire  par  des  fonctions  des  indices  de  la 
classe  <x  -+-  p. 

On  aura  de  même  m'  =  $\  et  vt  remplacera  les  indices  d'une  classe  quel- 
conque a-  par  des  fonctions  de  ceux  de  la  classe  *  +  />'  ;  etc. 

41.  Nous  allons  montrer  que  Ton  aura  p  =  /)/  =  ...=0  modo,  de  telle 
sorte  qu'aucune  des  substitutions  de  G'  ne  déplace  les  classes  d'indices.  Sup- 
posons en  effet  />  <;  0  mod  7,  et  soit  tf  un  entier  satisfaisant  à  la  congru ence 
fy—p'  modo.  On  aura  «'=«*  tf,  f  étant  une  substitution  qui  ne  déplace  plus 
les  classes;  de  même  vt'=u*  t",  etc.  Donc  G'  résultera  de  la  combinaison 
de  u  avec  des  substitutions  qui  ne  déplacent  plus  les  classes.  Celles-ci  for- 
ment un  groupe  H',  évidemment  permutable  à  toutes  les  substitutions  de 
G';  il  contiendra  d'ailleurs  la  qiàM  partie  des  substitutions  de  G';  car 
u,  u1,  ...,  u*-1  déplacent  les  classes»  mais  u*  ne  les  déplace  plus.  Cela 
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posé,  le  groupe  e'  étant  isomorphe  à  G',  le  groupe  formé  par  celles  de  ses, 
substitutions  qui  sont  homologues  à  celles  de  H'  sera  permutable  aux  sub- 
stitutions de  e'  et  contiendra  laçiè0,e  partie  de  ces  substitutions;  résultat 

1 .2. . .  fr 
absurde,  e'  étant  simple,  et  d'ordre        *  "    • 

42.  Donc  toutes  les  substitutions  u,  u\  ...  du  groupe  G'  remplaceront  les 
indices  de  chaque  classe  par  des  fonctions  de  ces  mêmes  indices.  D'ailleurs 
il  existe  au  moins  une  classe  dont  toutes  les  substitutions  u,u\...  ne  multi- 
plient pas  chacune  tous  les  indices  par  de  simples  facteurs  constants;  sans 
quoi  u,  u\ . . .  seraient  échangeables  entre  elles,  et  leurs  homologues  U,  U', . . . 
le  seraient  aussi,  ce  qui  est  absurde. 

Cette  classe  <r  contiendra  nécessairement  plusieurs  indices;  mais  leur 
nombre  n'  ne  pourra  dépasser  n  —  q  -+- 1,  ainsi  que  nous  l'avons  vu. 

43.  Soient  i>,  v', ...  les  altérations  que  les  substitutions  u,  u\  ...  font  su- 
bir aux  indices  de  la  classe  <r  ;  <|  le  groupe  formé  par  ces  altérations  ;  <2t  un 
groupe  aussi  général  que  possible  parmi  ceux  qui  sont  contenus  dans 
fî  et  permutables  à  ses  substitutions.  Celles  des  substitutions  de  G'  qui  font 
subir  aux  indices  de  la  classe  <r  une  altération  contenue  dans  Ç(  forment 
évidemment  un  groupe  contenu  dans  G;  et  permutable  à  ses  substitutions. 
Leurs  homologues  dans  e'  formeront  un  groupe  contenu  dans  e'  et  permu- 
table à  ses  substitutions.  Mais  ©'  est  simple;  donc  ce  nouveau  groupe  se 
réduit  à  la  substitution  1 . 

Il  est  clair  d'ailleurs  que  le  groupe  e'  de  degré  k —  q  sera  isomorphe  à 

-2-,  premier  groupe  composant  de  Ç.  0r(|  a  ses  substitutions  linéaires  entre 

n'<^n — q-\-l  indices.  Et  Ton  pourra  raisonner  sur  G,  et  e'  comme  sur 
G  et  e.  On  aura  donc,  en  désignant  par  q'  un  nombre  premier  >p  et 

n'>tf—  1,    d'où    ii'Xç  — l)+far  — i). 

On  voit  de  môme  que,  si  k"  =  k  —  q'  >  4,  on  aura,  en  désignant  par  n" 
un  entier  au  plus  égal  à  n' — ^-H  4  et  par  q"  un  nombre  premier  différent 
depet<&"—  1, 

n'^-l,    d'où    n>(ç  — 1)-4-(^— l)-h(9"-l), 

etc. 

Soient  donc  q,q',  </', ...  des  nombres  premiers  quelconques  différents  de 
i  et  de  p,  et  tels  que  Ton  ait 

(6)  A:=g+g'  +  ^+...+g(»t""1,  +  e, 

(7)  ?>1    et    g((t-1)4-e>4, 
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(8)  n$>g— 1+^  — 1  +  ...>A  —  p  — p 

44.  Pour  achever  de  déterminer  la  limite  inférieure  de  n  correspondant  à 
chaque  valeur  de  A\  il  ne  restera  plus  qu'à  opérer  de  la  manière  la  plus 
avantageuse  la  décomposition  de  &  —  p  en  une  somme  de  nombres  pre- 
miers. Très-peu  de  nombres  premiers  suffiront  en  général. 

45.  Les  théorèmes  de  H.  Tchébychef  sur  la  fréquence  des  nombres  pre- 
miers permettent  d'assigner  à  n  une  limite  indépendante  de  toute  recherche 
arithmétique.  Supposons  en  effet  que  k  soit  contenu  entre  2*  et  2M+1.  On 

sait  qu'il  existe  un  nombre  premier  q  contenu  entre  A;  —  2  et  ^  Si  9  ^ p , 

on  pourra  poser 

k  =  q  +  k\    nz=  q  —  1+n', 

k'  étant  <  5,  et  par  suite  au  plus  égal  à  2*.  On  aura  d'ailleurs 

A  — n  =  1  +#—  n', 

et,  par  suite,  la  limite  de  k  —  n  se  déduira  de  celle  de  k! — n\ 

Si  p=q  (cas  qui  ne  peut  se  présenter  que  lorsque  p  est  contenu  lui- 

k\  k 

même  entre  k  et  5  j ,  on  aura  un  nombre  premier  qt  compris  entre  ^  et 

t  ,  et  Ton  posera 

A=2ç1  +  A',    »  =  (gâ-l)+  (qi-\)  +  n', 

d'où 

A  —  n=2H- A'  —  n', 

k 
k'  étant  encore  <^- 


On  aura  de  même 


A'-n^X  +  ifc'-n', 


k" 
k"  étant  <-r-,  et  à  étant  égal  à  1 ,  sauf  dans  le  cas  où  p  serait  contenu 


entre  A'  et  ^' 

.  On  opérera  une  suite  de  réductions  analogues,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à 
un  nombre  k(r)  inférieur  à  8,  et  l'on  aura 

A-r.  =  r  +  A(r)-n(r), 
A_»=:r  +  4  4-A(f)-n(r\ 
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suivant  qu'on  aura  été  ou  non  obligé  d'éviter  le  nombre  premier  p  dans  la 
suite  des  opérations. 

Le  nombre  r  des  réductions  à  faire  sera  d'ailleurs  au  plus  égal  à  m — 2  ; 
on  aura  donc 

A— n<m-i-t-A(r)-n(f), 

formule  où  le  nombre  m — 1  doit  être  remplacé  par  m — 2,  si  Ton  n'a  pas 
eu  à  éviter/?,  et  notamment  si  p<8. 
Cela  posé,  on  aura 

wl"1<kP~1; 

il  reste  à  évaluer  t^—  nw  pour  chacune  des  valeurs  de  t(f)  inférieure  à  8. 

46.  <°  Soit*(r)=7. 

Si  />>»5,  on  pourra,  dans  les  formules  générales  (6),  (7),  (8),  poser 

*w=5  +  2,  n(r)>4,  *(r)-n(r)<3. 

Si  />=5,  on  posera  *(,)  =  5  4-24-2,  n(r)>2  -M,  *(f)— n(f,<4. 

2°  Si  *(r)<7  et  >3,  on  aura  n(r)>2.  En  effet,  si  n(r)  était  égal  à  1,  le 
groupe  linéaire  correspondant  n'ayant  qu'un  indice,  ses  substitutions  se- 
raient échangeables  entre  elles.  H  ne  pourrait  donc  être  isomorphe  au 
groupe  alterné  e,  qui  ne  jouit  pas  de  cette  propriété.  On  aura  donc,  sui- 
vant que  r(fc)  =  6,  5  ou  4,  *(r) — n(r)  >  4,  5  ou  2. 

3°  Enfin  si  *(r)==3,  on  aura  *<r)-  n(r)<2. 
On  aura  donc  dans  tous  les  cas 

A<"_n(r)<4, 
d'où  la  formule  définitive 

qui  n'est  autre  que  l'inégalité  (4)  que  nous  voulions  établir. 


Nous  profitons  de  cette  occasion  pour  rectifier  la  proposition  suivante, 
que  nous  avons  donnée  dans  notre  Traité  des  substitutions  (n°  84)  : 

Un  groupe  G  permutable  aux  substitutions  d'un  groupe  n  fois  transitif  H 
est  au  moins  n —  1  fois  transitif. 

Cet  énoncé  doit  être  complété  par  l'exception  suivante  : 
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Néanmoins,  si  G  est  vn  groupe  simplement  transitif  de  degré  2m,  formé  par 
les  substitutions 

\xt,...,Xm    Xt-\-CLly...,Xn-\-*m  |  mod2, 

H  pourra  être  trois  fois  transitif. 

La  nécessité  de  cette  exception  est  évidente  ;  car  on  sait  que  le  groupe 
linéaire  de  degré  2m,  formé  par  l'ensemble  des  substitutions  permutables 
à  G,  est  trois  fois  transitif. 

Nous  allons  montrer  que  cette  exception  est  la  seule,  en  reprenant 
ta  démonstration  de  l'endroit  cité,  dont  l'insuffisance  ressortira  d'elle-même 
chemin  faisant. 

Soient  S  l'une  des  substitutions  de  G;  Ct,...,  Ck  ses  divers  cycles,  y  com- 
pris ceux  qui  ne  contiennent  qu'une  lettre.  Prenons  un  nombre  de  cycles 
C;,...,  Cç ,  tel,  qu'ils  contiennent  au  moins  n  lettres,  mais  qu'en  supprimant 
l'un  d'entre  eux,  les  précédents  en  contiennent  seulement  n — y,  y  étant 
>  0.  Nous  admettrons  en  premier  lieu  que  l'on  puisse  choisir  les  cycles 
Ct,...,  C?  de  telle  sorte  que  l'on  ait  y>  1. 

Soient,  dans  cette  hypothèse,  a,  &,...  les  n — y  lettres  deCt,...,  C^-i, 
d,  e, ...,  g  les  y  premières  lettres  de  C?.  Le  groupe  H,  étant  n  fois  transitif, 
contient  une  substitution  T  qui  laisse  immobiles  a,  b,  c,...,d,  *,...  et  rem- 
place g  par  une  autre  lettre  arbitraire  p;  G,  étant  permutable  à  T,  contien- 
dra la  substitution  T-'ST,  el  par  suite  la  substitution  U  =  S-1T-lST, 
laquelle  laisse  immobiles  les  n — 2  lettres  a,  &,...,  e,...  et  remplace  g  par  p. 
Hais  H  renferme  une  substitution  V  qui  remplace  les  n  lettres  a,  (,... ,  e,..., 
g,  p  par  n  lettres  arbitraires  a,  p,...,  s,...,  7,  rr;  et  G  contiendra  V_1UV, 
qui  laisse  immobiles  n  —  2  lettres  arbitraires  a,  /3,...,  c,...  et  remplace 
l'une  des  lettres  restantes,  7,  par  Tune  quelconque  des  autres  lettres 
restantes,  tt.  Donc  G  est  n — 1  fois  transitif. 

Il  reste  à  examiner  le  cas,  omis  dans  notre  ancienne  démonstration,  où 
l'on  a  nécessairement  y =1.  Suivons  les  conséquences  de  cette  hypothèse, 
pour  voir  l'étendue  de  l'exception. 

Tous  les  cycles  de  S  contiennent  un  même  nombre  p  de  lettres.  En  effet, 
supposons-les  écrits  plus  haut,  de  manière  à  être  ordonnés  d'après  le 
nombre  décroissant  de  leurs  lettres.  Si  le  dernier  cycle  Ck  contenait  moins 
de  lettres  que  le  premier  Cj ,  les  cycles  Cp  C,,...,Cç_i,  contenant  par  hypo- 
thèse n — 1  lettres,  les  cycles  C*,  C,,...,  Cp_t  en  contiendraient  n — y, 
v  étant  >4.  D'autre  part,  C*  contenant  au  moins  une  lettre,  les  cycles 
C*,  Cs,...,  C9_i,  Ct  en  contiendraient  au  moins  n.  On  voit  donc  qu'on  pour- 
rait, contrairement  à  l'hypothèse,  faire  en  sorte  que  v  fût  >i.  On  a  d'ail- 
leurs, par  hypothèse,  p(p — i)=n — 1,  donc  p  divise  n — {. 
lia  substitution  S  étant  l'une  quelconque  de  celles  de  G,  on  voit  que  toutes 

\ 


/ 
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les  substitutions  de  G  (l'unité  exceptée)  doivent  être  régulières,  et  déplacer 
toutes  les  lettres  :  déplus  leur  ordre  doit  diviser  n — {. 

Cela  posé,  si  le  groupe  G  n'est  pas  transitif,  le.  groupe  H,  doit  les  substi- 
tutions lui  sont  permutables,  sera  non  primitif;  il  ne  .pourra  donc  être 
qu'une  fois  transitif,  et  le  théorème  sera  vrai. 

Soit  au  contraire  G  transitif,  il  ne  pourra  l'être  qu'une  fois;  car  toutes 
ses  substitutions  (sauf  l'unité)  déplaçant  toutes  les  lettres,  celles  d* entre 
elles  qui  laissent  une  lettre  immobile  se  réduisent  à  l'unité. 

D'autre  part,  G  est  n  —  2  fois  transitif;  car  H  l'étant  n  fois,  l'est  a  for- 
tiori n — 1  fois;  et  les  cycles  Ct,...,  C9_t  contiennent  n — 1  lettres,  tandis 
que  les  cycles  Ct,...,  C?«_t  n'en  contiennent  que  n — 1 — p;  S  étant  choi- 
sie différente  de  l'unité,  j*  sera  évidemment  >  1  ;  en  raisonnant  sur  n  —  \ 
comme  précédemment  sur  n,  on  ne  tombera  donc  pas  sur  le  cas  d'exception 
que  nous  discutons  en  ce  moment. 

Il  résulte  de  là  que  n  est  au  plus  égal  à  5.  Hais  si  w<3,  le  théorème  sera 
vérifié.  Si  n  =  3,  les  substitutions  de  G,  dont  l'ordre  divise  n —  1,  auront 
toutes  pour  ordre  2.  Donc  l'ordre  du  groupe  G  sera  une  puissance  de  2, 
telle  que  2*.  D'ailleurs  il  est  transitif,  et  toutes  ses  substitutions  déplacent 
toutes  les  lettres  ;  donc  le  nombre  des  lettres  qu'il  contient  est  2*. 

Soient  maintenant  S  =  (ab) (cd)...  lune  des  substitutions  de  G;  St  une 
autre  substitution  de  G,  qui  remplace  a  par  une  autre  lettre  quelconque  c. 
La  substitution  SSt  remplace  b  par  c  ;  mais  elle  est  d'ordre  2  ;  donc  elle 
remplacera  c  par  b  ;  et  comme  S  le  remplace  par  d,  St  remplacera  d  par  b  ; 
on  aura  donc  St=(ac)  (bd)...  et  St  sera  échangeable  à  S. 

Donc  les  substitutions  de  G  sont  échangeables  entre  elles;  donc  (Traité 
des  substitutions,  408)  on  pourra  les  mettre  sous  la  forme 

|  x{,...,x*    xt  +  at,...,afe-f  a«  |  mod2. 


Sur  les  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  six  points  donnés  de  f  espace; 

par  H.  Lagderre. 

(Séance  du  8  janvier  1873) 

1.  Un  grand  nombre  de  propriétés  intéressantes  des  surfaces  du  second 
ordre  (ou  quadriques),  qui  passent  par  six  points  donnés  de  l'espace,  dépen- 
dent de  la  décomposition  d'un  polynôme  du  sixième  degré  en  la  somme  de 
quatre  carrés. 

Dans  cette  note,  je  me  restreindrai  au  cas  plus  simple  où  on  le  met  sous 
la  forme  d'une  somme  de  trois  carrés,  ce  qui  correspond,  au  point  de  vue 
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géométrique,  a  l'élude  des  cônes  du  second  ordre  que  Ton  peut  ngener  par 
six  points  (*). 

2.  Comme,  dans  tout  ce  qui  suit,  je  m'appuie  surtout  sur  quelques  pro- 
priétés des  cubiques  gauches,  je  crois  tout  d'abord  devoir  les  rappeler 
brièvement. 

Soit  aX5-f-36X,4-3cX-hd  =  0,  l'équation  d'un  plan  mobile,  ).  désignant 
une  variable  numérique  arbitraire;  ce  plan  enveloppe  une  surface  du 
quatrième  ordre,  dont  l'arête  de  rebroussement  est  une  cubique  gauche  K, 

définie  par  le  système  d'équations  -r-  =  — =y;  à  chaque  valeur  de  >  cor- 
respond un  plan  osculateur  de  la  cubique  dont  je  désignerai  le  point  de  con- 
tact sous  le  nom  de  point  (>),  en  disant  que  X  est  le  paramètre  de  ce  point.' 
On  voit  facilement,  d'ailleurs,  que  les  coordonnées  de  ce  point  sont  données 

par  les  formules 

a b   c d 

3.  L'équation  d'un  plan  quelconque  étant  a$ — 3fry-t-3cj3 —  rf«  =  0,  on 
voit  que  ce  plan  coupe  la  cubique  K  en  trois  points  dont  les  paramètres  sont 
les  racines  de  l'équation  «X5 -+- SpX* -f- 3y> -M  =  0;  ces  points  définissent 
d'ailleurs  complètement  le  plan,  en  sorte  qu'on  peut*  le  considérer  comme 
déterminé  par  le  polynôme  du  troisième  degré  qui  forme  le  premier  membre 
de  cette  équation. 

Dans  ce  qui  suit,  si  A  représente  d'une  façon  générale  l'équation  d'un  plan, 
A'  désignera  le  polynôme  qui  a  pour  racines  les  paramètres  des  points  où 
c  plan  coupe  la  cubique.  Le  degré  de  ce  polynôme  A'  s'abaissera  du  reste, 
si  le  plan  passe  par  le  point  de  la  cubique  dont  le  paramètre  est  infini; 
l'équation  m  =  0,  par  exemple,  où  m  désigne  une  constante,  est  l'équation 
(lu  plan  osculateur  en  ce  point. 

4.  Étant  donnés  six  points  dans  l'espace,  on  peut  mener  par  ces  six  points 
une  infinité  de  cônes  du  second  ordre  dont  les  sommets  sont  situés  sur  une 
surface  du  quatrième  ordre  S.  Les  différentes  génératrices  de  ces  cônes  for- 
ment un  complexe  de  droites  du  sixième  ordre;  en  effet,  étant  pris  arbi- 
trairement un  point  M  de  l'espace,  pour  qu'une  droite  passant  par  ce  point 
soit  une  droite  du  complexe,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  puisse  construire  un 
cône  du  second  ordre  ayant  son  sommet  sur  cette  droite,  et  passant  par  les 
six  points  donnés  ainsi  que  par  le  point  M. 

Or,  d'après  un  beau  mémoire  de  H.  Hesse  (CreUe,  t.  49),  le  lieu  des  soirt- 
mets  des  cônes  du  second  ordre  que  l'on  peut  mener  par  sept  points  donnés 
est  une  courbe  gauche  du  sixième  ordre  Q;  le  cône  du  complexe,  qui  est  le 
cône  projectif  de  cette  courbe,  est  donc  aussi  du  sixième  ordre. 

(*)  Voir,  à  ce  sujet  :  Hierholier,  Sur  une  surface  du  quatrième  ordre;  Math.  A nn.,  t.  IV, 
p.  172. 


ï 
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5.  La  surface  S  est  le  lieu  des  courbes  Q.  On  peut,  par  lés  six  points 
donnés,  mener  une  cubique  gaucbe  bien  déterminée  K;  soitV=0  l'équa- 
tion du  sixième  degré  dont  les  racines  sent  les  paramètres  de  ces  points. 
Je  ferai  remarquer  que  le  degré  de  cette  équation  peut  s'abaisser  au  cin- 
quième ,  si  le  système  de  coordonnées  est  tellement  choisi  que  le  para- 
mètre d'un  des  points  donnés  soit  égal  à  l'infini. 

Considérons  un  des  cônes  du  second  ordre  que  Ton  peut  mener  par  les  six 
points;  son  équation  peut  se  mettre,  d'une  infinité  de  façons,  sous  la  forme 
AC  —  B*  =  0,  où  A = 0  et  C  =  0  désignent  les  équations  de  deux  plans  tan- 
gents quelconques  à  ce  cône,  et  B  =  0  l'équation  du  plan  des  génératrices 
de  contact.  Les  paramètres  des  points  de  rencontre  du  cône  avec  la  cubique 
sont  évidemment  les  racines  de  l'équation  A'C —  B/f  =  0;  on  doit  donc 
avoir  V  =  B,f  —  A'C'.  Et  réciproquement,  si  Ton  met  le  polynôme  du 
sixième  degré  V  sous  la  forme  précédente,  on  en  déduira  l'équation  d'un 
cône  du  second  ordre  passant  par  les  six  points. 

6.  Étant  donnée  une  droite  quelconque  du  complexe,  c'est-à-dire  une 
génératrice  d'un  cône  du  second  ordre  passant  par  les  six  points,  on  peut 
la  déterminer  par  l'équation  A  =  0  du  plan  tangent  au  cône  le  long  de 
cette  droite,  et  par  l'équation  B  =  0  du  plan  mené  par  cette  droite  et  par  le 
point  de  la  cubique  dont  le  paramètre  est  l'infini. 

De  cette  façon,  on  voit  que  le  polynôme  B'  sera  simplement  du  second 
ordre,  et  Ton  devra  avoir  V  =  B/f — A'C  Soient  p,^,r  les  racines  de  l'équa- 
tion A'  =  0;  pour  chacune  de  ces  racines,  on  auraB'=  y'V;  et,  le  poly- 
nôme B'  étant  du  second  degré,  on  pourra  le  déterminer  par  la  formule  de 
Lagrange. 

Si  l'on  pose  pour  un  instant  A'  =■  /*(>)  =  (> — p)(l—  q)(l — r)  etB'  =  ?(X), 
on  aura 

On  déduirait  facilement  de  là  les  équations  A=0  et  B=0  des  plans  qui 
déterminent  la  droite  du  complexe,  et  l'on  voit  que  ses  quatre  coordonnées 
s'exprimeront  au  moyen  des  variables/?,  7,  r  ;  l'élimination  de  ces  variables 
entre  les  équations  qui  donnent  ces  coordonnées  fournira  l'équation  elle- 
même  du  complexe. 

7.  Un  plan  quelconque  est  tangent  à  quatre  cônes  du  complexe. 
En  effet,  A  =  0  étant  l'équation  de  ce  plan,  si  l'on  pose 

A'  =  (X-P)(X-?)()-r), 

on  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  génératrices  de  contact  sont  déter- 
minées par  l'expression  ?(>)  =  0,  expression  qui,  à  cause  des  doubles  signes, 
est  susceptible  de  quatre  valeurs. 
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Les  équations  de  ces  quatre  droites  (dans  le  plan  donné)  sont  de  la  forme 

M  +  N  +  P  =  Q,  M  +  N-P  =  0,  M-N  +  P  =  0,  M  —  N-P  =  0, 

M  =  0,N  =  0etP  =  0  étant  les  équations  des  côtés  du  triangle  formé  par 
les  trois  points  où  le  plan  donné  coupe  la  cubique  gauche  K, 

D'où  cette  conclusion  : 

Un  plan  pris  arbitrairement  est  tangent  à  quatre  canes  du  complexe  ;  les 
génératrices  de  contact  forment  un  quadrilatère  complet  ;  les  trois  points  de  ren» 
contre  des  diagonales  de  ce  quadrilatère  sont  les  points  où  le  plan  coupe  la  cu- 
bique gauche  K. 

8,  Le  lien  intime  qui  existe,  d'après  les  considérations  précédentes, entre 
la  décomposition  en  trois  carrés  d'un  polynôme  du  sixième  degré  et  le  pro- 
blème qui  consiste  à  construire  les  différents  cônes  du  second  degré  qui 
passent  par  six  points  donnés  de  l'espace,  nous  indique  naturellement  le 
rôle  que  jouent  ces  cônes  dans  la  théorie  des  fonctions  ultra-elliptiques  du 
premier  ordre. 

Soit,  en  effet,  AG — Bf  =  0  l'équation  d'un  de  ces  cônes;  le  plan  mobile 
dont  l'équation  est  T=Apt4-2Bp-+-C  =  0,  p  désignant  une  variable  arbi- 
traire, enveloppe  ce  cône;  et  les  paramètres  de  ses  points  de  rencontre 
avec  la  cubique  K  sont  donnés  par  l'équation 

(i)  T'  =  Ay  +  2B'p  +  C'  =  0. 

Le  plan  mobile  se  déplaçant,  si  Ton  fait  varier  à  la  fois  p  et  le  paramètre 
X,  on  aura  par  la  dilférentiation 

^dx  +  2(A'?  +  B/)d?==0, 


ou,  comme  A>4-  B'  =  ^B''— A'C  =  ^V,  en  vertu  de  l'équation  (1), 

dT*  dx 2dp 

-T-rfx-t-2vVrfp  =  0,    ou  encore     *7=  —  —  jp- 

En  désignant  para  et  b  deux  constantes  quelconques,  on  déduit  de  là 

rfx 

or  -j-  est  un  polynôme  du  second  degré  en  \  ;  par  suite,  d'après  un  théo- 

rème  d'Euler  bien  connu,  si  Ton  fait  la  somme,  pour  toutes  les  racines  de 
l'équation  (1),  des  valeurs  que  prend  alors  le  second  membre  de  l'équa- 


i 
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tion  (2),  le  résultat  est  identiquement  nul.  On  a  donc  aussi,  quels  que  soient 
aetb, 

(a  +  bx)dx      (a  +  by)dy      (a  +  fe)<fc__fl 

s/W)         ifih)     +    y/W)    ~  ' 

x,  y  et  z  désignant  les  paramètres  des  trois  points  où  le  plan  qui  enveloppe 
le  cône  coupe  la  cubique. 

On  déduit  de  là  la  proposition  suivante  : 

Étant  donné*,  sur  une  cubique  gauche,  six  points  dont  les  paramètres  sont 
les  racines  de  V équation  du  sixième  degré  V  =  0,  si  Von  considère  un  quel- 
conque des  cônes  du  second  ordre  qui  passent  par  ces  six  points  et  deux  des 
plans  tangents  à  ce  cône,  en  désignant  respectivement  par  x0,  y0  et  z0  lespara- 
mètres  des  points  où  le  premier  de  ces  plans  coupe  la  cubique,  et  par  xlf  yt  et  zt 
les  paramètres  des  points  d'intersection  relatifs  au  second  plan,  on  a  les  deux 
relations 

J*o  n/v(*)     Jy0  <JW)     J*o  v/v>) 
et 

Jx0  <JV(x)    '  Jy0  v^)      Jz0   s/T$ 

9.  Les  équations  transcendantes  qui  précèdent  déterminent  xx  et  yt,  quand 
ro»  y<>»  -o  et  zx  sont  donnés  ;  on  peut  aussi,  d'après  les  considérations  qui 
précédent,  les  déterminer  géométriquement. 

Qu'on  imagine,  en  effet,  le  plan  passant  par  le»  points  (x0),  (y0)  et  (z0), 
et  l'un  quelconque  des  quatre  cônes  du  complexe  qui  lui  sont  tangents.  On 
pourra,  par  le  point  (2t),  mener  le  plan  tangent  à  ce  cône,  et  l'un  quel- 
conque de  ces  plans,  par  son  intersection  avec  la  cubique,  donnera  les 
points  (xt)  et  (yt).  Gomme  il  y  a  lieu  de  considérer  quatre  cônes,  on  voit 
par  suite  qu'on  trouvera  quatre  systèmes  de  solutions. 

10.  En  terminant  ces  brèves  indications  sur  le  problème  géométrique 
que  je  me  proposais  de  traiter,  je  ferai  remarquer  l'analogie  complète  des 
résultats  obtenus  avec  ceux  donnés  par  Jacobi  relativement  aux  fonctions 
elliptiques. 

11  obtient,  comme  on  le  sait,  la  construction  géométrique  de  l'addition  de 
ces  fonctions,  en  faisant  rouler  une  tangente  sur  l'une  quelconque  des  coni- 
ques qui  passent  par  quatre  points  fixes,  dont  la  position  détermine  sur 
une  conique  un  polynôme  du  quatrième  degré.  Pour  effectuer  géométrique- 
ment l'addition  des  fonctions  ultra-elliptiques  de  première  espèce,  il  suffit  de 
faire  rouler  un  plan  sur  l'un  quelconque  des  cônes  du  second  ordre  que  l'on 
peut  mener  par  six  points  de  l'espace  dont  la  position,  sur  la  cubique  gauche 
qui  les  renferme,  détermine  un  polynôme  du  sixième  degré. 
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EXTRAITS    DES    PROCÈS-VERBAOX 


SÉANCE  DU  MERCREDI  22  JANVIER  1873 

PRÉSIDENCE  DE  M.  CBASLE8 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sut  quelques  théorèmes 
d'arithmétique. 

M.  Brisse  donne  lecture,  de  la  part  de  M.  Flye  Sainte-Marie,  membre  de 
la  Société,  d'une  noie  Sur  quelques  propriétés  des  courbes  gauches  fermées. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  communique  à  la  Société  u ne  note  Sur  un  dodé- 
caèdre antique  conservé  au  musée  du  Louvre. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  5  FÉVRIER  1875 

PRÉSIDÉE   PAR   H.    BOURGET 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Boulanger,  professeur,  à  Paris;  Deschamps,  capitaine  d'artillerie,  à 
Paris;  Haag,  ingénieur -des  ponts  et  chaussées,  à  Tours;  Laisant,  capitaine 
du  génie,  à  Tours. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Désiré  André  communique  à  la  Société  un  Théorème  nouveau  sur  les 
factorielles. 

M.  Camille  Jordan  communique  à  la  Société  une  note  Sur  le  mouvement 
d'une  figure  plane  dans  son  plan. 

M.  Bourget  communique  à  la  Société  la  Démonstration  des  formules  empiri- 
ques trouvées  par  M.  Sondhaus  pour  les  sons  rendus  par  les  tubes  chauffés. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  biquadratique 
sphérique  et  sur  la  détermination  du  plan  osculateur  en  un  point  de  cette 
courbe. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  19  FEVRIER  1873 

PRÉSIDENCE  DE  M.   CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 
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Le  secrétaire  annonce  que  H.  Gauthier-Villars  s'est  fait  inscrire  comme 
sociétaire  perpétuel. 

M.Chasles  donne  communication  d'une  lettre  de  M.  Broch,  répondant  à 
celle  qu'il  lui  avait  adressée,  au  nom  de  la  Société,  à  propos  de  la  publica- 
tion des  œuvres  d'Abel. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
re  sont  : 

MM.  Beynac,  professeur,  à  Paris;  Brocard,  capitaine  du  génie,  à  Biskra; 
Tissot,  examinateur  d'admission  à  l'École  polytechnique. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Brisse  communique  à  la  Société  une  Démonstration  nouvelle  de  la  règle 
de  Gauss  relative  à  la  convergence  des  séries. 

H.  Mannheim  communique  à  la  Société  une  série  de  Théorèmes  sur  les  tra  • 
jectoires  des  points  d'une  droite. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  une  note  Sur  le  mouvement  d'une 
droite. 

H.  Brisse  donne  lecture,  de  la  part  de  M.  de  Pistoye,  membre  de  la 
Société,  d'une  Note  sur  les  sections  planes  des  cônes  circulaires  obliques. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Sur  quelques  théorèmes  d'arithmétique;  par  H.  Laguerre. 

(Séance  du  22  janvier  1873) 

1.  On  connaît  la  proposition  suivante  :  «  ?(m)  désignant  combien  il  y  a 
de  nombres  premiers  à  m  et  non  supérieurs  à  m,  on  a 

dy  d',  d"  désignant  la  suite  des  diviseurs  de  m,  parmi  lesquels  figurent  1 
et  m  lui-même  (*).  » 
Cette  proposition  peut  se  généraliser  ainsi  qu'il  suit  : 

Désignons  en  général  par  (m,  -v-J ,  où  m  désigne  un  nombre  entier  et  A: 

une  quantité  réelle  quelconque  commensurable  ou  incommensurable,  le 

nombre  des  entiers  premiers  avec  m  et  non  supérieurs  à  -r-î  on  voit  que, 

si  &  =  1 ,  on  a  (m,  m)  =  y  (m), 

(')  Voy.  SftRftiT,  Algèbre  supérieure,  t.  II,  p.  45. 
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Cela  posé,  je  dis  que  Ton  a,  m  désignant  un  nombre  entier  et  ( -r-j  la 

va 
partie  entière  du  quotient  -r-, 

<■>       (ï)-('-î)  +  (*{H*.f)*-"+(--ï)- 

la  somme  contenue  dans  le  second  membre  s  étendant  à  tous  les  diviseurs 
i,  d,  d',  ...,  m  du  nombre  m. 

Pour  le  démontrer,  je  vais  faire  voir  que  si  la  proposition  est  vraie  pour 
une  valeur  quelconque  de  A,  elle  est  vraie  pour  toute  autre  valeur. 

Soit  k0  la  valeur  de  k  pour  laquelle  la  formule  est  supposée  vérifiée;  con- 
cevons, par  exemple,  que  k0  diminue  dune  façon  continue,  le  premier  mem- 
bre de  la  relation  (1)  ne  pourra  changer  que  si  k  passe  par  une  valeur  qui 

donne  àj-  une  valeur  entière;  dans  ce  passage,  (r)  augmentera  d'une 

unité  ;  le  second  membre  ne  peut  changer  que  si  Tune  ou  plusieurs  des 

quantités  r  acquièrent  une  valeur  entière,  et,  comme  alors  j-  a  aussi  uue 

valeur  entière,  puisque  m  est  un  multiple  de  d,  on  voit  que  la  solution  de 

la  question  consiste  à  examiner  ce  qui  se  passe  quand  -r-  est  un  entier. 

Or,  quand  j-  est  un  entier,  il  peut  se  faire  qu'un  certain  nombre  d'ex- 
pressions de  la  forme  ,  soient  aussi  des  entiers;  supposons-les  rangées  par 
ordre  décroissant  de  grandeur,  en  sorte  qu'elles  forment  la  série 

y  désignant  la  plus  petite  de  ces  fractions  (il  est  clair  d'ailleurs  que  p 
k 

peut  être  égal  à  m). 
Cela  posé,  r  est  nécessairement  premier  avec/*;  car,  si  a  désignait  un 

diviseur  commun ,  -  et  y  seraient  des  nombres  entiers  et  r  ne  serait  pas 

a      k  k  r 

le  dernier  terme  de  la  série.  Il  n'en  est  pas  de  même  relativement  aux 
termes  précédents  ;  en  effet,  si  Ton  pose  j-  =  e,  p  et  e  étant  premiers  entre 

(m* 
-r-  désignant  un  quelconque  des  termes  qui  précè* 
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»     .  A    #       w*'       w'e     ,,  .    é  '      e  .    ,  ,     ,      ,.        e      4  . 

dent  VI  4  =  i~  =  — »  dou  — r  =  — ï  et,  comme  la  fraclion  —  est  îr- 
kf  k         p  m-     p  p 

réductible,  on  en  conclut  que  é  et  m!  sont  respectivement  des  multiples  de 

e  et  de  m  et  ont  par  conséquent  un  facteur  commun. 

2.  Voyons  maintenant  quels  changements  subit  le  second  membre  quand 

-r  prend  une  valeur  entière. 
Les  différentes  expressions  telles  que  (  m',  -j-A  ne  changent  pas  de  va- 

leur;  la  série  des  nombres  non  supérieurs  à  -r  renferme  en  plus,  il  est 
vrai,  le  nombre  e'\  mais,  comme  il  n'est  pas  premier  avec  m',  la  somme 
n'est  pas  changée;  l'expression  (p,  t)  seule  change,  et  augmente  précisé- 
ment d'une  unité,  puisque  p  et  £  sont  premiers  entre  eux. 

La  proposition  est  donc  vraie,  si  elle  est  vraie  pour  une  valeur  quelconque 
de  k  ;  et  comme  elle  l'est  évidemment  pour  une  valeur  de  k  supérieure  à  m, 
puisque  les  deux  termes  de  la  relation  (1)  se  réduisent  à  zéro,  elle  est 
démontrée. 

5.  Je  veux  maintenant  tirer  de  la  relation  m  =  2?(rf),  que  j'ai  rappelée 
au  commencement  de  cette  note,  et  dont  je  viens  de  donner  une  nouvelle 
démonstration  indépendante  de  la  formule  qui  exprime  y  (m)  au  moyen  de 
ses  facteurs  premiers  (*),  une  démonstration  de  cette  formule  elle-même. 

H.  Dedekind  (Théorie  des  nombres  de  Dirichlet,  p.  394)  a,  il  est  vrai, 
donné  un  théorème  remarquable  qui  permet  de  résoudre  cette  question. 

Ce  théorème  s'énonce  ainsi  qu'il  suit  :  «  \(n)  désignant  un  nombre  égal 
à  0,  si  n  est  divisible  par  un  carré,  dans  le  cas  contraire,  égal  à  rfc  1  sui- 
vant que  le  nombre  des  facteurs  de  n  est  pair  ou  impair,  si  deux  fonctions 
f(m)  et  ?(m)  sont  liées  par  la  relation  suivante 

(2)  f(m)  =**(*), 

« 

où,  dans  le  second  membre,  la  sommation  s'étend  à  tous  les  diviseurs  du 
nombre  entier  m,  on  a  réciproquement 


(5)  +(m)=2x(jy(,i), 


la  sommation  s'étendant  également  à  tous  les  diviseurs  de  m.  » 
De  la  formule  (3),  on  déduit  facilement  l'expression  connue  de? (m), 

(*)  On  connaît  d'autres  démonstrations  indépendantes  également  de  cette  formule  ;  voir, 
notamment*  Dhichlct,  Théorie  des  nombres,  p.  25. 
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mais  il  est  à  remarquer  que  la  démonstration  de  cette  formule  indiquée  par 
M.  Dedekind  s'appuie  précisément  sur  cette  expression;  pour  éviter  un  cercle 
vicieux,  il  faudrait  donc  établir  directement  la  relation  (3),  ce  qui  serait 
du  reste  facile  en  développant  les  considérations  qui  suivent. 

4.  Pour  obtenir  l'expression  de  ?(m),  je  considérerai  une  série  de  la 
forme 

Soit 

ô(l)x  +  0(2)ap,  +  e(3)«5+  ... 

son  développement  effectué  suivant  les  puissances  croissantes  de  x;  il  est 
clair  que  les  coefficients  d'une  des  séries  déterminent  ceux  de  l'autre,  en 
particulier  on  a  évidemment 

6(m)  =  V(<f)i 

la  sommation  s' étendant  à  tous  les  diviseurs  du  nombre  entier  m. 

Supposons  en  particulier  la  fonction  f  tellement  choisie  que,  m  étant 
décomposé  en  facteurs  premiers,  en  sorte  que  m  =  a*bPa...,  on  ait 
f(m)=f(a%)  f(b?)....  La  fonction  /"reste  du  reste  arbitraire;  ainsi  /"(a*)  et  /"(a*') 
peuvent  n'avoir  aucune  relation  entre  elles,  si  a  et  a  sont  différents  ;  il  en 
est  de  môme  de  f{a%)  et  f(b*),  si  les  facteurs  a  et  b  ne  soit  pas  les  mômes. 

Cela  posé,  dans  ces  hypothèses,  l*s  différents  diviseurs  du  nombre 
m=-a*b*...  étant  les  différents  termes  du  produit 

(i+  fl+...  +  a*"l)(l  +fc+\..  +  fc?-i).-.» 
il  est  clair  que  Ton  aura 

(4)         ô(m)  =  [14- /{«)  4  ...  4 /(a*-1)] [1  4  f(b)+  ...  4  f[b*~  *)].... 

5.  Celte  formule  offre  un  grand  nombre  d'applications. 

Supposons^  par  exemple,  que  l'on  ait  f(a)  =  f(b)  =  ...  =  —  1  ,  et 
f(w)  --/*(H  =  ...  =  0,  pour  toutes  les  valeurs  de  ^  supérieures  à  l'unité. 
On  déduira  évidemment  de  la  formule  (4),  pour  toute  valeur  de  m  supérieure 
à  l'unité,  0(m)  =  0;  on  a  d'ailleurs  0(1)  =  1,  et  il  est  facile  de  voir  que 
f  (m)  =  /  (mi)  ,  À  désignant  la  même  fonction  numérique  dont  j'ai  parlé  ci- 
dessus  (n°  3)  (*);  on  a  donc  l'expression  suivante,  due  à  Mœbius  (loc.  cil.)  : 


x  x*  x*  .r5  x6 

x 


(:>)  x  —  ÏTT^.  -  ÎZT&  -  \ZT&      i—**"4"  l-a-e"1""" 


(*i  Cotte  remarquable  fonction  numérique,  qui  se  présente  dans  la  formule  de  M.  Dede- 
kind, a  aussi  été  étudiée  par  Mœbius  (Sur  un  nouveau  mode  de  réversion  des  série*;  Cmxle, 
t.  IX),  et  par  M.  Tchebichef  (Note  sur  différentes  séries;  Lioutiu»,  1"  série,  t.  XVI). 


} 
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6.  Supposons  maintenant  que  l'on  fasse,  n  désignant  un  entier  quelconque, 

6(a)  =  d(*)  =  ...  =  — l,6(o«)  =  e(&»)  =  ...  =  lf  8(a»+i)  =  e(ft»+1)  =  ...  =  — 1, 

en  sorte  que  0  (an)  soit,  quel  que  soit  le  facteur  a,  égal  à  4- 1  si  n  est  divi- 
sible par  n,  égal  à  —  1  si  n  est  congru  à  4- 1  suivant  le  module  n,  et  dans 
tous  les  autres  cas  égal  à  zéro. 

De  la  formule  (4)  il  résulte  que  8  (m)  est  nul,  à  moins  que  m  ne  soit  une 
puissance  niime  exacte,  auquel  cas  6(m)  =  l;  d'ailleurs  f(m)  est  toujours 
égal  à  — 1,  0  ou  4-1  ;  on  déduit  de  là  que,  quel  que  soit  l'entier  n,  la 
série 

a +  3** -f  a** +  ***  +  ... 


peut  se  mettre  sous  la  forme 


s5  .T4 


4-  e*  i -i  4-  «s  ï z;  *+- 1»  ï -i  -h  ..., 


1-x       M-**  "  M  —  x»  '    M -s* 

les  coefficients  c  étant  toujours  égaux  à  — 1,  0  ou  4-1»  et  se  déterminant 
d'ailleurs  facilement  d'après  ce  qui  précède. 

Pour  n  =  2,  on  a  en  particulier  la  formule  suivante,  donnée  par  H.  Liou- 
ville  (Journal  de  math.,  2e  série,  t.  Il), 

x  x*  x*  x4 

m 

7.  Pour  revenir  à  l'objet  principal  de  celte  note,  je  ferai  remarquer  que, 
de  la  propriété  fondamentale  de  la  fonction  <? 

(7)  m  =  2<p(rf), 

résulte  le  développement  suivant  : 

w  fW^+^r^  +  ^r^ 

Posons  maintenant,  quel  que  soit  le  nombre  premier  a,  f[an)=an-t(a—  1), 
il  est  clair  que,  d'après  la  formule  (4),  on  aura 

ft(m)  =  a*&\..  =  ro,    et   /,(m)  =  a*-W-1...(ii--l)(&— 1). 

D'où,  en  se  reportant  à  la  formule  (7), 

?(m)  =  a*-1^-1...(«-l)(P-l). 
Telle  est  l'expression  que  je  voulais  déduire  de  la  relation  (7)  (*). 

(*)  Depuis  que  cette  note  a  été  écrite,  j'ai  reconnu  que  la  proposition  attribuée  à 
M.  Dedekiûd  appartenait  en  réalité  à  M.  Liouville.  (Voy.  Journal  de  math.,  '!•  série,  t.  II, 
p.  110. 
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Sur  quelques  propriétés  des  courbes  gauches  fermées; 
par  M.  Flte  Saihte-Marie. 

(Séance  du  22  janvier  1873) 

Soit  S  une  courbe  gauche  fermée  quelconque;  je  suppose  cette  courbe 
parcourue  dans  un  sens  déterminé,  et  en  chaque  point  m  de  la  courbe  je 
mène  une  tangente  dirigée  à  partir  de  ce  point  dans  le  sens  suivant  lequel 
est  parcouru  sur  la  courbe  l'élément  contenant  m.  Par  un  point  0  quel- 
conque de  l'espace,  je  mène  une  série  de  droites  parallèles  à  ces  tangentes 
et  dirigées  dans  le  même  sens.  Les  parallèles  ainsi  menées  déterminent  un 
cône  dont  le  sommet  est  en  0.  Ce  cône  trace  sur  une  sphère  décrite  du 
point  0  comme  centre  une  courbe  <r  que  je  supposerai  continue;  ce  qui 
revient  à  admettre  que  la  courbe  S  ne  présente  ni  point  anguleux,  ni  point 
de  rebroussement  ;  la  courbe  gauche  S  étant  fermée,  la  courbe  sphérique  ? 
Test  aussi,  et  l'on  démontre  aisément  que  tout  grand  cercle  de  la  sphère 
est  coupé  par  cette  dernière  au  moins  deux  fois,  soit  en  deux  points  dis- 
tincts, soit  suivant  un  point  double  de  la  courbe. 

En  recherchant  quelles  dispositions  peut  présenter  la  courbe  <r  pour 
satisfaire  à  cette  condition,  et  en  supposant  que  la  courbe  <r  ne  présente  elle- 
même  ni  point  anguleux  ni  point  de  rebroussement,  pn  arrive  aux  conclu- 
sions suivantes  : 

1°  Soit,  sur  la  courbe  <r,  2n  le  nombre  des  points  d'inflexion  (j'entends, 
par  point  d'inflexion  sur  une  courbe  sphérique,  un  point  où  la  courbe  est 
traversée  par  le  grand  cercle  qui  lui  est  tangent  ;  le  nombre  de  ces  points 
est  nécessairement  pair);  soit  vl  le  nombre  des  points  doubles  et  n"  le  nombre 
des  couples  de  points  diamétralement  opposés  ;  la  somme  n-\-nf  est  au 
moins  égale  à  2  ;  si  cette  somme  n'est  pas  plus  grande  que  2,  n"  est  au 
moins  égal  à  2;  mais  si  n-\-ri  est  égal  à  3  ou  plus  grand  que  3,  n"  peut 
être  nul. 

2°  La  longueur  totale  de  la  courbe  <r  est  toujours  plus  grande  qu'une 
circonférence  de  grand  cercle. 

A  ces  propriétés  de  la  courbe  sphérique  <r  correspondent  des  propriétés 
analogues  de  la  courbe  gauche  S  : 

1°  Le  nombre  des  points  où  la  courbe  S  n'est  pas  traversée  par  son  plan 
osculatcur  est  toujours  pair  ;  soit  2n  ce  nombre.  Si,  la  courbe  S  étant  sup- 
posée parcourue  dans  un  sens  déterminé,  n!  désigne  le  nombre  des  couples 
d'éléments  parallèles  et  parcourus  dans  le  même  sens,  n"  le  nombre  des 
couples  d'éléments  parallèles  et  parcourus  en  sens  contraire,  la  somme 
n-\-n'  est  au  moins  égale  à  2  ;  si  cette  somme  n'est  pas  plus  grandi;  que  2, 
n"  est  au  moins  égal  à  2  ;  mais  si  n-t-n'  est  égal  à  3  ou  plus  grand  que  3, 
n"  peut  être  nul. 


^ 


—  sa- 
li est  entendu,  dans  cet  énoncé,  que  la  courbe  S  ne  présente  ni  point- 
anguleux,  ni  point  de  rebroussement,  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  courbe 
image  a. 

2e  Si  la  courbe  S  ne  présente  ni  point  anguleux,  ni  point  de  rebrousse- 
ment,  la  courbure  totale  de  première  espèce  de  la  courbe  entière  est  tou- 
jours plus  grande  que  2*. 

A  ces  propositions,  on  peut  ajouter  la  suivante  : 

Toute  courbe  sphérique  n,  telle  qu'aucun  grand  cercle  de  la  sphère  ne 
puisse  ta  laisser  entièrement  d'un  même  coté,  peut  être  considérée  comme 
la  courbe  image  d'une  courbe  gauche  fermée. 


Sur  un  dodécaèdre  antique,  conservé  au  musée  du  Louvre, 

par  H.  le  comte  L.  Hugo. 

(Séance  du  32  janvier  1S73) 

Je  viens  signaler  à  l'attention  de  la  Société  un  objet  appartenant  au 
musée  du  Louvre,  et  qui  a  un  caractère  géométrique. 

On  sait  le  rôle  important  donné  aux  corps  réguliers  dans  l'antiquité  ;  les 
idées  platoniciennes  les  assimilaient  aux  éléments  de  la  nature.  Quoi  qu'il 
en  soit,  il  est  intéressant  de  constater  que  certains  solides  réguliers  avaient 
été  adoptés  comme  formes  industrielles.  Le  cube  des  anciens  est  arrivé 
jusqu'à  nous  à  l'état  de  tessèrcs,  de  dés  à  jouer  ;  je  ne  ( 
exemple  du  tétraèdre  ;  l'icosaèdre  est  une 
figure  trop  compliquée,  sans  doute,  pour 
avoir  été  suivie  par  les  artisans,  mais  il  n'en 
est  pas  de  même  du  dodécaèdre. 

J'ai  remarqué  dans  une  vitrine  de  la  salle 
des  bronzes  un  objet,  probablement  un 
brûle-parfum,  affectant  la  figure  du  dodé- 
caèdre régulier  :  c'est  un  objet  creux,  et 
dont  les  faces  présentent  des  ouvertures 
circulaires;  de  petites  sphères  placées  sur 
les  sommets  servent  de  pieds  dans  toutes 
les  positions  possibles  de  l'objet;  la  patine 

est  verte,  et  l'aspect  ne  manque  pas  d'élégance.  L'idée  de  purification  qui 
s'attache  à  un  brule-parfum  n'est  pas  en  désaccord  avec  ta  notion  de  bonne 
santé  que  les  pythagoriciens  attribuaient  aux  figures  pentagonales,  telles 
que  les  faces  de  notre  dodécaèdre.  Ce  petit  bronze  a  environ  deux  pouces  de 
hauteur  ;  un  second  objet  analogue  est  placé  à  coté  du  premier,  et  n'en  dif- 
fère que  par  quelques  détails.  A  l'état  neuf  et  brillant,  ces  dodécaèdres  mé- 
talliques devaient  flatter  les  regards  par  un  certain  air  de  richesse  et  par 
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la  régularité  de  leur  ornementation.  Cependant,  les  ouvertures  circulaires 
d'une  même  pièce  sont  de  dimensions  très-différentes.  Ces  objets  assez  énig- 
matiques  ne  sont  pas  compris  dans  la  première  partie  du  catalogue,  la  seule 
qui  soit  encore  publiée. 

Quant  à  l'octaèdre  régulier,  il  existe  un  dé  en  ivoire  présentant  cette 
figure  dans  le  Musée  égyptien,  et  on  en  trouverait  sans  doute  d'autres  dans 
les  diverses  collections  de  l'Europe. 


Théorème  nouveau  sur  les  factorielles;  par  H.  Désiré  André. 

(Séance  du  5  février  1873) 

1 .  À  étant  un  nombre  entier  et  positif,  on  sait  qu'on  appelle  factorielle 
de  À,  et  que  Ton  désigne  par  À!,  le  produit  1.2  5.. .A  des  A  premiers 
nombres  entiers. 

On  sait  aussi  que,  a19  a,,...,  a„  étant  des  entiers  positifs  quelconques  dont 
la  somme  est  N,  le  quotient 

N! 

est  un  nombre  entier  :  c'est  un  théorème  connu,  que  Ton  peut  démontrer 
soit  directement,  en  prouvant  que  tout  facteur  premier  qui  entre  au  déno- 
minateur entre  au  numérateur  au  moins  autant  de  fois,  soit  indirectement, 
en  remarquant  que  celte  expression  représente  le  nombre  de  certaines  per- 
mutations avec  répétitions  de  N  lettres,  nombre  qui,  par  sa  nature,  est  for- 
cément entier. 

Nous  nous  sommes  demandé  s'il  ne  serait  pas  possible  de  trouver,  dans 
certains  cas,  un  nombre  moindre  que  N  dont  la  factorielle  fût  divisible  par 
le  produit  des  factorielles  de  «t.  aj,...,  «n.  C'est  le  théorème  auquel  nous 
a  conduit  cette  recherche  que  nous  nous  proposons  de  faire  connaître. 

2.  Mais  ce  théorème  repose  sur  un  mode  de  classificalion  des  systèmes 
de  nombres  entiers  qui  nous  parait  tout  ù  fait  nouveau,  auquel  nous  avons 
été  conduit  par  celte  même  recherche,  et  que  nous  devons  exposer  d'abord. 

Soient  a19  04,...,  an  n  nombres  entiers  quelconques.  Il  existe  des  fao 
teurs  entiers,  supérieurs  à  l'unité,  qui  sont  communs  à  deux  de  ces  nom- 
bres ;  d'autres  qui  sont  communs  à  trois,  à  quatre,  et  ainsi  de  suite.  Nous 
appellerons  facteurs  le  plus  communs  ceux  qui  sont  communs  au  plus 
grand  nombre  possible  des  entiers  a,  et  nous  dirons  que  l'ensemble  de  ces 
entiers  a  forme  un  système  premier  d'ordre  k,  s'il  y  a  k  de  ces  entiers  qui 
ne  soient  pas  divisibles  par  l'un  des  facteurs  le  plus  communs. 

D'après  cette  définition,  si  les  n  nombres  at,  a*,...,  a»  ne  sont  pas  premiers 
entre  eux,  ils  forment  un  système  premier  d'ordre  0;  s'ils  sont  premiers 
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entre  eux  deux  à  deux,  ils  forment  un  système  premier  d'ordre  n — 1  ;  s'ils 
sont  premiers  b  à  b,  expression  inusitée,  mais  dont  on  voit  immédiatement 
le  sens,  ils  forment  un  système  premier  d'ordre  n —  6 -M  ;  enfin,  s'ils  se 
réduisent  tous  à  l'unité,  c'est  un  système  premier  d'ordre  n. 

3.  Cela  posé,  voici  le  théorème  annoncé  : 

Théorème  .  —  Si  les  nombres  entiers  au  a„ . . . ,  a*,  dont  la  somme  est  N,  for- 
ment  un  système  premier  d'ordre  k,  le  quotient 

(N-*)! 


•i  !  ftg  !  ctj  !  ...  An  ! 


est  un  nombre  entier. 

Nous  le  démontrerons  en  prouvant  que  tout  nombre  premier/?,  qui  entre 
comme  facteur  au  dénominateur,  entre  comme  facteur  au  numérateur  un 
nombre  de  fois  au  moins  égal. 

Supposons  que  ce  nombre  premier  p  entre  comme  facteur  x  fois  au  déno- 
minateur, y  fois  au  numérateur. 

Nous  avons,  d'après  une  formule  bien  connue, 


f=oe    t  —  n 


=22® 

1=1     lai 

-2<&> 


1—1 

H  suffît  de  prouver  que  l'on  a 

y>x. 

Or  cette  inégalité  sera  évidemment  démontrée,  si  l'on  démontre  l'inéga- 
lité suivante 

i=» 


fi^ïô).  ' 


*=1 
et,  a  fortiori,  si  l'on  démontre  celle-ci 


1=» 


e-ï>2(î} 

f=i 


dans  laquelle  d  représente  un  nombre  entier  quelconque  supérieur  à 
l'unité. 
Pour  démontrer  cette  dernière  inégalité ,  divisons  par  d  chacun  des 
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nombres  «4,  a,,...,  a»:  soient  ql9  ?„...,  qn  les  quotients,  ri9  rtJ...,  r»  les 
restes.  Il  résulte  de  ces  notations  : 


N=d2?'+2r" 


*=t        1=1 

et 

t  =  n  t  =  n 


2(3)-2* 


1=1  l=t 

Donc  la  dernière  inégalité,  celle  qu'il  suffît  d'établir,  revient  à 

'-1  r    As* 

Or  les  nombres  «t,  a,,...,  a»  forment,  par  hypothèse,  un  système  premier 
d'ordre &;  donc,  parmi  les  restes  rly  rs,...,  r„,  &  au  moins  sont  différents 

de  0  ;  donc  V  r,  est  au  moins  égal  à  A:  ;  donc  le  premier  membre  de 
t=i 

l'inégalité  est  au  moins  égal  à  V  qt.  Donc  l'inégalité  considérée  est  démon- 
tât 
trêe,  ainsi  que  le  théorème. 

4.  Nous  terminerons  par  deux  remarques  fort  courtes. 

Premièrement,  lorsque  tous  les  entiers  a  sont  égaux  à  l'unité,  leur  nom- 
bre est  N,  ils  forment  un  système  premier  d'ordre  N,  et  le  théorème  donne 
pour  numérateur  la  factorielle  de  N — N,  c'est-à-dire  la  factorielle  de  zéro, 
ce  qui  n'a  pas  de  sens.  Pour  lever  cette  difficulté,  il  suffit  de  convenir, 

comme  on  le  fait  d'ailleurs  généralement,  que  l'on  regardera  la  factorielle 

{ 

de  zéro  comme  égale  à  l'unité.  Le  quotient  devient  par  suite  T,  ce -qui  est 

1 

bien  un  nombre  entier. 

Secondement,  le  théorème  qui  précède  est  très-général.  On  en  pourrait 
déduire  facilement,  comme  cas  particuliers,  sinon  la  totalité,  au  moins  la 
plus  grande  partie  des  théorèmes  relatifs  à  la  divisibilité,  par  certains  nom- 
bres, des  coefficients,  soit  de  la  formule  du  binôme,  soit  du  développement 
de  la  puissance  mièo,e  d'un  polynôme  quelconque.  •        .  9 
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Théorie  mathématique  des  expériences  de  Pinaud,  relatives  aux  sons 
rendus  par  les  tubes  chauffés;  par  M.  J.  Bourget. 

(Séance  du  5  février  1873) 


INTRODUCTION 

En  1835  (*),  Pinaud,  professeur  de  physique  à  Toulouse,  a  fait  connaître 
et  a  étudié  un  phénomène  acoustique  remarquable  qui  se  produit  quand  on 
laisse  refroidir  un  tube  thermométrique  à  l'extrémité  duquel  est  soufflée 
une  boule.  Si,  après  avoir  chauffé  assez  fortement  la  boule,  on  la  retire  de 
la  flamme,  l'air  extérieur,  en  rentrant  par  le  tube,  produit  un  son  très-pur. 

Pinaud  a  étudié  avec  soin  la  liaison  qui  existe  entre  la  hauteur  du  son 
produit  et  les  divers  éléments  de  l'appareil.  Dans  son  mémoire,  il  formule 
ainsi  les  trois  lois  générales  auxquelles  il  est  arrivé  : 

lro  Loi.  —  Le  son  produit  dans  un  tube  de  verre  terminé  par  une  boule 
échauffée  est  d'autant  plus  grave  que  le  tube  est  plus  long,  toutes  choses 
égales  d'ailleurs. 

2e  Loi.  —  La  longueur  et  le  diamètre  du  tube  restant  les  mêmes,  le  son 
est  d'autant  plus  grave  que  la  boule  qui  termine  le  tube  a  un  plus  grand 
diamètre. 

3e  Loi.  —  Toutes  choses  égales  d'ailleurs,  le  son  produit  est  d'autant 
plus  aigu  que  le  tube  a  un  plus  grand  diamètre. 

Il  a  cherché  ensuite  une  formule  empirique  donnant  le  nombre  des  vibra- 
tions sonores  en  fonction  de  la  longueur  du  tube,  de  son  rayon  et  du  rayon 
de  la  boule.  En  désignant  par  n  le  nombre  des  vibrations  complètes ,  par  l 
la  longueur  du  tube,  par  r  son  rayon,  par  R  celui  de  la  boule,  enfin  par  C 
un  coefficient  constant,  il  a  trouvé  qu'on  pouvait  prendre 

r* 

a,  6,  7  étant  des  constantes  données  par  l'expérience.  Son  mémoire  n'in- 
dique par  les  valeurs  qu'il  a  trouvées  pour  ces  constantes. 

Les  expériences  de  Pinaud  ont  été  répétées,  d'abord  par  C.  Marx(**),  puis 
par  M.  Sondhaus  (***).  Ce  dernier  a  donné  une  formule  très-simple  pour  dé- 

0  V  Institut,  t.  III,  p.  366;  1835.  —  J'ai  pris  la  plupart  des  renseignements  historiques 
qui  suivent  dans  l'excellente  analyse  des  travaux  de  M.  Sondhaus  sur  ce  sujet,  faite  par 
M.  Bertin  {Annales  de  chimie  et  de  physique,  A"  série,  t.  XXV,  p.  207  ;  1872). 

('*)  Erdmanris  Journal  f.  praki.  Chem.,  t.  XXII,  p.  429;  1841. 

D  iiftn.  de  Pogg.t  t.  LXXIX,  p.  1  ;  1850.  -  Itid.,  t.CXL,  p.  53-76  et  210-242. 


) 
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terminer  le  nombre  n  des  vibrations  doubles.  En  nommant  V  le  volume  de 
la  boule,  L  la  longueur  du  tube  thermométrique,  S  sa  section,  on  f 


(D  n  =  C^L, 


G  est  une  constante  égale  à  52,2  ,  si  le  mètre  est  pris  pour  unité  de  lon- 
gueur. Cette  formule  est  sensiblement  d'accord  avec  l'expérience,  mais 
H.Sondhausnedonne  aucune  raison  théorique  qui  permette  de  la  regarder 
comme  représentant  vraiment  les  lois  du  phénomène. 

H.  Sondhaus  a  été  plus  loin,  il  a  étudié  le  cas  de  plusieurs  tubes  soudés 
au  même  réservoir.  Si  deux  tubes  égaux  sont  soudés  à  une  boule  aux  extré- 
mités du  même  diamètre,  il  suppose  qu'il  se  forme  un  plan  nodal  perpen- 
diculaire à  la  ligne  des  tubes,  et  qui  divise  la  boule  en  deux  parties  égales 

V 

de  volume  -^ ,  de  telle  sorte  qu'on  doit  avoir 


(2)  »=C  y/«. 


Celte  formule  empirique  est  encore  d'accord  avec  l'expérience. 

Dans  le  cas  où  plusieurs  tubes  (S,L),  (S',L'),  (S",L")  sont  soudés  à  un 
même  réservoir  de  volume  V,  H.  Sondhaus,  se  fondant  sur  le  même  prin- 
cipe, écrit  pour  ce  système  complexe 


(3) 


■=V: 


s    s;    s^ 

L^L'  +  L" 


Les  expériences  qu'il  rapporte  pour  3  et  4  tubes  sont  toutefois  peu  con- 
cluantes, l'appareil  ne  vibrait  qu'avec  beaucoup  de  difficultés. 

Je  me  propose  de  faire  connaître  les  lois  véritables  des  phénomènes  ob- 
servés par  Pinaud  et  M.  Sondhaus.  Le  problème  à  résoudre  est,  comme  on 
verra,  assez  facile,  en  s'appuyant  sur  les  principes  donnés  par  Duhamel, 
dans  son  mémoire  sur  les  tuyaux  à  cheminée. 

Les  formules  auxquelles  j'arrive  sont  compliquées.  La  détermination  de 
n  dépend  en  réalité  d'une  équation  transcendante,  mais  en  tenant  compte 
de  cette  circonstance  que  la  section  S  des  tubes  thermométriques  est  très- 
faible  par  rapport  à  celle  du  réservoir,  je  retombe  précisément  sur  les  for- 
mules de  M.  Sondhaus. 

Ces  formules  pourront  donc  désormais  être  regardées,  au  point  de  vue 
physique,  comme  théoriques,  puisqu'elles  donnent  une  valeur  suffisamment 
approchée  des  nombres  fournis  par  les  formules  véritables. 


—  89  — 


ANALYSE 


1.  Imaginons  un  réservoir  AB  cylindrique  de  longueur  l  et  de  section  S, 
et,  suivant  son  axe,  un  tube  thermométrique  soudé  BC  de  longueur  {'  et  de 
section  S'.  Supposons  qu'il  s'établisse  dans  cet  appareil  un  mouvement  vi- 
bratoire, tel  que  tous  les  points  d'une  même  trancha,  perpendiculaire  à 
Taxe  du  tube,  aient  le  même  mouvement  parallèle  à  Taxe.  Désignons  par 
x  la  distance  au  point  A  d'un  point  quelconque  de  AB  et  par  x'  la  distance 
au  point  B  d'un  point  quelconque  de  BC. 

Les  équations  du  mouvement  vibratoire  sont  (voy.  Duhamel,  Mécanique) 

{  *  dt*  dx*'     dt*  daf* 

La  première  se  rapporte  au  mouvement  de  l'air  dans  le  réservoir ,  la  se- 
conde au  mouvement  de  1  air  dans  le  tube  étroit.  Dans  ces  équations,  a 
désigne  la  vitesse  du  son  dans  le  réservoir,  al  la  vitesse  du  son  dans  le 
tube  étroit  ;  on  sait  que  ces  nombres  sont  un  peu  moindres  dans  les  tuyaux 
sonores  qu'à  l'air  libre,  et  que  la  perte  de  vitesse  est  d'autant  plus  grande 
que  les  tubes  sont  plus  étroits,  voilà  pourquoi  nous  prenons  des  nombres 
différents  pour  les  deux  parties  de  l'appareil. 

La  vitesse  v  en  un  point  quelconque  et  à  une  époque  quelconque  s'obtient 
par  la  formule 

«         -i  -  *•%■ 

La  densité  variable  p  est  liée  à  la  densité  à  l'état  d'équilibre  D  par  la  re- 
lation p  =  D(l  -4-  *),  et  s  est  une  fonction  de  x  et  de  f ,  nommée  condensation, 
que  l'on  obtient  par  la  formule 

2.  Cela  posé,  le  problème  à  résoudre  est  celui-ci  : 

Trouver  des  fonctions  y  et  y  satisfaisant  aux  équations  (\),eten  même  temps 
aux  conditions  aux  limites  relatives  à  V appareil  et  aux  conditions  initiales  que 
nous  laisserons  arbitraires. 

Les  conditions  aux  limites  sont  : 

1°  Qu'en  A  la  vitesse  de  l'air  soit  nulle  ; 

2°  Qu'en  B,  point  de  raccord  des  deux  tubes,  les  vitesses  des  deux  tran- 
ches infiniment  minces  contiguës  soient  en  raison  inverse  des  sections  des 
tubes  auxquels  elles  appartiennent,  afin  qu'il  y  ait  continuité  dans  le  fluide  ;  . 

3°  Qu'en  C  la  condensation  soit  nulle,  puisque  la  dernière  tranche  du 
tube  est  en  contact  avec  l'atmosphère. 
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3.  Nons  pouvons  satisfaire  à  toutes  ces  conditions  au  moyen  des  formules 
suivantes 
,  .*  (  ?  =  (A  sin M  4- B  cos U)u, 

1  '  (  Y  =  (A  sin  M  +  B  cos  M)iï, 

u  et  v!  étant  deux  fonctions,  l'une  de  x,  l'autre  de  x' ,  telles  que 

— •      -    =0 
.(Le*      a* 
(5)  / 

de  telle  sorte  que  l'on  a 

ti  =  P  sin — hQ  cos—  * 
a  a 

tf  =  P'  SIU  -r  -h  tf  COS  — . 

Dans  ces  équations,  À,  B,  P,  Q,  P\Q',  \  sont  des  constantes,  qu'il  s'agit  de 
déterminer.  Or  ; 

1°  Au  point  A,  la  vitesse  v  =  -j-  est  nulle  à  toute  époque  du  mouve- 
ment; donc 
(7)  P  =  0,    Q  =  arbitraire. 

2*  Au  point  B,  x  =  /  et  x'  =  0,  la  condensation  doit  être  identique  pour  les 
extrémités  contiguës  des  deux  colonnes;  donc 

(S)  Psin-+Qcos-  =  Q\ 

a  a 

Les  deux  vitesses  sont  en  raison  inverse  des  sections;  donc 

(9)  ^Pcos--Qsin-/)  =  S>. 
w  a\         a  a/      a' 

5°  Au  point  C,  la  condensation  est  nulle  ;  donc 

(10)  Psin-^H-0'cos^=0. 

De  ces  équations  nous  tirons,  en  faisant  Q  =  1, 

P= ô;sin-, 

a  S'       a 

(/rrCOS-; 
a 
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tfS    .    xi  .   xi'  ,        xi      xi'      A 
,—  57  sin  -  sin  -7  -h  cos  —  COS  -r  =  0, 
'a  S'       a       a'  a       a' 


par  suite 


ou  enfin 

On  voit  que  >  est  déterminé  par  l'équation  transcendante  (12),  F  et  Q*  par 
les  équations  (H),  P  et  Q  par  les  équations  (7),  et  que  A  et  B  restent  com- 
plètement arbitraires.  Nous  aurons  donc,  pour  solution  particulière,  les 
équations  (4)  unies  aux  équations 

Ixx 
u  =cos — , 
a 
xl      Xsf      a*  S    .    xi  .    Xx* 
uf  =  cos  —  cos  —; ^r  sm  -  sin  -7. 
a        a?       a  &       a         a' 

La  solution  particulière  que  nous  venons  de  trouver  correspond  à  un 

mouvement  vibratoire  simple  et  possible,  résultant  d'un  état  initial  facile  à 

trouver  en  faisant  f  =  0, 

Dx   .    Xx 
v0  =  —  B-  sm — 9 
a       a 


(14) 


D  X  f      Xl  .    Xxf      a?  S    .    Xi       Xafl 
*0  =  —  B—  I  cos-  sm  -r  +  --  sin- cos -r  I, 
0  a'[_      a        a*      a  S'       a        a?  J 


AX       Xx 

-  cos  — 

a*        a 


80  =r  —  -—  COS  —  9 


AX/       Xi       Xsf      a'S    .    Xi  .    )^\ 

*0  = r:[  COS -COS  -r ^.Sin  —  SH1  — j  )• 

0  a'*\       a        a'       a  S'       a        a'/ 

Mais,  comfie  cet  état  initial  particulier  serait  impossible  à  réaliser  dans  la 
pratique,  le  mouvement  observé  est  plus  complexe  que  celui  que  les  équa- 
tions (4)  et  (13)  définissent.  Nous  allons  montrer  que  le  mouvement  vibra- 
toire le  plus  général  peut  être  regardé  comme  résultant  de  la  superposition 
d'un  nombre  fini  ou  infini  de  ces  mouvements  simples.  11  nous  suffira  donc 
ensuite  d'étudier  les  propriétés  de  ces  mouvements  simples  pour  connaître 
les  lois  physiques  du  phénomène  de  Pinaud,  puisque  notre  oreille  décom- 
pose instinctivement  le  mouvement  général  en  ces  mouvements  élémen- 
taires qui  correspondent  chacun  à  un  son. 

4.  Intégrale  générale.  —  Pour  arriver  rapidement  à  l'intégrale  générale, 
nous  avons  besoin  d'un  lemme  préliminaire. 

Lemme.  —  Nommons  ut  et  ut'  les  valeurs  des  fonctions  u  et  u' pour  une  racine 
>t,  autre  que  >,  de  r  équation  transcendante  (12);  on  a  identiquement  la  relation 


(15)  _       •  1/^+1^,^=0. 
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En  effet,  des  équations  (5)  auxquelles  satisfont  u,  uiy  u',  ut',  on  tfre 

d*ut  d*u   ,    a;  —  X*  A# 

par  suite,  en  multipliant  par  dx  et  intégrant  de  0  à  /, 

/   du,'        du\l      >»— >*  rl      .       A 


de  même 


/     du*.        ,  du*V      À*  — X«   rv  ,  ,AmJ     a 


donc 


■/  du{         du\      c/  dut         du\       C//  ,dut         ,dt*'\       Q,/    du[       .du'\ 

Or  le  second  et  le  troisième  terme  de  la  première  ligne  de  cette  équation 
sont  identiquement  nuls,  puisqu'en  A  la  vitesse  est  nulle  et  qu'en  C  la  con- 
densation est  nulle  à  toute  époque;  les  deux  termes  extrêmes  de  la  même 
ligne  s'annulent,  car  au  point  B 

du{       c,  du\  ,         du      c,  du* 

donc  le  lemme  est  démontré,  car  dans  la  seconde  ligne  de  cette  équation 
>*!  —  >*  est  nécessairement  différent  de  zéro. 

Cela  posé,  je  dis  qu'en  désignant  par  2  la  somme  des  termes  tels  que 
(4),  correspondant  aux  diverses  racines  en  nombre  infini  de  l'équation 
(12),  l'intégrale  générale  des  équations  (i),  satisfaisant  non-seulement  aux 
conditions  aux  limites,  mais  à  des  conditions  initiales  arbitraires,  sera 
donnée  par  des  équations  de  la  forme 


..fi.  j?  =  Z(AsinXi  +  BcosXf)u, 

1    '  (  ©'  =  2  (A  sin  x*  -f  B  cos  u)tt. 


A  et  B  variant  d'un  terme  à  l'autre  avec  l. 

Il  suffit  pour  cela  de  démontrer  que  l'on  peut  choisir  les  constantes  A  et 
B  de  chacun  des  termes  de  la  série,  de  manière  à  avoir  les  identités 

|xBm  =F(x),    iBu'^F^), 

K     '  (2AXtt  =  /Vc),     2k\u,=fl(x'). 

% 

Nous  désignons  par  F'(x)  la  fonction  arbitrairement  donnée  de  ^  repré- 
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sentant  la  vitesse,  T(x)  en  est  la  fonction  primitive  ;/\'#)  représente  la  fonc- 
tion arbitraire  de  x  qui  donne  la  condensation  initiale. 

Multiplions  maintenant  par  udx,  u'dx  les  deux  équations  qui  renferment 
B,  intégrons  et  ajoutons  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 

S     S' 

~i>  -jt;  nous  aurons,  en  séparant  les  divers  termes, 

S   rl  S'   rr 

Hais,  en  vertu  du  lemme  démontré,  tous  les  termes  du  premier  membre, 
autres  que  le  premier,  sont  identiquement  nuls,  el  l'on  a 

-5/  uY(x)dx  +  -      u'F^daf 
(18)  B=  -    °  Jo 


de  môme 


s  rl  S'  rf 

-  I  uf[x)dx  +  —^  I    u'UWdx* 
-  /  u*dx  +  -^  I    «' W 

• 

Les  équations  (18)  et  (19)  déterminent,  comme  on  voit,  sans  absurdité, 
les  valeurs  des  coefficients  de  chacun  des  termes  des  séries  (16),  au  moyen 
des  conditions  initiales  arbitrairement  données.  Donc  le  mouvement  le  plus 
général  résulte  bien  de  la  superposition  d'une  infinité  de  mouvements 
simples,  définis  chacun  par  les  équations  (4).  Comme,  d'ailleurs,  notre 
organe  d'audition  a  la  propriété  remarquable  de  percevoir  séparément  cha- 
cun de  ces  mouvements  composants,  tout  en  percevant  par  le  timbre  leur 
ensemble,  on  voit  que  l'étude  des  mouvements  simples  est  seule  importante 
au  point  de  vue  physique.  Il  était  néanmoins  nécessaire  d'étudier  l'intégrale 
complète,  afin  d'être  assuré  que  les  mouvements  donnés  par  les  équations 
(4)  sont  les  seuls  qui  composent  le  mouvement  général. 

5.  Propriétés  des  mouvements  simples.  —  Les  équations  qui  donnent,  dans 
un  mouvement  simple,  la  vitesse  et  la  condensation,  sont  les  suivantes 

v  =  -j? = —  (A  sin  )t  -*-  B  côsXJ)  -  bin  — , 
ax  a       a 

(20)  ( 

&  =  —  =  —  (Asm  M  -f-  Bcos  >*)-;(  cos-sm-r-h-rnsiii  — cos-7  ), 
dx*         K  la?\      a       a'       aW      a       a'  J 
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x  )x 

«  = *  (À  cos  Xi — BsûiAiJcos-, 

a*  a 

(21) 


X  /4         A     «  .     ,x/      M      laf     a?S    .    il  .  XaA 

i'  = 5(ÀcosXf— Bsinxm  cos— cos— r «tsin  — sm  —  J. 

a* x  '\      a       a'      a  S'       a       a'/ 

Ces  équations  montrent  que  ce  mouvement  est  périodique,  le  temps  T  de 
la  période  est 


par  suite»  le  nombre  de  vibrations  doubles  par  seconde  est 
(22,  H  =  £. 

Pour  avoir  le  son  fondamental  de  l'appareil,  il  faut  chercher  la  plus  petite 
racine  de  l'équation  (12) 

Sans  résoudre  cette  équation,  nous  voyons  que  : 

1°  X  augmente  si  S'  augmente,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  c'est  la 
troisième  loi  de  Pinaud  ; 

2°  X  diminue  si  S  augmente,  toutes  choses  égales  d'ailleurs ,  c'est  la 
seconde  loi  de  Pinaud; 

5°  X  diminue  si  /'  augmente,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  c'est  la  pre- 
mière loi  de  Pinaud  ; 

4°  X  diminue  si  l  augmente,  toutes  choses  égales  d'ailleurs ,  c'est  un  ré- 
sultat conforme  à  la  seconde  loi  de  Pinaud. 

Nous  pouvons  maintenant  remarquer  que  le  second  membre  est  petit, 

S'  \l    XZ' 

parce  que  •«  est  une  petite  fraction  ;  donc  —   —,  sont  de  petits  arcs;  donc 

on  peut  poser  approximativement 

x/     x/     1  x3/s 

,g  a!  —  a' +  5  a'*  ; 
par  suite 

Nous  avons  donc,  pour  détei miner  X,  l'équation 
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V  étant  le  volume  S/  du  réservoir.  De  là  on  tire  approximativement  la  for- 
mule 

d'où  enfin 


Si  on  néglige  encore  la  seconde  partie  du  radical,  ou  obtient  la  formule 
plus  simple  de  M.  Sondhaus 

Si  nous  prenons  pour  a  la  vitesse  333m,  nous  trouvons 

£=52,8. 

On  voit  donc  que,  si  nous  prenons  pour  a  une  vitesse  légèrement  plus 
faible  que  la  vitesse  à  l'air  libre,  nous  retombons  précisément  sur  la 
constante  de  M.  Sondhaus  52,2.  Ce  résultat  nous  semble  confirmer  d'une  ma- 
nière remarquable  la  justesse  de  notre  théorie. 

D'ailleurs,  on  voit  par  la  formule  (23)  que  N  est  plus  faible  que  le  résultat 

a      /"S7" 
•ç-  i/ -r=y  ;  donc  il  n'est  pas  étonnant  que  M.  Sondhaus,  déterminant  par 

expérience  la  constante  C  de  la  formule 


N=cy/J, 


ait  trouvé  un  nombre  plus  faible  que  tr-. 

En  prenant  les  expériences  de  H.  Sondhaus,  jJai  vérifié  que  le  second 
terme  du  radical  de  la  formule  (23)  est  insensible  ;  on  peut  donc,  au  point 
de  vue  physique,  s'en  tenir  à  la  formule  (24). 

6.  La  formule  (24)  montre  que,  si  /'  est  réduit  à  moitié,  N  est  multiplié  par 
^2=4,414;  donc  la  note  rendue  par  le  tube  réduit  à  moitié  serait  un 
fa  #  par  rapport  à  la  note  primitive  considérée  comme  un  ut.  Pinaud  a  tou- 
jours trouvé  la  quinte,  et  par  suite  le  rapport  1,5  à  la  place  du  rapport  1,41. 
Voici  le  résumé  de  ses  expériences. 
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EXPÉRIENCES  DE   PINAUD 


UiftMr  ii  tibt 


Première  expérience. 

letes  talées 
Ittei 

NtMdlfll 


par  la  drailt 
4t  Serikiis 


ti  pouces 


5 


4  — 
3  — 
2      — 


ut 

ré? 

mi 

sol 

si 


1 

1,122 

1,259 

1,498 

1,888 


1 

1,058 
1,225 
1,414 
1.732 


Deuxième  expérience. 

8      —  ut      1  1 

6      —  mib  1,189       1,154 

4     —  sol     1,498       1,414 


Troisième  expérience. 

Iitet  tinta 
Uifim  ii  tik  Mes  tir  la  (kmIi 

/'  eateatfies  le  S«i4hais 

12  pouces       ut      1  1 

10      —  ré?    1,122       1,058 

9      —  mib  1,189       1,154 

Sixième  expérience. 

9      —  ut        1  1 

8      —  ut*  haut  1,080  1,060 

6      —  mi       1,259  1,225 

4,5  —  sol       1,498  1,414 

5      —  si         1,888  1,752 


Ces  expériences  montrent  nettement  que  la  formule  de  H.Sondhaus  n'est 
encore  qu'une  formule  approximative,  et  il  y  a  ceci  de  remarquable  que 
l'intervalle  théorique  est  toujours  plus  faible  que  l'intervalle  observé.  On 
explique  cette  anomalie  comme  nous  avons  expliqué  les  perturbations  ob- 
servées par  Wertheim  dans  les  tuyaux  sonores  (Comptes  rendus  de  l'Acadé- 
mie des  sciences,  t.  LXXIII,  p.  1205). 

L'équation  aux  dérivées  partielles  que  nous  avons  intégrée  doit  être  cor- 
rigée d'un  terme,  et  tout  se  passe  alors  comme  si  les  carrés  des  nombres  de 
vibrations  étaient  diminués  d'une  quantité  constante.  De  cette  loi  résulte  que 
l'intervalle  de  deux  sons  est  plus  grand  que  celui  qui  est  donné  par  la 
théorie,  où  n'intervient  pas  ce  terme  perturbateur. 


TOTAUX  A  BEXFLEMENT  TORTANT  DEUX  TUBES 


7.  Imaginons  un  premier  tube  étroit  de  section  S  et  de  longueur  /,  dési- 
gnons-le par  AB.  A  la  suite,  sur  le  même  axe,  se  trouve  un  tube  plus  large  BG 
d^  section  S'  et  de  longueur/'.  Knfin,  à  la  suite,  sur  le  môme  axe,  se  trouve 
un  tube  CD  de  section  S"  et  de  longueur  /".  L'appareil  est  ouvert  aux  deux 
extrémités.  Après  avoir  chauffé  le  réservoir,  on  le  laisse  refroidir,  l'air 
rentre  par  les  deux  tubes  étroits,  un  mouvement  vibratoire  s'établit  dans 
l'appareil,  ou  demande  les  lois  de  ce  mouvement. 

Nous  désignerons  par  x  la  dislance  au  point  A  d'un  point  quelconque  de 
AB,  par  x'  la  distance  au  point  B  d'un  point  quelconque  de  BC,  para:"  fa 
distance  au  point  C  d'un  point  quelconque  de  CD. 

Les  équations  ditïérentierlles  du  mouvement  sont 


dt  — °  dxV 


(25) 


dt* 


=  a 


>a 


rfy 


dt*  dx'*' 
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11  faul  intégrer  ces  équations  en  satisfaisant  à  des  conditions  initiales 
arbitraires  et  aux  conditions  aux  limites  suivantes  pour  les  extrémités  et  les 
deux  points  intérieurs  B  et  G,  où  il  ne  doit  pas  y  avoir  discontinuité. 

8.  Conditions  aux  limites  : 

1°  Au  point  A,  oùx  =  0,  on  doit  avoir 

(20)  g  =  0. 

2°  Au  point  B,  où  x=l  et#'  =  0,  on  doit  avoir 

(27)  a>Ti-*<W    ct     bàx-brfF 

3°  Au  point  C,  où  x'=r  cl  x"==0,  on  doit  av.^ir 


t  rf»'       \  ai/         d?" 

v     '  a'*  dt       a"*  dx  dx" 

4°  Au  point  D,  où  zJ'  =  l"9  on  doit  avoir 
(29)  ^  =  0. 

0.  Intégrales  particulières.  —  On  peut  satisfaire  aux  équations  (25)  cl  aux 
conditions  aux  limites  précédentes,  en  posant 

!©  =  (A  sin  M  -f-  B  cos  >/)  m, 
9'  =i(Asin)i +  Bcos/J)u' 
ç"  =  (A  sin  U  4-  B  cos  XI)  vT . 

Les  fonctions  u,  u',  a"  satisfont  aux  équations 

d*u       /* 

—  -t--~  u  =0, 

r/.ra       a1 

T7:.4-  -775  tt"=0; 


par  suite,  elles  sont  de  la  forme 

sin hQcos  — » 

a  a 

(32)  (  vf  =  F  sin—  +  Q'  cos  —, 

v    '  1  a'  « 

a  a 

A,  B,  P,  Q,  P',  Q',  P",  Q,f,  >  sont  des  constantes  arbitraires. 

1  7 
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Exprimons  maintenant  que  les  intégrales  (50)*  satisfont  aux  conditions 
aux  limites  (26),  (27),  (28),  (29),  nous  obtiendrons  les  relations  suivantes 


P  quelconque,        Q=0, 

-  (  P  cos Q  sin  -  )  =  -  P', 

a  \  a  a  )      a' 

(33)  \  *  K>,  •    >''  .  n,       3i'\       i   n» 

-il  P  sin  —,  +  Q'  cos  —  \  —  -j5  Q", 

-  P  cos  —  —  Q' sin -,  )  =  -„[>», 
a'\  a'  a'  )      a' 


)/"  kl" 

P"sin-„  +Q'cos^=0. 

or  a 


Nous  en  déduisons 


(34)  V  =  \,  Q  =  0, 

(55  F  =  -57  cos-,     Q'  =  --sin-, 

v    '  a  S'       a  a*        a 


(56) 


fMi     a"  S        >./       XV      a'an  S'    .    à/   .    )./' 

P"  =  —  rr„  COS  -  COS rrj  Sin  —  SI11  -7, 

a  S"       a        a'        a*   b"        a        a' 

-.      a"*  S        Xl  .    >./'      a"*  .    )./       >./' 
Q*~  — -ô^cos-sin    ,  -h--  sin  -cos  -  7, 
aa'S'        a       a'        a*        a         a 


57>   i^O^'^^-^^ 

L'équation  (57)  fait  connaître  ).,  et  les  équations  précédentes  donnent 
P,  Q»  P'>  U',P"»Q"- 11  ne  rosle  d'arbitraires  que  les  constantes  A  et  B. 

10.  Son  fondamental  de  l'appareil.  —  Le  son  fondamental  de  l'appareil, 
d'après  les  formules  (50),  sera  donné  par  la  formule 

(38)  N~, 

N  désignant  le  nombre  des  vibrations  doubles  et  \  la  plus  petite  racine 
de  l'équation  (57). 

Dans  l'équation  (57)  remplaçons  les  tangentes  par  les  arcs,  elle  donnera, 
après  quelques  réductions  faciles, 


>.*  = 


gsS      a"»S'      a*a«*  V*  VV» 


o 


Hais  les  valeurs  de  a,  a',  a"  sont  peu  différentes,  supposons-les  égales,  la 
formule  donnera 
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s    y     **  vv 

Mais  le  dernier  terme  du  numérateur  est  très-petit,  et  peut  encore  être 
négligé  ;  nous  obtenons  donc  enfin 


x  = 
par  suite 


(39) 


n-  a  Kl'1    l" 


Or  cette  formule  est  précisément  celle  de  M.  Sondhaus;  et  la  constante 
a-  est  à  peu  près  égale  à  52,2,  en  prenant  532m  pour  vitesse  du  son. 

11.  Nous  démontrerons  aisément,  en  suivant  une  marche  analogue  à 
celle  que  nous  avons  déjà  suivie  pour  le  cas  des  tubes  de  Pinaud,  que  l'in- 
tégrale générale  peut  être  regardée  comme  la  somme  d'un  nombre  fini  ou 
ivC.m  d'intégrales  simples,  de  la  forme  (30).  D'ailleurs  cette  question  de 
pure  ana.yse  est  sans  importance  pour  la  question  physique  que  nous  trai- 

iii\  puisque  nous  cherchons  les  lois  du  son  fondamental  qui  correspond 
à  un  mouvement  simple. 

12.  On  peut  imaginer  un  appareil  plus  compliqué,  qui  serait  formé  d'une 
suite  de  tubes  étroits,  séparés  par  un  renflement;  notre  analyse  s'étendrait 
facilement  à  l'étude  des  lois  du  son  donné  par  un  pareil  ensemble.  Admet- 
tons, par  exemple,  que  nous  ayons  trois  tubes  et  deux  réservoirs;  appelons 

les  longueurs  successives  de  ces  tubes  ou  réservoirs, 

S,  S',  S",  S'",  S" 

leurs  sections, 

V,  V" 

les  volumes  des  réservoirs;  nous  trouverions,  pour  l'équation  transcendante 
donnant  )., 

TV         trf         rr>/r         rr//f         fT,f  C/  C//  Ct/ 

ii  Lj.      -u—  4-- Z-TT'T'*-—  — -TT'T"  —  —  'lT"T'f 

S^S'^S"     S'"     S,T      SS,f  S'S,T  SS" 

c///  Cm  C///  C/ 

°  T//r///Tl? - rP/f///Tl»  _      TT/r/Tit  __  TT/f/// 

~~XW'  S'S"  SS"  SS"' 

_     °        rr,  r,rr,n  ^_    °        TT//T/W  — „      u      TT/T//     i       ty°        TTtTttT/ffTn  .  A 

S'a"  8S"'  8S"  r  8S"Slf  "~"    * 
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en  admettant,  pour  plus  de  simplicité,  que 


a  =  a'  =  a"  =  a"  =  a1', 


et  en  appelant,  pour  abréger, 

T,  T',  T",  T"\  T* 
les  tangentes  des  arcs 


>/    il    vl"    >./'"    >i" 

»   —  i  •    i  —  »  — 

a      a       a       a        a 


Remplaçons  maintenant  les  tangentes  par  les  arcs,  et  négligeons  les  quan- 
tités petites.  En  supposant  S,  S",  S,v  petits  par  rapport  à  S'  et  S'"  ;  /,  /",  F 
grands  par  rapport  à  V  et  V",  nous  aurons  simplement 


S  .  S"      S"  .  S" 


VJ  ■-»  ***  u 


d'où 


(40) 


/S     S"     iF     s17 
a\/ï  +  'p  ,  F  +  F 


Cette  formule  est  une  généralisation  de  celle  de  M.  Sondhaus,  et  la  com- 
prend comme  cas  particulier. 
12.  Si  Ton  suppose,  en  particulier,    • 

C  Ci? 

on  trouve 


x=s^V ' 


S"  ,  s- 


donc  le  son  rendu  par  ce  nouvel  appareil  sera  un  fa  #  relativement  à  celui 
que  rend  l'appareil  de  M.  Sondhaus. 
Si  nous  supposons 

s_s:_^_s- 

nous  trouvons 
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donc  le  son  rendu  par  notre  nouvel  appareil  serait  l'octave  de  celui  que  ren- 
drait un  tube  fixé  à  V extrémité  d'une  boule  de  V appareil. 

15.  Nous  ne  croyons  pas  que  l'appareil  à  trois  ou  quatre  tubes  fixés  à  un 
même  réservoir  soit  une  généralisation  de  celui  que  nous  avons  étudié,  et 
l'incertitude  des  expériences  de  M.  Sondhaus  sur  cet  appareil  compliqué 
semble  confirmer  noire  opinion. 

14.  Dans  un  aulre  mémoire,  nous  étudierons  les  formules  qu'il  a  données 
pour  les  tuyaux  cubiques,  c'est-à-dire  pour  les  tuyaux  dont  le  diamètre  est 
comparable  à  la  longueur,  de  telle  sorte  qu'il  est  impossible  d'admettre, 
sans  erreur,  que  les  divers  points  d'une  même  tranche  perpendiculaire  à 
Taxe  aient  le  même  mouvement  vibratoire. 


Sur  la  biquadratique  sphérique  et  sur  la  détermination  du  plan  osculatcur 

en  un  point  de  cette  courbe;  par  M.  Lagoerre. 

(Séance  du  5  février  1873) 

1.  J'appellerai  simplement  biquadratique  sphérique  la  courbe  qui  résulte 
de  l'intersection  d'une  sphère  S  et  d'une  surface  du  second  ordre. 

On  peut  aussi  la  considérer  à  un  autre  point  de  vue  (*).  Soit  une  conique 
quelconque  K  ;  la  développable,  circonscriteà  cette  conique  elàla  sphère  S, 
touche  celte  sphère  le  long  d'une  courbe  qui  est,  comme  on  le  sait,  la  bi- 
quadratique sphérique.  Cette  développable  a  d'ailleurs,  indépendamment 
de  la  conique  K,  5  autres  lignes  doubles  Klf  K,  et  Ks,  qui  sont  également 
des  coniques  et  qui  jouent,  par  rapport  à  la  courbe,  exactement  le  même 
rôle. 

2.  Une  biquadratique  sphérique  à  16  foyers  ordinaires  ;  c'est-à-dire  qu'il 
y  existe  4  génératrices  de  la  sphère  de  chacun  des  systèmes  (droites  iso- 
tropes), qui  sont  tangentes  à  la  courbe.  Leurs  intersections  mutuelles  déter- 
minent ses  16  foyers  ordinaires;  il  est  clair  d'ailleurs  que,  la  biquadratique 
éîanl  supposée  réelle,  4  de  ces  foyers  sont  réels  et  déterminent  complète- 
ment tous  les  autres. 

Dans  ce  qui  suit,  je  désignerai  par  F,  Ft,  Ft  et  F3  ces  4  foyers  réels.  Les 
16  foyers  sont  aussi,  comme  on  le  voit  facilement,  les  points  d'intersection 
de  la  sphère  avec  les  coniques  K,  Kp  K,  et  Ks 

D'où  il  résulte  que  les  foyers  réels  peuvent  être  situés  tous  les  4  sur  l'une 
de  ces  coniques,  ou  être  distribués  2  par  2  sur  2  d'entre  elles  ;  à  ce  point  de 
vue,  nous  distinguerons  donc  deux  classes  de  biquadratiques,  celles  de 

(')  Voir  Bulletin  de  la  Société  philomathique,  mars  1807,  ma  note  Sur  les  courbes  résul- 
tant de  l'intersection  d'une  sphère  avec  une  surface  du  second  ordre. 
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• 

première  classe  où  les  foyers  réels  appartiennent  à  la  même  conique, 
celles  de  seconde  classe  où  ils  sont  répartis  entre  deux  coniques. 

5.  Soit  M  un  point  de  la  sphère  S  ;  on  sait  que  par  ce  point  passent  deux 
biquadra tiques  ayant  pour  foyers  les  points  F,  Ft,  F,  et  Fs,  et  que  ces  deux 
courbes  se  coupent  à  angle  droit. 

Pour  construire  les  tangentes  en  ce  point,  je  distinguerai  deux  cas  : 

1*  Si  la  biquadratique  est  de  première  espèce,  menons  un  plan  par  le 
point  M  et  2  quelconques  des  foyers  réels,  et  un  second  plan  par  ce  même 
point  et  les  2  autres  foyers. 

Cela  posé,  si  Ion  désigne  par  Mt  et  Vit'  les  traces  de  ces  plans  sur  le  plan 
tangent  à  la  sphère  au  point  M,  les  deux  bissectrices  de  Vangle  (lit  sont  les 
tangentes  aux  biquadratiques  qui  se  croisent  au  point  M. 

2°  Si  la  biquadratique  est  de  seconde  espèce,  appelons  F  et  Ft  les  foyers 
qui  se  trouvent  sur  une  des  coniques,  F,  et  F5  ceux  qui  se  trouvent  sur  une 
deuxième  conique,  et  menons  respectivement  des  plans  par  le  point  H  et 
les  droites  FFt,  F,F5. 

Cela  posé,  si  Von  désigne  par  Mf  la  trace  du  premier  plan  et  par  W  une 
droite  perpendiculaire  à  la  trace  du  second  sur  le  plan  tangent  à  la  sphère 
au  point  M,  les  deux  bissectrices  de  l'angle  Œt  sont  les  tangentes  aux  deux 
biquadratiques  qui  se  croisent  au  point  M. 

4.  Ayant  ainsi  déterminé  les  tangentes  aux  biquadratiques  qui  passent 
par  un  point  de  la  sphère,  proposons-nous  de  construire  pour  Tune  d'en- 
tre elles  le  plan  osculateur. 

A  cet  effet,  je  rappellerai  une  notion  géométrique  dont  je  me  suis  déjà 

servi  dans  une  note  Sur  la  détermination  du  rayon  de  courbure  des  lignes 

planes,  insérée  dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomath  ique,  en  février  1867. 

.  Soit  M  un  point  de  l'espace,  et  A,,  A2,  ...,  A»,  n  autres  points  donnésj 

déterminons  un  second  point  N  par  la  relation  suivante 

MN'-'MÀ!4"  MA,"*"  "'  +  MA,' 

1       1 
oùgn,  ^-,  ...  ne  désignent  pas  les  inverses  des  longueurs  MX,  MAt>  ..., 

mais  bien  des  quantités  géométriques  égales  à  ces  inverses  en  valeur  absolue, 
et  portées  dans  les  directions  des  droites  joignant  M  aux  points  !ST,  An  ..., 
en  sorte  que  ces  quantités  se  composent  comme  des  forces. 

En  donnant  plus  d'extension  à  la  dénomination  bien  connue  due  à  Maclau- 
rin,  nous  dirons  que  le  point  N,  déterminé  comme  je  viens  de  le  dire,  est  le 
centre  harmonique  du  point  M  relativement  aux  points  Alt  As, ...,  AB. 

On  peut  remarquer,  à  ce  sujet,  quesi  les  points  M,  A^  A„  ...  sont  sur  une 
même  sphère,  il  en  sera  de  même  du  point  N. 

Cette  définition  étant  admise,  on  a  ce  théorème  : 
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En  un  point  quelconque  M  d'une  biquadratique  sphérique,  le  plan  oscu- 
lateur  passe  par  le  centre  harmonique  du  point  M  par  rapport  aux  4  foyers 
réels  de  la  courbe.  • 

On  en  déduit  la  construction  suivante  : 

La  tangente  au  point  M  ayant  été' déterminée  comme  je  l'ai  dit  précédemment , 
par  M  et  les  foyers  F  et  Ft  faisons  passer  un  cercle  sur  lequel  nous  prendrons 
le  point  tf  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport  à  F  et  Ft  ;  par  M  et  les 
2  autres  foyers  faisons  passer  un  cercle  sur  lequel  nous  prendrons  le  point 
y'  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport  à  ces  deux  foyers.  Faisons  enfin 
passer  un  cercle  par  les  trois  points  Vl,fet  y';  le  point  p.  de  ce  cercle,  conjugue 
harmonique  de  M  par  rapport  à  y  et  y,  déterminera  avec  la  tangente  le  plan 
osculateur  de  la  courbe  au  point  M. 

5.  Laconique  sphérique  est  un  cas  particulier  de  la  biquadratique;  les 
4  foyers  réels  sont  respectivement  les  points  d'intersection  F  et  Ft,  F2  et  F5 
de  la  sphère  avec  les  deux  focales  réelles  du  cône  du  second  degré  dont 
elle  est  la  base. 

La  construction  précédente  se  simplifie  alors  un  peu;  en  effet,  les  points 
F  et  Ft  étant  alors  diamétralement  opposés,  le  conjugué  harmonique  de  H 
par  rapport  à  ces  deux  points  est  le  second  point  où  la  sphère  est  rencontrée 
par  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  la  focale  FFt.  La  même  chose  a 
lieu  pour  les  2  autres  foyers. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Étant  donné  un  point  M  sur  une  conique  sphérique,  si  de  ce  point  on  abaisse 
sur  les  deux  focales  réelles  de  la  courbe  des  perpetuliculaires  rencontrant  la 
sphère  pi  m  et  m',  le  plan  osculateur  de  la  courbe  au  point  M  passe  par  le  con- 
jugué harmonique  de  ce  point  relativement  aux  points  m  et  m'. 

6.  Il  est  presque  inutile  de  faire  remarquer  que  les  propositions  précé- 
dentes s'appliquent  aux  coniques  et  aux  courbe  planes  (anallagmatiques  du 
4rae  ordre)  qui  sont  les  projections  stéréographiques  des  biquadratiques 
sphériques. 

Relativement  à  ces  dernières  courbes,  on  a  le  théorème  suivant  : 

En  un  point  quelconque  M  d'une  anallagmatique  du  4roe  ordre,  le  cercle 

osculateur  passe  par  le  centre  harmonique  du  point  M  relativement  aux  4 

foyers  réels  de  la  courbe. 

7.  J'ajouterai  quelques  mots  sur  le  problème  analogue  qui  est  relatif  aux 
surfaces  (anallagmatiques  du  4rae  ordre)  qui,  dans  l'espace,  correspondent 
aux  biquadratiques  sphériques. 

Ces  surfaces,  d'après  un  beau  théorème  dû  à  M.  Moutard,  peuvent  être 
considérées  de  5  façons  différentes  comme  l'enveloppe  de  sphères  qui  se 
déplacent  en  coupant  orthogonalement  une  sphère  fixe,  tandis  que  leur 
centre  décrit  une  surface  du  second  ordre. 

Les  5  surfaces  du  second  ordre  au  moyen  desquelles  on  peut  décrire 
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ainsi  la  surface  sont  homofocales.  Une  normale  menée  en  un  point  M  de  la 
surface  anallagmatique  rencontre  chacune  de  ces  surfaces  en  deux  points 
dont  l'un  est  conjugué  du  point  ft. 

Cela  posé,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Quand  une  normale  à  une  surface  anallagmatique  se  déplace,  le  rapport 
anharmonique  de  A  quelconques  des  5  points  conjugues  oh  elle  coupe  les  5  sur- 
faces homofocales  demeure  constant  (*). 

On  déduit  de  lu,  comme  on  le  voit  facilement,  une  construction  des  rayons 
de  courbure  principaux  de  l'anallagmatique,  en  s'appuyant  sur  cette  pro- 
priété bien  connue,  que  les  normales  en  deux  points  infiniment  voisins 
d'une  ligne  de  courbure  sont  dans  un  môme  plan,  et  en  employant  le  théo- 
rème de  Brianclion. 

Mais  le  problème  est  susceptible  d'une  solution  plus  élégante  reposant  sur 
d.'S  considérations  très-générales  que  j'ai  données  dans  une  note  Sur  quel- 
ques propriétés  des  courbes  algébriques,  etc.,  insérée  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  pliilomathique,  en  décembre  1871. 

Cette  solution  se  déduit  de  la  proposition  très-simple  qui  suit. 

Appelons  centre  d'une  surface  anallagmatique  le  centre  C  commun 
aux  5  surfaces  du  second  ordre  homofocales  qui  permettent  de  la  décrire. 

Cela  posé  : 

Étant  donnée  une  droite  quelconque  MT  touchant  une  anallagmatique  au 
point  M,  cette  tangente  rencontre  de  nouveau  la  surface  en  deux  points;  dé- 
signons \mr  I  le  milieu  de  la  droite  joignant  les  centres  des  sphères  qui  touchent 
la  surface  en  ces  points  et  passent  par  M.  Si,  par  le  point  M,  on  mène  une 
droite  parallèle  à  1C,  dirigée  dans  le  même  sens  et  de  longueur  double,  V extré- 
mité de  celte  droite  est  le  centre  de  courbure  de  la  section  faite  dans  la  surface 
par  le  plan  normal  passant  par  MT. 


Extrait  dfune  lettre  adressée  à  M.  Chaslespar  M.  le  Dr  0.  J.  Broch. 

(Séance  du  19  février  1873) 

J'ai  eu  l'honneur  de  recevoir  votre  lettre  du  26  décembre  1872,  dans  la- 
quelle, au  nom  de  la  Société  mathématique  de  France,  vous  appuyez  le 
projet  dont  on  s'est  occupé  à  notre  Société  de3  sciences  de  Christiania, 
d'une  nouvelle  édition  des  œuvres  d'Ahel. 


(*)  J'ni  communiqué  verbalement  ce  théorème  a  la  Société  pliilomathiquc  en  mai  1868,  et 
précisément  dans  le  but  d'en  déduire  la  construction  des  rayons  de  courbure  principaux 
de  l'anallagmatique*  Depuis,  M.  Darboux  l'a  obtenu  de  son  côté  et  en  a  développé  les  prin- 
cipales conséquences  dans  un  Mémoire  sur  la  cyclide  inséré  aux  Annales  de  l'École  nor- 
male supérieure,  1872. 
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Je  vous  en  remercie  beaucoup  ;  elle  prêtera  plus  de  force  à  la  proposition, 
qu'avec  mes  collègues  dans  les  sciences  mathématiques  à  l'Université,  j'ai 
eu  l'honneur  de  faire.  La  proposition  a  élé  acceptée  à  l'unanimité  par  notre 
S  >délé  dans  \\  séance  d'avant-hier,  et  est  maintenant  chez  M.  le  minisire 
de  l'instruction  publique.  Je  n'ai  pas  de  doute  qu'elle  sera  appuyée  par  lui 
et  que  la  somme  nécessaire  sera  portée  sur  le  budget  qu'on  va  soumeltre 
au  Sloi  thing. 

Ce  qu'on  désire  faire  n'est  pas  une  simple  réimpression  des  œuvres 
d'Abel,  mais  bien  une  nouvelle  édition  revisés  et  augmentée.  Plusieurs  des 
mémoires  d'Abel  étaient  d'abord  écrits  en  français,  langue  plus  familière  à 
lui,  dans  ce  temps,  que  la  langue  allemande.  Tour  être  insérés  dans  le 
journal  de  M.  Crelle,  ils  étaient  traduits  en  allemand  par  l'éditeur,  plus  lard 
nmi  intime  d'Abel.  De  lu  ils  ont  été  traduits  de  nouveau  en  français  par 
M.  Holmboe,  l'éditeur  des  œuvres  complètes  d'Abel.  Or  les  manuscrits  ori- 
ginaux en  français,  au  moins  en  grande  partie,  se  trouvent  encore  à  Berlin, 
et  Ton  en  fera  usage  pour  l'édition  revisée. 

Outre  les  deux  mémoires  dont  vous  faites  mention,  qui  font  défaut  dans 
l'édition  actuelle,  et  dont  le  principal  n'avait  pas  paru  à  ce  temps-là,  se 
trouvant  encore  entre  les  mains  de  M.  Libii,  il  y  en  a  encore  quelques  au- 
tres, d'une  valeur  moindre,  mais  dont  un  a  un  certain  intérêt  historique. 
C'est  le  premier  mémoire  d'Abel  sur  les  équations  algébriques,  en  8  pages, 
imprimé  en  français  a  Christiania,  eu  1824,  dont  il  n'existe  actuellement 
qu'un  tout  petit  nombre  d'exemplaires.  Je  crois  môme  en  être  le  seul  pro- 
priétaire en  Norvège.  C'est  ce  ménroire  qui  a  paru  si  obscur  à  M.  Gauss, 
qu'en  le  Recevant  de  la  part  de  l'auteur,  jusque-là  inconnu,  par  l'inter- 
médiaire de  M.  Hanstecn,  notre  savant  distingué  dans  le  magnétisme  ter- 
restre et  l'ami  de  M.  Gauss ,  il  lui  répondait  qu'il  espérait  bientôt  le 
réfuter  en  donnant  la  résolution  algébrique  des  équations  du  cinquième 
degré. 

On  se  propose  de  faire  accompagner  l'édition  nouvelle,  augmentée  et  revi- 
sée, de  notes  nouvelles  rédigées  en  collaboration  avec  les  mathématiciens 
étrangers  les  plus  distingués  dans  la  partie  des  mathématiques  dont  le  fon- 
dement a  été  jeté  par  notre  illustre  compatriote. 

M.  Sylow,  professeur  de  mathématiques  au  lycée  de  Fredrikshall ,  et 
M.  Lie,  professeur  de  mathématiques  ù  l'université  de  Christiania,  seront 
chargés  de  l'édition  nouvelle. 

Christiania,  20  janvier  1873. 
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Sur  les  trajectoires  des  points  dune  droite  mobile  dans  V espace; 

par  M.  A.  Mannheim. 

(Séance  du  19  février  1873) 

On  s'est  surtout  occupé  jusqu'à  présent  d'étudier  le  déplacement 
d'une  droite  sur  un  plan  ;  on  sait  que,  dans  ce  cas,  à  un  instant  quelconque 
du  déplacement,  les  tangentes  aux  trajectoires  de  tous  les  points  de  la 
droite  enveloppent  une  parabole,  et  que  les  centres  de  courbure  de  ces 
trajectoires  appartiennent  à  une  conique.  On  sait  aussi  qu'il  existe,  en 
général,  deux  points  de  la  droite  qui  sont  des  points  d'inflexion  sur  leurs 
trajectoires. 

Je  me  propose  maintenant  d'étudier  ce  qui  est  relatif  au  déplacement 
d'une  droite  dans  l'espace. 

Les  propriétés  des  trajectoires  des  points  d'une  droite  mobile  sont  les 
propriétés  d'une  certaine  série  de  courbes  tracées  sur  la  surface  engendrée 
par  cette  droite.  Ces  courbes  sont  telles,  que  deux  quelconques  d'entre  elles 
interceptent  des  segments  égaux  sur  toutes  les  génératrices  de  celle  surface. 
Elles  peuvent  être  généralisées  en  considérant  les  courbes  tracées  sur  une 
surface  réglée,  et  qui  déterminent  des  divisions  homographiques  sur  toutes 
les  génératrices  de  cette  surface.  Quelques-unes  des  propriétés  des  trajec- 
toires des  points  d'une  droite  s'étendent  immédiatement  à  ces  courbes  plus 
générales. 

Désignons  par  D  la  droite  mobile,  et  par  (D)  la  surface  réglée  engendrée 
par  cette  droite.  La  génératrice  D  peut  être  amenée,  d'une  infinité  de  ma- 
nières, à  coïncider  avec  la  génératrice  Dp  qui  lui  est  infiniment  voisine;  car 
un  point  a  marqué  sur  D  peut  être  assujetti  à  décrire  sur  (D),  à  partir  de  la 
position  qu'il  occupe,  une  infinité  de  courbes.  À  chacune  des  directions 
qu'on  peut  ainsi  faire  suivre  ù  a  correspond  pour  la  droite  D  un  axe  instan- 
tané A  qui  est  une  droite  conjuguée  de  D  ;  excepté  lorsque  la  trajectoire  du 
point  a  est  normale  à  D. 

Considérons  en  particulier  une  trajectoire  de  a  qui  ne  soit  pas  nor- 
male à  D.  A  chaque  instant  du  déplacement  de  D>  nous  aurons  une  droite 
telle  que  A.  Ces  droites  appartiennent  à  une  surface  (A).  Les  droites  entraî- 
nées en  môme  temps  que  D,  et  qui  deviennent  successivement  des  axes  in- 
stantanés, c'est-à-dire  des  génératrices  de  (A),  appartiennent  à  une  autre 
surface  gauche.  11  est  facile  de  voir  que  celte  dernière  surface  roule  sur  (A) 
pendant  le  déplacement  continu  de  D,  et  qu'à  chaque  instant  elle  se  rac- 
corde avec  (A). 

A  chacune  des  trajectoires  de  a  correspond  une  autre  surface  telle  que 
(A).  Nous  avons  donc  ce  théorème  connu  : 

Théorème  I.  —  Une  surface  réglée  peut  être  engendrée  d'une  infinité  de 
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manières  par  une  de  ses  génératrices  entraînée  pendant  le  roulement  d'une 
surface  réglée  sur  une  autre  surface  réglée.  A  chaque  instant,  ces  deux  der- 
nières surf  aces  se  raccordent  suivant  un  axe  instantané. 

Puisque  a,  pour  un  déplacement  infiniment  petit,  tourne  autour  de  A, 
la  tangente  à  la  trajectoire  de  ce  point  est  perpendiculaire  au  plan  (a,  A). 
Cette  tangente  rencontre  D  et  la  génératrice  Dt  infiniment  voisine  de  D  ;  elle 
rencontre  donc  deux  droites  et  est  parallèle  à  un  plan  perpendiculaire 
à  A.  Il  en  est  de  même  des  tangentes  aux  trajectoires  de  tous  les  points  de 
D.  Ces  droites  appartiennent  donc  à  un  paraboloïde  hyperbolique.  On  voit 
donc  que  : 

Théorème  II.  —  Les  tangentes  aux  trajectoires  de  tous  les  points  d'une 
droite  D  appartiennent  à  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  un  plan  directeur 
est  perpendiculaire  à  la  droite  A,  conjuguée  de  D  (*). 

Après  un  premier  déplacement  infiniment  petit  de  D,  le  point  a  est 
venu  en  ai  sur  Dn  et  la  droite  aat  est  une  génératrice  de  ce  paraboloïde. 
Après  un  nouveau  déplacement  infiniment  petit,  at  vient  en  a3  sur  D*,  et  la 
droite  ax  at  est  la  génératrice  d'un  autre  paraboloïde.  Ces  deux  paraboloïdes 
ont  en  commun  la  droite  Dt.  Le  plan  (a,  ait  at),  qui  contient  les  droites  aa{, 
axa„  est  tangent  à  chacun  de  ces  paraboloïdes.  Ce  plan  n'est  autre  que  le 
plan  osculateuren  a  à  la  trajectoire  de  ce  point.  Les  plans  osculateurs  des 
autres  points  de  D  étant  tangents  aux  mêmes  paraboloïdes,  leur  enveloppe 
est  la  surface  développable  circonscrite  û  deux  paraboloïdes  ayant  une  gé- 
nératrice commune,  c'est-à-dire  une  développable  du  quatrième  ordre  et  de 
la  troisième  classe.  Ainsi  : 

Théorème  III.  —  A  un  instant  quelconque  du  déplacement  d'une  droite  D, 
les  plans  osculateurs  des  trajectoires  des  points  de  cette  droite  enveloppent 
une  surface  développable  du  quatrième  ordre  et  de  la  troisième  classe. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  de  celui  qu'on  obtient  en  prenant  le 
corrélatif  du  théorème  suivant  : 

Quand,  autour  de  trois  droites  données  dans  l 'espace,  on  fait  tourner  trois 
plans  formant  trois  faisceaux  homographiques,  le  point  d'intersection  de  ces 
trois  plans  décrit  une  courbe  gauche  du  troisième  ordre  (**). 

Hais  il  est  essentiel  de  remarquer  que,  dans  le  cas  du  déplacement 
d'une  droite  D,  le  plan  osculaleur,  correspondant  à  la  trajectoire  du  point 
qui  est  à  l'infini  sur  cette  droite,  est  lui-même  à  l'infini. 

Nous  avons  déjà  dit  que  la  tangente  aai  à  la  trajectoire  de  a  est  perpen- 
diculaire au  plan  (a,  A).  11  en  est  de  même  pour  tous  les  points  de  D,  c'esl-à- 

(*)  Voir,  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  sciences,  séance  du 
20  juin  1843,  le  mémoire  de  M.  Chnsles  Sur  les  propriétés  géométriques  relatives  au  mou- 
vement infiniment  petit  d'un  corps  solide  libre  dans  l'espace. 

(")  Voir,  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  sciences,  séance  du 
10  août  1857,  le  mémoire  de  H.  Chasles  Sur  les  propriétés  des  courbes  à  double  courbure 
du  troisième  ordre. 
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dire  que  les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  points  de  cette  droite  passent 
par  A.  Les  plans  passant  par  les  points  de  D  el  par  la  droite  A',  qui  doit  de- 
venir Taxe  instantané,  sont  les  plans  qui,  après  un  déplacement  infiniment 
petit,  seront  normaux  aux  trajectoires  des  points  de  D.  Nous  avons  ainsi 
deux  faisceaux  de  plans  dont  les  arêtes  sont  A  et  A'.  Les  plans  de  ces  fais- 
ceaux passant  respectivement  par  les  mêmes  points  de  D  sont  homogra- 
phiques.  Lorsque  la  droite  A'  viendra  en  At  en  entraînant  le  faisceau  dont 
elle  est  l'arête,  les  plans  de  ce  faisceau,  après  ce  déplacement,  couperont 
alors  les  plans  du  faisceau  dont  A  est  l'arête,  suivant  les  axes  de  courbure 
des  trajectoires  des  points  de  D.  Ces  axes  de  courbure,  résultant  de  l'inter- 
section des  plans  de  deux  faisceaux  homographiques,  appartiennent  à  une 
surface  du  second  ordre  qui  contient  A  et  Ot»  c'est-à-dire  qui  se  raccorde 
avec  la  surface  (o).  De  là  ce  théorème  : 

Théorème  IV.  —  A  un  instant  quelconque  du  déplacement  continu  d'une 
droite,  les  axes  de  courbure  des  trajectoires  de  tous  les  points  de  cette  droite 
appartiennent  à  une  surface  du  second  ordre  (*) . 

Je  dis  que  celte  surface  du  second  ordre  est  un  hyperboloïde.  Pour  le 
prouver,  il  suffit  de  faire  voir  qu'en  général  il  n'y  a  pas  de  point  sur  D  pour 
lequel  l'axe  de  courbure  de  sa  trajectoire  soit  à  l'infini  ;  c'est-à-dire  qu'il  n'y 
a  pas  de  point  de  D  qui  soit  un  point  d'inflexion  sur  sa  trajectoire.  Démon- 
trons d'abord  cette  propriété. 

Si  un  point  a  de  D  était  un  point  d'inflexion  sur  sa  trajcc!oire,  les  deux 
positions  successives  et  infiniment  voisines  de  a,  c'est-à-dire^  et  r/2,  appar- 
tiendraient avec  a  à  une  même  droite.  Nous  avons  dit  que  aav  était  parallèle 
à  un  plan  perpendiculaire  à  A,  et  que  ala1  était  parallèle  à  un  plan  perpen- 
diculaire à  At  :  la  droite  rmtas,  si  elle  existait,  devrait  donc  être  parallèle  à 
l'intersection  de  ces  deux  plans;  mais  le  plan  mené  par  la  droite  commune 
ù  nos  deux  paraboloïdes,  parallèlement  à  cette  droite  d'intersection  de 
leurs  plans  directeurs,  ne  touche  pas  nécessairement  ces  deux  paraboloïdes 
au  même  point  a.  Cela  devrait  être  pour  avoir  en  ligne  droite  les  points 
a,  alv  «,.  Donc  il  n'existe  pas  de  point  a  qui  soit  un  point  d'inflexion  sur  sa 
trajectoire.  Ainsi  : 

Théorème  V.  —  En  général,  il  n'y  a  pas  sur  une  droite  mobile  un  point 
qui  soit  point  d'inflexion  sur  sa  trajectoire. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  d'empIo\er  n'est  plus  applicable 
lorsqu'il  s'agit  du  déplacement  d'une  droite  sur  un  plan. 

Le  théorème  V  peut  encore  se  démontrer  de  la  manière  suivante  :  s'il 
existe  un  point  a  sur  D  qui  soit  point  d'inflexion  sursa  trajectoire,  ce  point 
doit  se  déplacer  dans  la  direction  de  l'asymptote  de  l'indicatrice  de  (D)  en 
a.  La  tangente  à  la  trajectoire  de  ce  point  est  donc  nécessairement  parallèle 

(")  Voir,  dans  le  Bulletin  dfi  la  Société  philomathiquc,  séance  du  25  juin  1870,  une  note 
de  M.  Uaag. 


i 
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ù  Tune  des  génératrices  du  cône  directeur  de  l'hyperboloïde  osculateur  de 
(D)  suivant  D.  Nous  venons  de  dire  que  la  tangente  à  la  trajectoire  d'un 
point  qui  est  point  d'inflexion  sur  sa  trajectoire  est  parallèle  à  l'intersection 
de  deux  certains  plans.  Comme  nous  pouvons  disposer  de  ces  plans  de 
façon  que  leur  droite  d'intersection  ne  soit  pas  parallèle  à  l'une  des  généra- 
trices du  côno  dont  je  viens  de  parler,  nous  voyons  bien  qu'alors  il  n'y 
aura  pas  de  point  sur  D  qui  soit  point  d'inflexion  sur  sa  trajectoire. 

Et  si  nous  revenons  à  la  surface  du  deuxième  ordre,  lieu  des  axes  de 
courbure  des  trajectoires  des  points  de  D,  nous  pouvons  dire  que,  ces  axes 
étant  à  dislance  finie,  cette  surface  est  un  hyperboloïde. 

Cet  hyperboloïde  a  pour  cône  directeur  un  cône  du  second  ordre,  dont 
les  génératrices  sont  respectivement  parallèles  à  ces  axes  de  courbure  et, 
par  suite,  perpendiculaires  aux  plans  osculatcursdes  trajectoires  des  points 
de  D.  Il  résulte  de  là  que  : 

Théorème  VI.  — Si,  il  un  point  de  l'espace,  on  mène  des  plans  parallèles 
aux  plans  osculateurs  des  trajectoires  de  tous  les  points  d*  une  droite,  ces  plans 
enveloppent  un  cône  du  second  ordre;  ou,  en  d'autres  ter mes,  la  développablc 
du  quatrième  ordre,  quiest  V enveloppe  des  plans  osculateurs  des  trajectoires  de 
tous  les  points  d'une  droite,  a  un  cône  directeur  qui  est  du  second  ordre. 

Examinons  le  cas  particulier  où  un  point  de  D  est  un  point  d'inflexion 
sur  sa  trajectoire. 

L'axe  de  courbure  correspondant  à  ce  point  est  alors  a  l'infini,  et 
l'hyperboloïde  des  axes  de  courbure  des  points  de  D  devient  un  parabo- 
loïdc.  Les  axes  de  courbure  appartenant  maintenant  à  un  paraboloïde  sont 
parallèles  à  un  môme  plan.  Les  )  lans  osculateurs  des  trajectoires  des 
points  de  D  étant  respectivement  perpendiculaires  à  ces  axes  de  courbure 
sont  parallèles  à  une  même  droite  ;  ils  enveloppent  alors  une  surface  cylin- 
dique.  Ainsi  : 

Théorème  VII.  —  Si,  à  un  instant  quelconque  du  déplacement  dune 
droite,  un  point  de  celte  droite  est  un  point  d'inflexion  sur  sa  trajectoire,  les 
plans  osculateurs  des  trajectoires  de  tous  les  points  de  la  droite  mobile  enve- 
loppent une  surface  cylindrique. 

Cette  circonstance  se  présente  constamment  si  l'on  assujettit  un  point 
d'une  droite  mobile  à  parcourir  une  ligne  droite. 

Lorsque  deux  points  de  la  droite  mobile  sont  points  d'inflexion  sur  leurs 
trajectoires,  il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire  vue  les  plans  oscilla- 
teurs des  trajectoires  de  tous  les  points  de  la  droite  mobile  sont  parallèles 
entre  eux.  C'est  ce  qui  arrive  constamment  lorsque  deux  points  d'une  droite 
décrivent  deux  droites  données. 

Il  est  facile  de  voir  que,  s'il  y  a  sur  la  droite  D  plus  de  deux  points  qui 
soient  points  d'inflexion  sur  leurs  trajectoires,  tous  les  points  de  la  droite 
D  jouissent  de  la  môme  propriété. 
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Occupons-nous  maintenant  des  normales  principales  des  trajectoires 
des  points  de  D.  Construisons  la  normale  principale  en  a  à  la  trajectoire  de 
ce  point.  Cette  droite  est  dans  le  plan  (a,  A)  qui  est  normal  en  a  à  cette  tra- 
jectoire. Ce  plan  normal  coupe  l'hyperboloïde  des  axes  de  courbure  suivant 
Taxe  de  courbure  relatif  à  cette  trajectoire  ;  la  normale  principale  est  donc 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  a  sur  celte  droite. 

L'hyperboloïde  des  axes  de  courbure,  comme  nous  l'avons  fait  remar- 
quer, contient  A.  Il  sera  donc  défini  en  supposant  données  deux  droites  du 
môme  système  que  A.  Appelons  G  et  II  ces  deux  droites.  Pour  construire  une 
normale  principale,  on  opère  alors  ainsi  :  par  Aon  mène  un  plan  quel- 
conque ;  ce  plan  coupe  D  au  point  a,  G  au  point  g  et  II  au  point  h  ;  du  point 
a  on  abaisse  la  perpendiculaire  ac  sur  gh  :  la  droite  ac  est  la  normale  prin- 
cipale en  a,  et  le  pied  de  cette  perpendiculaire  est  le  centre  de  courbure  de 
la  trajectoire  de  ce  point.  Lorsque  le  plan  que  nous  venons  de  mener  par  A 
tourne  autour  de  celte  droite,  la  droite  ac  engendre  la  surface  des  normales 
principales  des  trajectoires  des  points  de  D,  cl  le  point  c  décrit  la  courbe 
lieu  des  centres  de  courbure  de  ces  trajectoires. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  surface  formée  par  les  normales  princi- 
pales. Je  dis  que  le  cône  directeur  de  celte  surface  est  du  troisième  ordre. 

Prenons  un  point  quelconque  /  sur  A,  et  construisons  le  cône  directeur 
de  l'hyperboloïde  des  axes  de  courbure  de  façon  qu'il  ait  son  sommet  en  /. 
Ce  cône,  qui  est  du  second  ordre,  contient  A,  et  tout  plan  mené  par  celte 
droite  le  coupe  suivant  une  seule  génératrice.  La  perpendiculaire  à  cette 
génératrice,  située  dans  ce  plan  sécant  et  menée  du  point  /,  est  parallèle 
à  l'une  des  normales  principales.  Le  lieu  des  perpendiculaires  ainsi 
construites  constitue  le  cône  directeur  de  la  surface  des  normales  prin- 
cipales. 

On  voit  déjà  que  tout  plan  mené  par  A  coupe  ce  cône  suivant  une 
droite;  mais  A,  étant  perpendiculaire  à  deux  génératrices  de  l'hyperboloïde 
des  axes  de  courbure,  est  une  génératrice  double  sur  ce  cône  directeur.  Le 
plan  sécant  mené  par  A  renferme  une  droite  el  la  ligne  double  A  ;  donc  le 
cône  directeur  est  du  troisième  ordre.  Ainsi  : 

TiiÉonÈMi:  VIII.  —  Le  cône  directeur  de  la  surface  des  normales  princi- 
pales des  trajectoires  de  tous  les  points  d'une  droite  est  un  cône  du  troisième 
ordre  qui  a  une  génératrice  double. 

Menons  le  plan  (/,  D),  ce  plan  coupe  ce  cône  directeur  suivant  trois 
droites.  Ces  trois  droites  sont  les  normales  principales  que  l'on  peut  con- 
struire à  partir  du  point  l.  Puisqu'à  partir  d'un  point  quelconque  de  A  on 
peut  construire  trois  normales  principales,  la  droite  A  est  une  droite  triple 
de  la  surface  des  normales  principales.  Tout  plan  mené  par  A  coupant,  en 
outre,  cette  surface  suivant  une  droite,  on  voit  alors  qu'elle  est  du  quatrième 
ordre.  Ainsi  : 
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Théorème  IX.  —  La  surface  formée  par  les  normales  principales  des  tra- 
jectoires de  tous  les  points  d'une  droite  est  une  surface  du  quatrième  ordre 
qui  possède  une  droite  triple. 

L'intersection  de  cette  surface  avec  l'hyperboloïde  des  axes  de  courbure 
est  la  courbe  des  centres  de  courbure.  On  voit  ainsi  immédiatement  que 
cette  courbe  est  du  cinquième  ordre. 

Nous  allons  arriver  autrement  à  ce  résultat.  Considérons  le  point  c 
comme  sommet  d'un  angle  droit  dont  l'un  des  côtés  s'appuie  sur  D  et  A, 
l'autre  côté  sur  G  et  H.  Le  point  c  appartient  alors  à  une  surface  du  qua- 
trième ordre,  qui  contient  les  quatre  droites  D,  A,  G,  H  ;  car  sur  le  côté  gh 
de  l'angle  droit  il  y  a  deux  points  tels  quec,  et  les  points  g,  h  font  partie  du 
lieu.  Cetle  surface  est  donc  du  quatrième  ordre,  et,  comme  elle  contient  les 
trois  droites  A,  G,  II  de  l'hyperboloïde  des  axes  de  courbure,  elle  coupe 
cette  surface  suivant  une  courbe  du  cinquième  ordre.  Ainsi  : 

Théorème  X.  —  Le  lieu  des  centres  de  courbure  des  trajectoires  de  tous 
les  points  d'une  droite  est  une  courbe  du  cinquième  ordre. 

Cette  conrbe  rencontre  le  plan  de  l'infini  en  cinq  points,  dont  un,  tou- 
jours réel,  est  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  du  point  qui  est  à 
l'infini  sur  D.  Les  quatre  points  restants  sur  le  plan  de  l'infini  doivent  être 
imaginaires,  puisque  nous  avons  vu  qu'en  général  il  n'y  a  pas,  sur  une 
droite,  de  point  qui  soit  point  d'inflexion  sur  sa  trajectoire.  Ainsi,  sur  une 
droite  quelconque,  il  y  a  quatre  points  imaginaires  dont  les  trajectoires  ont 
leurs  centres  de  courbure  à  l'infini,  et,  par  suite,  dans  un  corps  quelconque 
que  l'on  déplace,  les  points  qui  sont  points  d'inflexion  sur  leurs  trajectoires 
appartiennent  à  une  surface  imaginaire  du  quatrième  ordre.  Si  parmi  ces 
points  il  y  en  a  de  réels,  ils  ne  peuvent  être  que  sur  une  ligne  double  de 
cette  surface.  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  XI.  —  A  un  vis  tant  quelconque  du  déplacement  dune  figure  de 
forme  invariable,  les  points  de  cette  figure  qui  sont  points  d'inflexion  sur  leurs 
trajectoires  appartiennent  à  une  surface  imaginaire  du  quatrième  ordre,  et, 
s'il  existe  des  points  réels  de  cette  nature ,  ils  sont  sur  une  ligne  double  de  cette 
surface. 

Remarquons  que,  s'il  s'agit  du  mouvement  d'un  corps  solide,  les  points 
dont  nous  nous  occupons  sont  ceux  pour  lesquels  l'accélération  normale  est 
nullef). 

Reprenons  notre  droite  mobile  D  et  sa  conjuguée  A.  Appelons  toujours 
A'  la  droite  qui,  après  un  déplacement  infiniment  petit  autour  de  A,  de- 
viendra le  nouvel  axe  instantané  At.  Désignons  par  A"  la  droite  qui  de* 
viendra  ensuite  l'axe  instantané  A,.  Les  plans  passant  par  les  points  de  D  et 
par  A',  ainsi  que  les  plans  passant  par  les  mêmes  points  de  D  et  par  a"  de* 

(*)  Voir»  dans  le  57*  cahier  du  Journal  dé  l'École  polytechnique,  le  mémoire  de  M.  Resal 
Sur  les  propriétés  géométriques  du  mouvement  le  plus  général  d'un  corps  solide. 
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viendront  des  plans  normaux  aux  trajectoires  de  ces  points  lorsque  A'  et  A" 
seront  venus  en  At  et  At.  Nous  avons  maintenant  trois  faisceaux  dont  les 
arêtes  sont  A,  A',  A",  et  dont  les  plans  passent  par  les  points  de  D;  ces  fais- 
ceaux sont  donc  homographiques  et  ne  cesseront  pas  d'être  homographiqurs 
lorsque  A'  sera  venu  en  At  et  a"  en  A,.  Nous  aurons  alors  trois  faisceaux  ho- 
mographiques dont  les  arêtes  sont  trois  génératrices  infiniment  voisines  de 
(A).  Les  plans  correspondants  se  coupent  en  des  points  qui  appartiennent 
à  une  cubique  gauche. 

Ces  points,  intersections  de  trois  plans  normaux  infiniment  voisins,  sont 
les  centres  des  sphères  osculatrices  des  trajectoires  des  points  de  D.  Nous 
pouvons  donc  dire  : 

Théorème  XII.  —  A  un  instant  quelconque  du  déplacement  continu  d'une 
droite,  les  centres  des  sphères  osculatrices  des  trajectoires  de  tous  les  points  de 
cette  droite  sont  sur  une  cubique  gauche. 

On  peut  arriver  à  ce  théorème  en  considérant  les  hyperboloïdes  des 
axes  de  courbure  des  trajectoires  des  points  de  D  pour  deux  instants  in- 
finiment rapprochés.  Ces  hyperboloïdes  se  coupent  suivant  A  et  la  partie 
restante  de  leur  intersection  est  la  cubique  gauche  que  nous  venons  de 
trouver. 

Lorsque  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  d'une  courbe  est  à  l'infini, 
cette  sphère  se  réduit  â  un  plan  qui  n'est  autre  qu'un  plan  osculateur  sla- 
tionnaire.  La  cubique  gauche  dont  nous  venons  de  parler,  rencontrant  le 
plan  de  l'infini  en  trois  points,  on  voit  qu'il  y  a  sur  une  droite  trois  points 
pour  lcsqne's  les  plans  osculatcuis  de  leurs  trajectoires  sont  stationnaircs. 
Nous  énoncerons  ainsi  ce  résultat  : 

Théorème  XIII.  —  Parmi  les  points  d'une  droite  mobile,  il  y  en  a  trois 
pour  lesquels  les  plans  oscillateurs  de  leurs  trajectoires  sont  stationnaircs. 

Il  résulte  de  là  que  : 

Tiîéoième  XIV.  —  A  un  instant  quelconque  du  déplacement  d'une  figure 
de  forme  invariable,  les  points  pour  lesquels  les  plans  oscillateurs  de  leurs  tra- 
jectoires sont  stationnaircs  sont  sur  une  surface  du  troisième  ordre. 

Ou,  en  employant  le  langage  de  la  cinématique  :  Dans  un  corps  solide 
en  mouvement,  les  points,  pour  lesquels  la  suraccc'lération  binormale  est  nulle, 
sont  sur  une  surface  du  troisième  ordre. 

Les  droites  situées  sur  cette  surface  du  troisième  ordre  sont  telles,  que 
les  plans  oscillateurs  des  trajectoires  de  tous  leurs  points  sont  stationnaircs, 
et  comme  il  y  a  toujours  une  droite  réelle  sur  une  surface  du  troisième 
ordr,1,  nous  voyons  que  : 

Théorème  XV.  —  A  un  instant  quelconque  du  déplacement  d'une  figure 
de  forme  invariable,  il  existe  toujours  une  droite  telle,  que  les  plans  oscillateurs 
des  trajectoires  de  tous  ses  points  sont  stationnaircs. 

On  peut  remarquer  aussi  qu'une  droite  mobile  sur  laquelle  il  y  a 
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quatre  poinls  tels,  que  les  plans  oscillateurs  de  leurs  trajectoires  sont  sta- 
tionnâmes, est  tout  entière  sur  la  surface  du  troisième  ordre  dont  je  v'ens 
de  parler  et,  par  suite,  que  les  trajectoires  de  tous  ses  points  possèdent 
aussi  des  plans  osculateurs  stationnaires. 

On  obtient  immédiatement  une  pareille  droite  D  en  assujettissant  quatre 
points  de  cette  droite  à  rester  sur  quatre  plans  donnés.  À  un  instant  quel- 
conque du  déplacement  de  D,  la  trajectoire  d'un  point  arbitraire  pris  sur 
cette  droite  aura  un  plan  osculateur  stationnaire,  et,  par  suite,  cette  trajec- 
toire sera  plane. 

Je  dis  de  plus  que  cette  courbe  est  une  conique  ;  pour  le  faire  voir, 
supprimons  l'un  des  plans  sur  lequel  doit  rester  l'un  des  points  de  D.  Cette 
droite  D  est  alors  telle,  que  trois  de  ses  points  restent  sur  trois  plans  don- 
nés. Dans  ces  conditions,  un  point  quelconque  de  la  droite  décrit  une  surface 
du  second  ordre  (*). 

Par  suite,  si  la  trajectoire  de  ce  point  est  plane,  elle  est  une  section 
conique.  Nous  voyons  donc  que  : 

Théorème  XVf.  —  Lorsque  quatre  points  dune  droite  mobile  restent  sur 
quatre  plans  donnés,  un  point  quelconque  de  cette  droite  décrit  une  co- 
nique (**). 

Nous  sommes  arrivé  à  la  cubique  gauche,  lieu  des  centres  des  sphères 
osculatrices,  en  prenant  deux  hyperboloïdes  des  axes  de  courbure. 

Considérons  un  troisième  hyperboloïde  de  même  nature  que  ceux-ci  et 
qui  en  est  infiniment  voisin.  Les  points  de  rencontre  de  cette  surface  avec 
la  cubique  gauche  sont  les  centres  des  sphères  osculatrices  stationnaires. 
On  a  ainsi  six  points  de  rencontre  :  deux  sur  A  et  quatre  autres.  Les  deux 
points  sur  A  sont  ceux  pour  lesquels  Thyperboloïde  des  axes  de  courbure 
est  osculateur  de  la  surface  (A).  Us  se  distinguent  donc  des  quatre  autres  et 
i!s  correspondent  sur  D  à  deux  points  qui  se  distinguent  aussi  parmi  les  six 
points  de  D  pour  lesquels  on  a  des  sphères  osculatrices  stationnaires.  De  là 
résultent  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  XVII.  —  A  chaque  instant  du  déplacement  continu  dune  droite, 
il  y  a  six  points  sur  cette  droite  pour  lesquels  les  sphères  osculatrices  de  leurs 
trajectoires  sont  stationnaires. 

Théorème  XVIII.  —  A  un  instant  qttelcotiquc  du  déplacement  continu 
d'une  figure  de  forme  invariable,  les  points  pour  lesquels  les  sphères  oscula- 
trices de  leurs  trajectoires  sont  stationnaires  appartiennent  à  un  lieu  qui  se 
compose  d'une  surface  du  second  ordre  et  d'une  surface  du  quatrième  ordre. 

Lorsque  la  droite  mobile  se  déplace  sur  un  plan,  il  n'y  a  plus  à  clier- 

H  Voir  les  DcueloppynenU  de  géométrie  de  Ch.  Dup!n,  et,  dans  le  14*  cabier  du  Journal 
de  l'École  polytechnique,  un  mémoire  du  même  auteur. 

("}  La  droite  mobile  engendre  une  surface  du  quatrième  ordre  dont  le  cône  direct  cul* 
est  de  révolution. 


cher  de  plans  oscillateurs  stationnaires  ou  des  sphères  osculalrices  slation- 
naires. 

Mais  on  peut  se  demander  combien  il  y  a  de  points  sur  la  droite  pour 
lesquels  les  cercles  osculateurs  des  trajectoires  de  ces  points  sont  station* 
naires,  c'est-à-dire  des  points  qui  sont  des  sommets  sur  leurs  trajectoires. 

On  arrive  immédiatement  à  la  solution  de  cette  question,  en  faisant 
usage  de  cette  propriété  déjà  énoncée  précédemment  :  Les  centres  de  cour- 
bure des  trajectoires  de  tous  les  points  d'une  droite  qui  se  déplace  sur  un  plan 
sont  sur  une  conique. 

En  prenant  deux  coniques  de  la  nature  de  celle-ci  et  infiniment  voisines 
Tune  de  l'autre,  on  trouve  que  : 

Théorème  XIX.  —  A  un  instant  quelconque  du  déplacement  continu  d'une 
droite  sur  un  plan,  il  y  a  quatre  points  de  cette  droite  pour  lesquels  les  cer- 
cles osculateurs  de  leurs  trajectoires  sont  stationnaires;  ou,  en  d'autres 
termes,  qui  sont  des  sommets  sur  leurs  trajectoires» 

L'un  de  ces  points  se  distingue  des  autres.  C'est  celui  dont  la  trajectoire 
a  pour  centre  de  courbure  le  centre  instantané  de  rotation  qui  est  l'un  des 
points  de  rencontre  des  deux  coniques.  Il  résulte  de  là  que  : 

Théorème  XX.  —  A  un  instant  quelconque  du  déplacement  d'une  figure 
plane  sur  son  plan,  les  points  pour  lesquels  les  cercles  osculateurs  de  leurs  tra- 
jectoires sont  stationnaires  appartiemient  à  un  lieu  qui  se  compose  dune 
droite  et  dune  ligne  du  troisième  ordre. 


Sur  le  mouvement  d'une  droite;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  19  février  1875) 

H.  Mannheim  a  trouvé  cette  remarquable  propriété  que,  si  quatre  points 
d'une  droite  se  meuvent  dans  des  plans,  tous  les  points  de  la  droite  décrivent 
des  ellipses. 

Je  me  propose  de  faire  connaître  quelques  autres  propriétés  de  ce  mou- 
vement. 

Étant  donnés  cinq  plans  Pt,  ...,P5et  une  droite  D,  il  est  facile  devoir  qu'il 
existe  une  développablc  du  quatrième  degré  et  de  la  troisième  classe  tangente 
à  ces  plans  et  bitangente  à  la  droite,  et  qu'il  n'en  existe  qu'une.  Soit  S  cette 
surface.  Par  chaque  point,  on  peut  lui  mener  trois  plans  tangents,  et,  par 
suite,  trois  droites  bi tangentes.  Par  suite  aussi,  par  chaque  point  d'une  bi- 
tangente à  cette  surface,  passe  un  seul  plan  tangent  à  S,  qui  ne  contienne 
pas  cette  bitangente.  Donc  tous  les  plans  tangents  divisent  homographi- 
quement  les  bitangentes  de  la  surface. 

La  congruence  formée  par  ces  bitangentes  contient  toutes  les  droites  qui 
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sont  partagées  par  les  cinq  plans  homographiquénient  à  la  droite  D.  Car  on 
voit  aisément  que,  par  un  point  d'un  de  ces  plans,  on  ne  peut  mener 
qu'une  seule  droite  satisfaisant  à  cetle  condition  et  non  contenue  dans  ce 
plan  ;  et  que,  par  le  même  point,  ne  passe  aussi  qu'une  seule  bitangente  à 
S  non  contenue  dans  ce  même  plan.  Ces  deux  droites  coïncident  donc.  Par 
suite  :   * 

Théorème  I.  —  Les  droites,  qui  sont  partagées  par  cinq  plans  donnés  homo- 
graphiquement à  une  droite  donnée,  forment  une  congruence  dont  la  focale  est 
une  surface  développable  du  quatrième  degré  et  de  la  troisième  classe.  Tous 
les  plans  tangents  de  cette  surface  divisent  homographiquement  toutes  les 
droites  delà  congruence. 

En  particulier,  si  l'un  des  plans,  Ps,  est  à  l'infini,  la  congruence  est  formée 
des  droites  divisées  par  quatre  plans  donnés  semblablement  à  une  droite 
donnée,  et  l'on  voit  que  tous  les  points  homologues  d'un  même  point  de  la 
droite  donnée  sont  dans  un  même  plan. 

Si,  parmi  les  droites  de  cette  dernière  congruence,  on  choisit  celles  qui 
sont  divisées  en  parties  égales  à  celles  de  D,  ces  droites  forment  une  surface, 
qui  est  celle  engendrée  par  une  ilroite  dont  quatre  points  se  meuvent  dans 
quatre  plans.  Le  théorème  I  nous  apprend  que,  dans  ce  cas,  chaque  point  se 
meut  également  dans  un  plan.  Parvenu  à  ce  résultat  par  d'autres  considé- 
rations, M.  Mannheim,  s'appuyant  alors  sur  un  théorème  de  Dupin,  en  con- 
clut que  chaque  point  décrit  une  ellipse.  Je  vais  démontrer  la  même  propo- 
sition sans  avoir  recours  au  théorème  de  Dupin. 

Revenons  à  la  première  congruence  considérée.  Les  droites  qui  la  consti- 
tuent déterminent  une  correspondance  point  à  point  entre  deux  plans  tan- 
gents quelconques  de  la  surface  focale  S,  en  sorte  qu'à  une  droite  d'un  de 
ces  plans  correspond  une  droite  dans  chacun  des  autres.  Si,  dans  un  de 
ces  plans,  1\,  on  considère  une  droite  Lt,  les  droites  de  la  congruence,  qui 
rencontrent  L|  et  ne  sont  pas  dans  le  plan  P4,  forment  un  hyperboloïde  tan- 
gent à  chaque  plan  P.  Les  droites  qui  correspondent  à  Lt  dans  le  plan  P 
sont  les  génératrices  rectilignes  d'un  système.  Les  droites  de  la  congruence 
sont  celles  de  l'autre  système.  Deux  hyperboloïdes,  déterminés  par  deux 
droites  L19  L[  du  plan  P4,  se  coupent  suivant  la  droite  de  la  congruence  qui 
passe  au  point  commun  à  ces  deux  droites  et  n'est  pas  située  dans  le 
plan  P|. 

Il  est  facile  de  déterminer  la  seconde  droite  suivant  laquelle  le  plan  Pt 
coupe  fti^perboloïde  déterminé  par  Lt.  Celte  droite  passe  par  un  point  de 
I4  où  deux  des  trois  plans  tangents  à  S  se  confondent  avec  P4.  C'est  le  point 
où  Lft  rencontre  la  génératrice  rectiligne  Tt  de  la  surface  S,  suivant  laquelle 
le  plan  Pft  touche  cette  surface.  Le  même  plan  coupe  S,  en  outre,  suivant 
une  conique  Câ  tangente  à  Tft.  La  droite  cherchée  est  donc  l'autre  tangente 
à  CM  issue  du  point  commun  à  LA  et  à  T&»  Il  en  est  de  même  dans  chaque 
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plan  P.  II  coupe  l'hyperboloïde  suivant  deux  droites,  Tune  L,  et  l'autre  tan- 
gente à  la  conique  C  et  passant  au  point  de  rencontre  de  L  et  de  T. 

Supposons  de  nouveau  que  le  plan  P5  soit  à  l'infini.  L'hyperboloïde  con- 
sidéré devient  un  paraboloïde.  Les  deux  droites  de  ce  paraboloïde,  conte- 
nues dans  le  plan  P5,  se  coupent  sur  la  droite  T5.  Donc  : 

Théorème  II.  —  Tous  les  paraboldides  contenus  dans  la  congruence  des 
droites  divisées  par  quatre  plans  seniblablement  à  une  droite  donnée  sont  tels 
que,  pour  chacun  d'eux,  Vinterseclion  des  plans  directeurs  est  parallèle  à  un 
plan  fixe. 

Par  un  point  0  menons  des  parallèles  aux  génératrices  d'un  de  ces  para- 
boloïdes,  et  portons  sur  ces  droites  des  longueurs  OM  égales  aux  segments 
interceptés  sur  les  génératrices  par  deux  plans  P,  et  de  même  sens.  On  voit 
immédiatement  que  le  lieu  des  points  M  est  une  droite  parallèle  à  l'inter- 
section des  plans  directeurs.  Si  l'on  prend  un  autre  paraboloïde  et  qu'on 
fasse  la  même  construction,  on  obtiendra  une  autre  droite,  qui  rencontrera 
la  précédente,  attendu  que  les  deux  paraboloïdes  ont  une  génératrice  com- 
mune. Donc  le  plan  de  ces  deux  droites  est  parallèle  au  plan  fixe  défini 
dans  le  dernier  théorème.  Donc  : 

Théorème  III.  —  Si  Von  transporte  parallèlement  à  elles-mêmes  tontes  les 
droites  de  la  congruence,  en  reunissant  en  un  même  point  tous  les  homologues 
d'un  certain  point,  les  homologues  de  tout  autre  point  sont  dans  un  même 
plan  de  direction  constante. 

Dans  la  nouvelle  figure  ainsi  formée,  une  série  de  plans  Q  parallèles  entre 
eux  correspondent  un  à  un  aux  plans  P  de  la  première.  Les  droites  de  la 
congruence  considérée  et  les  droites  menés  par  le  point  0  se  correspondent 
une  à  une,  et  déterminent  sur  deux  plans  P,  Q  correspondants  une  corres- 
pondance point  à  point  ;  de  sorte  que  deux  courbes  correspondantes  sur  ces 
deux  plans  sont  du  même  degré.  On  voit  aussi  très-aisément  que  les  droites 
à  l'infini  de  ces  deux  plans  se  correspondent,  en  sorte  que  les  asymptotes  de 
deux  courbes  correspondantes  sont  des  droites  homologues.  Il  en  résulte  im- 
médiatement que  les  points  de  concours  des  asymptotes  des  courbes  tracées 
sur  les  plans  P,  et  qui  correspondent  à  une  courbe  tracée  sur  l'un  d'eux, 
décrivent  des  droites  de  la  congruence.  Si  ce  sont  des  coniques ,  leurs 
centres  sont  en  ligne  droile. 

Les  droites  de  la  congruence,  pour  lesquelles  les  segments  compris 
entre  deux  plans  P  sont  égaux,  sont  parallèles  à  des  droites  issues  de  0  et 
formant  un  cône  de  révolution,  dont  l'axe  est  perpendiculaire  aux  plans  Q. 
Ce  cône  est  coupé  par  chaque  plan  Q  suivant  un  cercle.  A  chacun  de  ces 
cercles  répond,  dans  chaque  plan  P,  une  conique.  Le  lieu  des  centres  de  ces 
coniques  est  la  droite  de  la  congruence  qui  est  parallèle  à  Taxe  du  cône  ; 
cette  droite  est,  par  suite,  la  droite  de  la  congruence  sur  laquelle  les  plans 
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P  interceptent  les  plus  petits  segments.  On  peut  donc  compléter  le  théo- 
rème de  M.  Hannheim  de  la  manière  suivante  : 

Théorème  IV.  — Si  deux  droites  sont  partagées  par  quatre  plans  en  segments 
proportionnels,  et  qu'on  les  fasse  mouvoir  toutes  deux  de  manière  que  les  extré- 
mités de  ces  segments  restent  dans  les  plans  donnés  :  1°  tous  leurs  points  dé- 
crivent des  ellipses  ;  2°  les  ellipses  décrites  par  deux  points  homologues  sont  dans 
le  même  plan,  concentriques  et  homothétiques  ;  3°  le  lieu  des  centres  de  ces 
ellipses  est  la  droite  unique  partagée  par  les  plans  donnés  en  segments  propor- 
tionnels à  ceux  des  droites  données  et  les  plus  petits  possible;  4°  chacune  des 
deux  droites  fait,  dans  son  mouvement,  un  angle  constant  avec  cette  ligne  des 
centres. 


Sur  les  sections  planes  des  cônes  circulaires  obliques;  par  H.  de  Pistoye. 

(Séance  du  10  février  1875) 

Je  me  propose  ici  de  démontrer  d'une  façon  élémentaire  que  les  sections 
planes  d'un  cône  circulaire  oblique  sont  de  même  nature  que  celles  d'un 
cône  droit,  en  partant  des  propriétés  des  cercles  focaux. 

Si,  dans  la  démonstration  du  théorème  de  Dandelin,  on  remplace  la 
sphère  inscrite  dans  le  cône  et  tangente  au  plan  sécant  par  une  sphère 
inscrite  qui  coupe  le  plan  sécant,  on  établit  aisément  les  propriétés  des 
cercles  focaux  et  en  particulier  celle-ci  : 

Toute  section  plane  d'un  cône  droit  peut  être  regardée  comme  le  lieu  des 
points  tels  que,  pour  chacun  d'eux,  le  rapport  de  sa  distance  à  une  droite 
donnée  avec  la  longueur  de  la  tangente  menée  de  ce  même  point  à  un  cercle 
aussi  donné  soit  constant,  ï 

Voici  comment  on  peut  établir  la  même  propriété  pour  les  sections  planes 
des  cônes  circulaires  obliques. 

Soit  S  le  sommet  d'une  cône  circulaire  oblique  coupé  par  un  plan  X  sui- 
vant la  courbe  AMAiN;  je  cherche  la  ligne  droite  suivant  laquelle  l'un  des 
plans  cycliques  coupe  le  plan  X  et  je  mène  au  cône  un  des  plans  tangents 
parallèles  à  cette  droite,  il  coupera  le  plan  X  suivant  une  droite  AL  tan- 
gente en  A  au  cône  et  parallèle  à  la  précédente.  Par  la  droite  AL,  je  puis 
donc  mener  un  plan  qui  soit  parallèle  au  plan  cyclique  et  qui  par  suite 
coupe  le  cône  suivant  un  cercle.  Je  cherche  de  même  la  ligne  droite  suivant 
laquelle  l'autre  plan  cyclique  coupe  le  plan  X  et  je  mène  les  deux  plans  tan- 
gents au  cône  qui  sont  parallèles  à  cette  droite  ;  ils  couperont  le  plan  X 
suivant  deux  droites  par  chacune  desquelles  on  peut  mener  un  plan*paral- 
lèle  au  plan  cyclique,  mais  je  ne  construis  que  celui  qui  coupe  le  cône  du 


même  côté  du  plan  X  que  le  plan  P.  Le  plan  P,  ainsi  construit  coupe  le  cône 
suivant  un  cercle,  le  plan  X  suivant  une  droite  A,L  tangente  en  A,  au  cdne, 
s  et  le  plan  P  suivant  la  ligne 

A  LTT'.  Les  cercles  suivant  les- 

quels les  plan»  P  et  P,  coupent 
le  cône  se  rencontrent  en  T  et 
T,  et  par  suite  sont  situés  sur 
une  même  sphère  0000.  Les 
lignes  AL  et  A,L  sont  tangentes 
a  cette  sphère,  elles  sont  donc 
égales.  La  sphère  coupe  le  plan 
X  suivant  un  cercle  ACCA,C. 
Soit  H  un  point  quelconque 
de  l'intersection  du  cône  avec 
le  plan  X;  je  mène  la  généra* 
trice  de  ce  point,  elle  coupera 
le  plan  P  en  Q  et  le  plan  P, 
en  (Jj.  Considérons  d'abord  le 
point  Q  ;  par  le  point  M,  je 
mène  un  plan  parallèle  au  plan 
P,  il  coupera  le  plan  X  suivant 
une  droite  MR  parallèle  à  la 
droite  A L,  et  la  droite  AA,  en  B, 
Par  le  sommet  S,  je  mène  un 
plan  parallèle  au  plan  P,  il  cou- 
pera la  droite  AA ,  en  un  certain  point  K  (qui  n'est  qu'indiqué).  La  généra- 
trice SM  et  la  droite  AA,  sont  coupées  par  trois  plans  parallèles  ;  on  a  donc 

m  _  QS 
RA  —  Aï" 

Je  construis  de  même  les  points  ?.,  et  K,  en  menant  par  les  points  M  et  S  le» 
plans  parallèles  au  plan  P,  ;  on  a 


et,  en  multipliant  membre  à  membre, 


MQ.BQ, 
RA.K,A,r 


QS.Q.S 
AK.A,K,: 


"~\ 


puisque  la  génératrice  ST  est  tangente  à  la  sphère. 

Je  mène  par  le  point  H  une  parallèle  à  la  droite  AA„  elle  coupe  les  lignes 
AL  et  A,L  aux  points  D  et  B„  et  la  sphère  aux  points  G  et  C  situés  sur  lo 
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cercle  ACCAJ7.  J'abaisse  du  point  L  une  perpendiculaire  sur  la  corde  AAf, 
elle  rencontre  cette  corde  et  sa  parallèle  BB4  en  E  et  en  I  ;  le  point  I  est  le 
milieu  de  la  corde  CC  et  de  la  longueur  BB^ 

Les  produits  MQ.MQ4  elMG.MC  sont  égaux,  les  longueurs  RA  et  RlAi  sont 
respectivement  égales  aux  longueurs  MB  et  MBt;  on  a  donc 

MQ.MQt  _  MC .  MC  __  Ml8  —  IC8 
RA.R1Ai  ""  MB.MB,  ~~ 1B8  —  Ml*' 

et,  en  égalant  les  deux  valeurs  du  rapport  PA  '    /, 

dA.d1A1 
MI8  —  IC8         ST8 


IB8— Ml8~AK.AtKt 

En  ajoutant  les  numérateurs  aux  dénominateurs,  cette  égalité  devient 

Ml8  —  IC8  ST8 


1B*  —  1C8"-~ST*-|-AK.A1K1' 

où  HP  —  IC8  est  égal  au  produit  MC.MC,  et  aussi  au  carré  de  la  longueur 
MF  de  la  tangente  menée  du  point  M  au  cercle  ACC'AjC".  De  même 
1B8 — IC8  est  égal  à  BA8;  on  a  donc 

MF*  ST* 


RA^SP  +  AIUA' 

J'abaisse  du  point  M  la  perpendiculaire  MD  sur  la  corde  AAt  ;  on  a 

BA_LA 

"  MD  "~  LE' 

et,  en  remplaçant  BA  par  sa  valeur  dans  l'équation  précédente, 

MF8      LA«  ST8  _ 

MD"8  -  LE*  ST-  +  AK.AA  ~  conslanle- 

Donc,  etc. 

Remarque.  —  Si  les  plans  P  et  Px  étaient  menés  de  manière  à  couper  le 
cône  de  côtés  différents  du  plan  X,  la  démonstration  subsisterait  dans  ses 
parties  principales,  et  on  étendrait  facilement  les  propriétés  des  cercles 
focaux  aux  cercles  bitangents  extérieurement. 


-  420  — 


EXTRAITS    DES    PROCÈS-VERBAUX 


SÉANCE  DU  MERCREDI  5  MARS  1873 

PRÉSIDENCE  DE  H.  CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrélaire  annonce  que  MM.  Brocard,  Mannheim,  se  sont  fait  inscrire 
comme  sociétaires  perpétuels. 

Le  secrétaire  donne  communication  d'une  lettre  du  secrétaire  perpétuel 
de  la  Société  royale  des  sciences  de  Gœttingue,  qui  accepte  le  Bulletin  en 
échange  de  ses  Naschrichten. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Fabre,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  à  Nîmes;  Lax,  ingé- 
nieur des  ponts  et  chaussées,  à  Paris;  Philippon,  secrétaire  de  la  faculté 
des  sciences,  à  la  Sorbonne;  Roux,  architecte,  à  Paris. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  communique  à  la  Société  Quelques  renseigne- 
ments relatifs  à  un  collier  à  grains  polyédriques,  conservé  dans  la  salle  des 
bijoux  antiques  du  Louvre. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  une  note  sur  la  Détermination,  par 
le  principe  de  correspondance,  du  nombre  des  points  d'intersection  de  trois 
surfaces  algébriques  d'ordres  quelconques. 

M.  Hatt  présente  à  la  Société  Quelques  observations  sur  la  question  de  pro- 
babilités traitée  par  M.  E.  Lemoine. 

M.  Kœhler  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  réseaux  de  courbes 
planes. 


SEANCE  DU  MERCREDI  49  MARS  4873 

PRESIDENCE   DE   H.   CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  communication  d'une  lettre  du  secrétaire  de  l'In- 
stitut royal  grand-ducal  de  Luxembourg,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange 
de  ses  Publications  ;  d'une  lettre  du  secrétaire  de  l'Académie  des  sciences 
de  rin-t'tut  de  Pologne,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses  Memorie; 
d'une  lettre  du  secrétaire  de  l'Institut  royal  lombard,  qui  accepte  le  BuU 
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ktin  en  échange  de  ses  Rendiconti  ;  d'une  lettre  de  M.  F.  Klein,  professeur 
à  l'université  d'Erlangen,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses  Mathe- 
matische  Annalen;  d'une  lettre  de  M.  G.  Dillner,  professeur  à  l'université 
d'Upsal,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  son  Tidskrift;  d'une  lettre 
de  M.  le  DT  C.  À.  F.  Peters ,  directeur  de  l'observatoire  de  Kiel ,  qui 
accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses  Astronomische  Nachrichten;  d'une 
lettre  de  M.  H.  G.  Zeuthen,  professeur  à  l'université  de  Copenhague,  qui 
accepte  le  Bulletin  en  échange  de  son  Tidsskrift;  d'une  lettre  de  M.  G.  Bal- 
taglini,  professeur  à  l'université  de  Rome,  qui  accepte  le  Bulletin  en 
échange  de  son  Giornale;  d'une  lettre  de  M.  Enrico  Betti,  directeur  de 
l'École  normale  supérieure  de  Pise,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de 
ses  Annali;  d'une  lettre  de  M.  le  prince  B.  Boncompagni,  qui  accepte  le 
Bulletin  en  échange  de  son  Bullettino;  d'une  lettre  de  M.  L.  Cremona,  pro- 
fesseur à  l'Institut  technique  supérieur  de  Milan,  qui  accepte  le  Bulletin  en 
échange  de  ses  Annali. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Bertrand,  membre  de  l'Institut  ;  Florentin,  capitaine  d'artillerie,  à 
Paris;  Jos.  Sivering,  secrétaire  de  l'Institut  royal  grand-ducal  de  Luxem- 
bourg. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  un  mémoire  Sur  la  détermination 
des  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre, 

M.  Darboux  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  les  intégrales  des 
fondions  discontinues  et  sur  les  fonctions  continues  qui  n  ont  pas  de  dérivées. 

M.  Rodet  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  gravitation  univer- 
selle. 


SEANCE  DU  MERCREDI  2  AVRIL  1875 

PRÉSIDENCE  DE  M.   CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  annonce  que  H.  Camille  Jordan  s'est  fait  inscrire  comme 
sociétaire  perpétuel. 

Le  secrétaire  donne  communication  d'une  lettre  du  secrétaire  de  l'Aca- 
démie des  sciences  de  Berlin,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses  Mo- 
natsberichte ;  d'une  lettre  du  secrétaire  de  la  Société  des  sciences  de 
Finlande,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses  Acta;  d'une  lettre  du 
recteur  de  l'universiléde  Pise,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  sesyl/i- 
nali;  d'une  lettre  de  M.  C.  W.  Borchardt,  de  Berlin,  qui  accepte  le  Bulletin 
en  échange  de  son  Journal. 
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Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.Duguen,  ancien  élève  de  l'École  centrale,  à  Roye  (Somme);  G.  Lehr, 
élève  de  l'École  des  hautes  études,  à  Marseille;  Michelet,  ingénieur  civil,  à 
Paris. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  C.  de  Polignac  communique  à  la  Société  Quelques  théorèmes  d'arith- 
métique. 

M.  de  Saint-Germain  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  résolvante 
de  deux  équations  du  second  degré. 

M.  Camille  Jordan  communique  à  la  Société  une  note  Sur  le  mouvement 
des  figures  dans  le  plan  et  dans  V espace. 

M.  Brisse  communique  à  la  Société  Quelques  formules  relatives  aux  cour- 
bes gauches,  déduites  de  celles  de  M.  J.  A.  Serret. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Détermination,  par  le  principe  de  correspondance,  du  nombre  des  points 

d'intersection  de  trois  surfaces  algébriques  d'ordres  quelconques;  par 

M.  Fouret. 

(Séance  du  5  mars  1873) 

En  s'aidant  du  principe  de  correspondance  qu'il  a  imaginé,  et  qui  Ta 
conduit  à  des  résultats  si  merveilleux,  M.  Chasles  est  parvenu  à  démontrer 
géométriquement  d'une  manière  fort  simple  ce  théorème  fondamental  dans 
le  théorie  des  courbes,  à  savoir  que  : 

Deux  courbes  d'ordres  p  et  p'  ont  toujours  pp'  points  communs  réels  ou  ima- 
ginaires. 

Une  première  démonstration  de  ce  théorème  a  fait  l'objet  d'une  commu- 
nication de  H.  Chasles  à  la  séance  de  l'Académie  des  sciences  du  50  sep- 
tembre 1872  (Comptes  rendus,  t.  LXXV,  p.  756).  Une  seconde  démonstration 
du  môme  théorème  a  été  donnée  par  l'illustre  géomètre  dans  la  séance  du 
20  janvier  1875  (Comptes  rendus,  t.  LXXV1,  p.  126). 

M'étant  proposé  d'appliquer  les  mêmes  procédés  de  démonstration  au 
théorème  analogue  relatif  aux  surfaces,  je  suis  parvenu,  en  ce  qui  concerne 
la  première  démonstration  de  H.  Chasles,  à  un  résultat  satisfaisant  que  je 
vais  exposer  ici  en  quelques  mots. 

Théorème.  —  Trois  surfaces  algébriques  <T  ordres  p,p' ,p"  ont  pp'jf'  points 
communs  réels  ou  imaginaires. 

Désignons  par  (S,),  (S^),  (Sp«)  ces  trois  surlaces,  et  soient  I  une  droite 
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et  0  un  point  situés  d'une  manière  quelconque  par  rapport  à  ces  surfaces. 

Par  la  droite  I,  faisons  passer  un  plan  (À)  quelconque.  Ce  plan  coupe 
les  surfaces  (Sp),  (Sp)  suivant  deux  courbes  d'ordres  p  et  p'  qui  ont  pp' 
points  communs,  d'après  le  théorème  rappelé  ci-dessus  et  démonlré  par 
M.  Ghasles.  En  joignant  le  point  0  à  chacun  des  points  a,  on  obtient  pp- 
droites  qui  coupent  chacune  (Sp*)enp"  points;  de  sorte  que  ces  pp'  droites 
déterminent  pp'p"  points  b  sur  (Sp«). 

Par  la  droite  I  et  chacun  des  points  i,  faisons  passer  un  plan  ;  nous  obte- 
nons de  la  sorte  pp'p"  plans  (B),  qui  correspondent  au  plan  (A). 

Inversement,  par  I  menons  un  plan  (B)  quelconque.  Il  coupe  (S^)  suivant 
une  courbe  d'ordre  p".  Prenons  cette  courbe  pour  directrice  d'un  cône 
ayant  pour  sommet  le  point  0;  puis  considérons  un  second  cône  ayant 
également  son  sommet  en  0  et  s'appuyant  sur  la  courbe  d'intersection 
des  surfaces  (Sp),  (Sp.).  Ce  second  cône  d'ordre  pp'  coupe  le  premier,  qui 
est  d'ordre  p",  suivant  pp'p"  arêtes  :  cela  résulte  immédiatement  de  ce  que 
les  sections  de  ces  deux  cônes  par  un  même  plan  sont  deux  courbes  respec- 
tivement d'ordres  pp'  et  p"  qui  ont  pp'p11  points  communs,  ainsi  qu'il  a  été 
dit  précédemment. 

Or  les  pp'p"  arêtes  communes  aux  deux  cônes  déterminent,  sur  les  surfaces 
(Sp),  (Sp>),  pp'p"  points  communs  à  ces  deux  surfaces,  et,  en  faisant  passer 
un  plan  par  la  droite  I  et  par  chacun  de  ces  points,  on  obtient  pp'p"  plans  (À) 
qui  correspondent  au  plan  (B). 

Donc  à  un  plan  (B)  correspondent  pp'pu  plans  (À),  de  même  qu'à  un  plan 
(A)  correspondent  pp'p"  plans  (B);  par  suite,  il  existe  2pp'p"  plans  (A)  qui 
coïncident  chacun  avec  un  de  leurs  correspondants  (B).  Mais  pp'p"  de  ces 
plans  se  confondent  avec  le  plan  passant  par  la  droite  I  et  le  point  0,  et 
n'appartiennent  pas  à  des  points  communs  aux  trois  surfaces  ;  tandis  que 
chacun  des  pp'p"  autres  plans  détermine  sur  l'intersection  de  (Sp)  avec  (Sp.) 
un  point  a  et  sur  (Sp*)  un  point  b  qui,  situés  en  ligne  droite  avec  0,  doivent 
nécessairement  coïncider.  Ce  qui  démontre  le  théorème. 

Corollaire  I.  —  Un  système  de  trois  équations  algébriques  à  trois  inconnues 
de  degrés  p,  p',  p",  admet  engénéral  et  au  plus  pp'p"  solutions. 

Ce  théorème,  qui  est  une  extension  toute  naturelle  de  celui  de  Bezout  re- 
latif à  un  système  de  deux  équations,  résulte  immédiatement  du  théorème  que 
nous  venons  de  démontrer,  en  faisant  abstraction  des  points  communs  aux 
trois  surfaces  qui  sont  situés  à  l'infini  et  auxquels  ne  correspondent  pas  de 
solutions  dans  les  équations. 

Ce  premier  corollaire  se  complète  d'ailleurs  par  le  suivant  : 

Corollaire  IL  —  Considérons  un  système  de  trois  équations  à  trois  incon- 
nues  x,  y,  z,  respectivement  de  degrés  p,  p',p"9 

(*»,*,l,*f)>=0,    (a*,2f\*'y==0,    (*<\f*\  *•)*•=  Of 
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dans  lequel  les  degrés  des  puissances  les  plus  élevées  sont  respectivement  : 
pour  a%  m,  m\  m"  ;  pour  y,  n,  n',  n" ;  pour  z,  r,  r*  r".  Un  pareil  système 
d'équations  a  un  nombre  de  solutions  éyal  à 

VV'f—  (P—  m)(p'—  m')(p'f—  m!')  —  (/>—  n)(/>'—  n')(P"  —  «") 

-tP-r)(p'-f)(p*-r»)— , 

w  désignant  le  nombre  des  points  à  V  infini  communs  aux  trois  surfaces  repré- 
sentées par  les  trois  équations,  et  situés  en  dehors  des  axes  de  coordonnées. 

Cela  résulte  de  ce  que,  par  suite  de  la  forme  des  équations,  les  surfaces 
correspondantes  ont  respectivement  mm'm"  nappes  qui  se  croisent  en  un 
point  situé  à  l'infini  sur  l'axe  des  xt  nn'n"  nappes  qui  se  croisent  à  l'infini 
sur  Taxe  des  y,  rr'r"  nappes  qui  se  croisent  à  l'infini  sur  Taxe  des  s. 

Remarques. — 1°  Le  théorème  précédent  n'est  qu'une  extension  d'un  théo- 
rème'analogue  relatif  à  un  système  de  deux  équations  à  deux  inconnues  et 
que  M.  Chasles  a  énoncé  dans  sa  communication  à  l'Académie  des  sciences 
du  30  septembre  1872. 

2°  En  suivant  un  procédé  de  démonstration,  analogue  à  celui  que  nous 
avons  exposé  dans  cette  note,  et  en  nous  appuyant  sur  quelques  considé- 
rations que  Ton  peut  qualifier  d'hypergéométriques,  nous  sommes  parvenu 
à  démontrer  par  le  raisonnement,  et  sans  l'aide  du  calcul,  le  théorème  de 
Bezout  étendu  à  un  nombre  quelconque  d'équalions  contenant  un  pareil 
nombre  d'inconnues.  Cette  démonstration  fera  l'objet  d'une  communication 
subséquente. 


Sur  les  réseaux  de  courbes  planes;  par  M.  Kœhler. 

(Séance  du  5  mars  1873) 

On  sait  par  les  travaux  de  Steiner  et  de  H.  Cremona  que,  dans  un  réseau 

3 
d'ordre  n — 1,  il  y  a  en  général  ^-(n —  2)(n— Z){Zn% — 9n— 5)  courbes  à 

deux  points  doubles  et  42(n — 2)(n  —  5)  courbes  avec  point  de  rehausse- 
ment. Mais  ces  nombres  doivent  être  réduits  lorsque  les  courbes  du  réseau 
ont  en  commun  des  points  simples  ou  multiples.  Je  démontrerai  à  ce  sujet 
le  théorème  suivant  : 

Tout  point  multiple  commun,  d'ordre  p,  diminue  de  ilpip  —  1)  le  nombre 
des  courbes  du  réseau  à  point  de  rebroussement. 

M.  Maximilien  Curtze,  professeur  au  gymnase  de  Thorn,  a  donné  quel- 
ques indications  sommaires  sur  cette  question  dans  une  des  notes  qui  ac- 
compagnent sa  traduction  allemande  de  l'ouvrage  de  H.  Cremona  sur  les 
courbes  planes.  Hais  les  résultats  auxquels  on  arrive  en  suivant  ses  indica- 
tions sont  tout  à  fait  en  désaccord  avec  ceux  que  je  vais  présenter  ici. 
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\ .  Je  considère  le  réseau  formé  par  les  premières  polaires  de  tous  les 
points  du  plan  relativement  à  une  courbe  fondamentale  I]  =  0  d'ordre  n.  Les 
polaires  à  deux  points  doubles  et  les  polaires  à  point  de  rebroussement  cor- 
respondent respectivement  aux  pointe  doubles  et  de  rebroussement  de  la 
courbe  de  Steiner  ;  cette  courbe  est,  comme  on  sait,  le  lieu  des  points  dou- 
bles de  toutes  les  polaires  coniques  réductibles  à  un  système  de  deux  droites, 
ou  encore  le  lieu  des  points  dont  les  premières  polaires  ont  un  point 
double.  Elle  est  de  Tordre  3(n—  2)' et  de  la  classe  5(n  —  l)(n  —  2),  lorsque 
U  est  dépourvue  de  points  singuliers. 

Si  la  courbe  0  possède  un  point  multiple  d'ordre  p,  son  équation,  mise 
sous  la  forme  homogène,  sera,  en  plaçant  l'origine  en  ce  point, 

les  polynômes  w,r,...  étant  homogènes  en  x  et  y,  et  des  degrés  p,p-H,...; 
u=0  donne  le  faisceau  des  p  tangentes  à  l'origine.  L'équation  de  la  lies- 
sienne  est,  en  désignant  les  dérivées  secondes  par  des  indices  doubles, 


11  = 


lT«. 


U1S 
U 


Si 


SI 


U.3 

U 

u 


*3 


35 


=  0, 


et  il  est  très-facile  de  voir  que  l'origine  est  un  point  multiple  d'ordre 
3p —  4,  dont  les  tangentes  sont  représentées  par 


«l8 


fi. 


u 


*s 


(n-p)ut     (n-p)vt    (n -/>—!)« 


=  0. 


Si  Ton  retranche  des  éléments  de  la  troisième  colonne  de  ce  déterminant 
ceux  de  la  première  multipliés  par  [x  et  ceux  de  la  seconde  multipliés  par 
y,  on  aura 

«il  «w  °       I 

«ii  «sa  0  =  0, 

(n  —  p)ut    (n  —  p)tii   —  u 

et  l'équation  des  3p  —4  tangentes  se  réduit  à  w(u  *9  —  uit  wM)  =  0. 

Le  second  facteur  représente  2p  —  4  tangentes  qui  ne  sont  pas  com- 
munes aux  courbes  H  et  U;  ce  sont  les  rayons  doubles  de  l'involulion 
d'ordre  p  —  1  formée  par  les  faisceaux  des  tangentes  à  toutes  les  premières 
polaires  de  U. 

Gela  posé,  les  conditions  pour  qu'une  courbe  F  =  0  ait  un  point  de  rebrous- 
sement sont 


FÎ3~FMF5$  =  0,    F^-FuF^O,    F^-F^^O. 
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En  calculant  Fttl  F,„  ...,  pour  la  polaire  a^U1-|-î/,D,-4-2'0s  =  0  d'un 
point  (a/,  y',  *'),  on  obtient  un  groupe  de  trois  équations  dont  j'écris  la  pre- 
mière, savoir  : 

* 

L'élimination  de  (j/,  y*,  s')  conduit  à  l'équation  d'une  courbe  S  d'ordre 
4(n  —  3),  dont  les  intersections  avec  la  hessienne  d'ordre  5(n — 2)  donnent 
les  points  de  rebroussement  des  premières  polaires.  La  fonction  S  est  le 
covariant  obtenu  en  remplaçant  dans  l'invariant  S  du  quatrième  ordre 
d'une  forme  cubique  les  coefficients  de  la  forme  par  les  troisièmes  déri- 
vées de  U  (Clebsch,  Ueber  Curven  vierter  Ordnung;  Crelle,  t.  59)  (*).  L'ex- 
pression de  S  peut  s'écrire,  en  groupant  convenablement  les  termes, 

s=uîtt-8UïMumum+uïfIu;M 

+  Ussl(5UmUlllUSM— 2UMIUî„-|-UittUll5UiM— UmUM1Ut„— UuiU^) 
+  UWSU1MUttlUm-3UM1lJ^+Ui„U«Ulll-Uii,UlltUlu-UtfiUïtl) 

+  uiw(uj.«-  Ui«u«J+uî»(«î«-  u..iU«i)+u„1u„t(uilluMi-nlltuitl). 

Lorsque  U  est  de  la  forme  indiquée  ci-dessus,  on  voit  de  suite  que  la  plus 
haute  puissance  de  z  dans  S  est  de  l'ordre  \  (n  —p  —  1),  de  sorte  que  l'ori- 
gine est  un  point  multiple  d'ordre  4  (p  —  2)  pour  la  courbe  S.  Pour  obtenir 
l'équation  des  tangentes,  il  suffît  de  considérer  les  troisièmes  dérivées  du 
terme  uz*-v,  c'est-à-dire  de  faire  les  substitutions  suivantes 

Wni=Wiii5"""'t    tj"n«  =  «i«sl,~'»    Uu5  =  (»  —  P)«iii2"-"p-1, .- 
On'obticnt  ainsi,  abstraction  faite  du  facteur  a^»-*-1), 

+  (»— P)*(*  —  P  —  l}«i(3«ni«*iWiit—  Wuuul+ultutiuut— «n«jiWiii  -«;,tfiii) 
H-  (n-p)~*(n  —  p—  l)Wi(3«i*«ii»«i—  2mÎ4Miu  +  ««"«Mut  —  "m«ii"u*  —  «î,w«a) 
+  ("  —  />)*('* — /?—  l)(n  —  p  —  â)u(tf&ttf&lvirttl  —  Ki«tfiuif«M  +  «n«ii*«ittfl 

4-  («— />)*(»  —  jp—  *)fW(«îii  —  tt|wtt«i)  +  «î(«Ha  —  «iti«iu) 

+  ttiM*Kiiw**«  —  "na«8*i)]  • 

Si  maintenant,  dans  la  deuxième  et  la  troisième  ligne,  on  remplace  ut  par 
.rwu  -h  y  uw  ^i  Par  *rMii  4"  2/M«î 8*  de  P'us  on  remarque  que  un  =  xuni  +yulll% 
tt„=.rMMlH-yiM«  «ii  =  ^Miij-H^M,  on  trouve,  après  quelques  réductions 

(*)  Le  moyen  le  plus  simple  de  s'en  assurer  consiste  à  prendre  la  forme  cubique  sous  su 
forme  canonique  a*3  H-  by*  -H  «3  4-  fofcry*  ;  l'élimination  de  *,  y,  a  entre  da*«  —  fcy*= 0, 
dy— ca*x=0,  d1*1— afcr#  =  0,  conduit  à  l'invariant  S  =  rfa6c— ci*, 
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faciles  à  apercevoir,  l'expression  —  2(n  —  p)5(»  —  p  —  l)(uf\  —  ulfun)\ 
Le  coefficient  de  u,  dans  la  quatrième  ligne,  s'annule  identiquement; 
enfin  le  dernier  groupe  de  termes  se  réduit  à 

U  résulte  de  là  que  les  tangentes  au  point  multiple  de  la  courbe  S  sont  com- 
prises dans  l'équation  (m*,  —  wllwM)ï=0.  Ce  sont  précisément  les  tangentes 
de  la  hessienne  qui  ne  sont  pas  communes  à  cette  courbe  et  à  la  proposée, 
chacune  d'elles  étant  comptée  deux  fois. 
On  conclut  de  là  que  le  point  multiple  d'ordre  p  tient  lieu  de 

i2(p-l)(p-2) 

points  d'intersection  des  courbes  H  et  S.  Et,  en  effet,  les  3p —  4  branches 
de  H  se  subdivisent  en  deux  groupes,  l'un  de  p,  l'autre  de  2(p —  2); 
le  premier  groupe  donne  4p(p — 2)  points  d'intersection  à  l'origine.  Cha- 
cune des  branches  du  second  a  4  points  infiniment  voisins  communs 
avec  la  branche  correspondante  de  S,  puisque  la  tangente  de  celle-ci  est 
en  réalité  une  tangente  double  dont  les  deux  points  de  contact  se  sont 
réunis  ;  de  plus  la  branche  de  II  doit  être  considérée  comme  coupant  en  un 
point  chacune  des4(p —  2) — 2  branches  de  S  qui  ne  la  touchent  pas.  On 
a,  en  définitive, 

*p{p-*)  +  Hp-*)[*  +  *lp-*)-*)  =  l*[p-i){p-*)' 

En  particulier,  si  U  est  une  courbe  du  quatrième  ordre  avec  un  point  triple 
à  l'origine,  la  hessienne  a  un  point' quintuple;  la  courbe  S  se  réduit  à  deux 
droites  doubles,  savoir  :  les  rayons  doubles  de  l'involution  formée  par  les 
couples  de  tangentes  des  premières  polaires,  et  elle  rencontre  la  hessienne 
en  24  points' confondus  à  l'origine. 

Ainsi,  lorsque  la  courbe  U  a  un  point  multiple  d'ordre  p,  le  nombre  des 
rehaussements  de  la  courbe  de  Steiner  se  réduit  à 

12[(n-2)(n-3)-(p-l)(p-2)]. 

Comme  on  connaît  l'ordre  et  la  classe  de  cette  courbe,  on  pourra  déter- 
miner par  les  formules  de  Piûcker  ses  autres  caractères,  par  exemple  le 
nombre  de  ses  points  doubles,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  nombre  des 
polaires  à  deux  points  doubles* 

Toutefois,  il  faut  remarquer  que  le  point  multiple  d'ordre  p  influe  égale* 
ment  sur  l'ordre  et  sur  la  classe  de  la  courbe  de  Steiner;  l'ordre  est  diminué 
de  (p  — 2)(3p  — 2),  et  la  classe  de  (p— 4)(3p— 4)f). 

0  Voir,  à  ce  sujet*  la  traduction  allemande  de  Ylntroduzione  de  M.  Crémona,  addition  à 
l'art.  88; 


J 
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2.  Si,  au  lieu  de  considérer  un  réseau  de  premières  polaires,  on  considère 
un  réseau  général  représenté  par  une  équation  de  la  forme 

/A  4-  mB  +  «C  =  0, 

A,  B,  C  étant  trois  courbes  d'ordre  n— 1,  la  recherche  analytique  de  la 
courbe  S  est  plus  difficile:  on  a  à  éliminer  /,  m,  n  entre  les  trois  équations 
suivantes  du  second  degré  : 

|  (ZAa3  +  "iB«  4-  «C„)«  =  (/Aai  4-  mBia  +  nCM)(/A33  +  mB33  -f  »C5S) 

(1)  t'A5l  4-  mhi{  +  nC51)*  =  (/A55  +  mB33  4-  nC33)(/Au  4-  mBn  +  nCu) 
(  (/Ala  +  mBla  +  nCla)«  =  (/Au  +  mBu  4-  nC^X/A,,  4-  mBiâ  4-  nC„). 

Le  résultant  de  ce  système  n'e&t  autre  chose  que  l'invariant,  désigné  ha- 
bituellement par  2,  du  système  suivant  : 

j  U  =.  Àux«  +  Aaau*  4-  A33«<*  4-  2A83uv  4-  2A3lvX  4-  2AlaXa=0t 

(2)  V  ==  BUX«  4-  Baay.»  4-  B33<*  4-  2Ba3;*v  4-  2B31vX  4-  2Bia>.u.=0, 
|  W  =  CUX*  4-  (W*  4-  C33v*  4-  2Ci3!/.v  4-  2C3lv>.  +  3CltXa=0. 

On  sait,  en  effet,  que  2=0  exprime  la  condition  pour  que  la  somme 
flJ-HmV-hnW  soit  un  carré  parfait;  et,  en  formant  les  équations  de  con- 
dition, on  trouve  précisément  le  système  (I).  L'expression  de  2  est  si  com- 
pliquée que  son  étude  m'a  paru  impraticable  ;  l'extension  à  un  réseau 
quelconque  du  théorème  que  j'ai  donné  plus  haut  n'est  donc  qu'une  induc- 
tion légitimée,  il  est  vrai,  par  les  analogies  qui  existent  entre  l'invariant  2 
et  l'invariant  S  de  la  forme  cubique  générale. 

5.  Applications  à  quelques  cas  particuliers. 

1°  Le  réseau  est  du  4mc  ordre  ;  les  courbes  ont  5  points  doubles  et  5  points 
simples  communs. 

La  hessienne  est  alors  du  9mc  ordre  ;  elle  se  compose  de  5  droites,  côtés 
du  triangle  formé  par  les  points  doubles,  et  de  5  coniques  passant  respecti- 
vement par  ces  points  et  par  2  des  points  simples. 

La  courbe  de  Steiner  est  de*  Tordre  5.3*  —  3.7  =  6,  et  de  la  classe 
3(4.5)  — 5.10  —  5.2  =  0.  Le  nombre  des  points  de  rebroussement,  qui  est 
de  72  dans  le  cas  du  réseau  le  plus  général,  est  diminué  de  5.2 1  et  se  réduit 
à  zéro,  ce  qui  devait  être.  Les  foimules  de  Plucker  montrent  qu'il  y  a  15 
points  doubles  ;  ces  15  points  ne  correspondent  pas  seulement  aux  courbes 
du  réseau  à  5  points  doubles,  mais  à  celles  qui  ont  un"pj)int  double  en  un 
des  points  simples  donnés. 

Soient  A,  B,  C  les  5  points  doubles  communs,  d,  e,  f  les  points  simples. 
On  a  d'abord  5  courbes  composées  de  2  coniques,  savoir  :  (ABO/e)(ABCr//*), 
(ABCerf)(ABfr/),  ABC/</)(ABC/e)  ;  puis  12  courbes  à  5  points  doubles  com- 
posées chacune  d'une  conique  et  de  2  droites,  savoir  :  (ABQ/e,  AB,  C/*), 
(A»C</e,  AC,  B/'),  (ABGte,  BC,  Af),  (kbùlf,  AB,  Ce),  ..  . 
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Dans  cet  exemple,  on  pouvait  prévoir  a  priori  les  résultats  donijés  par  les 
formules  générales;  il  n'en  est  plus  de  môme  pour  le  suivant. 

2°  Le  réseau  est  du  6mc  ordre  ;  les  courbes  ont  en  commun  8  points  dou- 
bles et  un  point  simple. 
-  La  hessienne  est  du  15mc  ordre. 

Dans  le  cas  général,  la  courbe  de  Steiner  est  du  75me  ordre,  de  la  90m€ 
classe  et  a  240  rehaussements.  Ici  l'ordre  se  réduit  à  75  —  7.8  =  19;  la 
classe  se  réduit  à  90  —  8.10  —  2  =  8.  Le  nombre  dos  rebroussemenls 
est  diminué  de  8.24  et  devient  égal  à  48.  La  formule  de  Plûcker 
m  =  n(n  —  \)  —  25 — 7>p  donne,  en  faisant  m =8,  n=19et/>=48,  5=95. 
Un  de  ces  95  points  doubles  répond  à  la  courbe  qui  a  un  point  double  au 
point  simple  donné.  Donc  enfin,  parmi  les  courbes  du  6œe  ordre  passant 
par  8  points  doubles  et  un  point  simple  donné,  il  y  en  a  94  qui  ont  en  tout 
10  points  doubles. 

Remauque.  —  Dans  ce  qui  précède,  il  faut  entendre  par  courbe  de  Steiner 
du  réseau  le  lieu  des  points  qui  correspondent  û  des  courbes  possédant  un 
point  double;  on  sait  qu'il  est  toujours  possible  d'établir  d'une  infinité  do 
manières  la  correspondance  entre  les  points  du  plan  et  les  courbes  d'un 
réseau. 

Le  problème  que  je  viens  de  traiter  se  rattache  à  un  sujet  de  recherches 
a^sez  étendu  sur  lequel  M.  Salmon  a  le  premier,  je  crois,  appelé  l'attention 
(Higher  plane  Curves,  p.  53)  ;  c'est  l'étude  des  relations  géomélriques  exis- 
tant entre  les  points  doubles  d'une*  courbe  algébrique,  lorsque  le  nombre 
de  ces  poinls  (multiplié  par  S)  dépasse  le  nombre  de  conditions  qui  déter- 
minent la  courbe.  La  première  et  la  plus  simple  des  questions  qui  se  pré- 
sentent est  relative  à  la  combe  du  6mo  ordre;  elle  peut  avoir  jusqu'à 
10  points  doubles  (exemple  :  l'enveloppe  des  cordes  communes  ù  une  e!* 
lipseet  son  cercle  osculalcur),  mais  9  de  ces  points  suffisent  à  la  déter- 
miner. On  est  alors  conduit  à  la  question  suivante,  dont  j'ai  transmis  der- 
nièrement Ténoncé  à  M.  Drisse  : 

Un  système  de  courbes  du  Cme  ordre  est  assujetti  à  avoir  9  points  doubles, 
8  d'entre  eux  sont  fixes;  quel  lieu  doit  décrire  le  9me  pour  que  la  courte  ait  ' 
un  10wc point  double? 

J'ai  trouvé  que  ce  lieu  était  du  180œe  ordre. 

La  nature  de  ce  résultat  peut  faire  prévoir  quelle  serait  la  difficulté  du 
problème  pour  les  courbes  d'ordre  supérieur  au  0™. 
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Mémoire  sur  là  détermination  des  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre; 

par  M.  Halphen. 

(Séance  du  19  mars  1873) 


INTRODUCTION 

Quand  on  considère  des  courbes  ou  des  surfaces  pour  la  détermination 
desquelles  M  conditions  sont  nécessaires,  il  y  a  lieu  de  se  demander  le 
nombre  de  ces  courbes  ou  de  ces  surfaces  qui  satisfont  à  M  conditions  données. 
Il  peut  arriver  que  quelques-unes  de  ces  conditions  aient  entre  elles  une 
telle  dépendance  qu'il  ne  soit  pas  possible  de  les  considérer  comme  des  con- 
dilions  séparées  sans  introduire  des  solutions  étrangères  au  problème  pro- 
posé. On  peut  employer  les  noms  de  condition  double,  triple,  etc.,  à  désigner 
l'ensemble  de  plusieurs  conditions  inséparables. 

D'une  manière  générale,  les  M  conditions  données  peuvent  se  composer 
de  ml  conditions  simples,  m,  conditions  doubles , . . . ,  m*  conditions  multiples 
d'ordre  î,  ...,  indépendantes  les  unes  des  autres,  de  sorte  que  l'on  ait 
m4  4-2^-4-  ...  -f-t»i|-r- ...  =  M.  Chaque  groupement  des  M  conditions  en 
conditions  séparées  donne  lieu  à  un  problème  particulier,  dont  la  solution 
fournira  un  théorème  enseignant,  dans  chaque  cas,  quels  sont  les  nombres 
relatifs  à  toute  condition  simple,  double,  etc.,  qu'il  faut  connaître,  et  comment 
il  faut  combiner  ces  nombres  pour  obtenir  celui  quon  cherche;  en  d'autres 
termes,  quelle  fonction  représente  ce  dernier  nombre. 

C'est  ainsi  que,  relativement  à  la  détermination  du  nombre  des  droites  qui 
satisfont  à  deux  conditions  dans  un  plan,  il  suffit  de  connaître,  pour  chaque 
condition,  le  nombre  des  droites  qui  y  satisfont  et  passent  par  un  point. 

Relativement  à  la  détermination  des  plans,  les  théorèmes  sont  également 
bien  connus.  Pour  la  détermination  des  droites  dans  l'espace,  les  problèmes 
sont  résolus  par  deux  théorèmes  que  j'ai  communiqués  à  l'Académie  des 
sciences  en  1871  et  en  1872  (Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
sciences,  t.  LXXIII  et  LXXIV). 

C'est  en  abordant  ce  genre  de  problèmes  relativement  aux  coniques  dans 
le  plan  que  M.  Chasles  a  tout  d'abord  ouvert  la  voie  à  cet  ordre  de  recher- 
ches. Le  premier  problème  est  celui  où  l'une  des  conditions  est  simple.  Les 
quatre  autres  conditions,  qui  peuvent  être  dépendantes  ou  indépendantes 
les  unes  des  autres,  déterminent  un  système.  La  solution  du  problème  est 
contenue  dans  le  théorème  suivant  : 

Dans  un  système  plan,  le  nombre  des  coniques  qui  passent  en  un  point  étant 
p  et  le  nombre  de  celles  qui  touchent  une  droite  étant  v,  le  nombre  de  celles 
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qui  satisfont  à  une  condition  quelconque  est  «p-f- |3v,  les  nombres  a  et  fine 
dépendant  que  de  la  condition  donnée  (*) . 

Ce  beau  théorème,  que  M.  Chasle^  a  découvert  par  l'induction,  n'a  pas 
encore  été  démontré. 

Je  me  propose  d'en  donner  une  démonstration  dans  la  première  partie 
de  ce  mémoire. 

Dans 'la  seconde  partie,  j'aborderai  le  problème  dans  lequel  les  cinq 
conditions  se  partagent  en  deux,  l'une  triple,  l'autre  double.  Ce  problème 
est  résolu  par  un  théorème  analogue  au  précédent  ;  mais  la  formule  esta  trois 
termes.  L'énoncé  de  ce  théorème  est  contenu  implicitement  clans  une  note 
de  H.  Chasles  (Comptes  rendus,  t.  LIX,  p.  345),  ainsi  que  l'a  fait  remarquer 
M.  Cremona,  en  le  donnant  explicitement  (Comptes  rendus,  t.  LIX,  p.  776).  Si 
la  condition  double  se  compose  de  deux  conditions  séparées,  ce  théorème 
découle  facilement  du  précédent.  Mais,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  il  constitue 
un  deuxième  théorème  distinct,  non  encore  démontré,  et  dont  on  n'a  même 
presque  fait  aucune  vérification. 

Dans  la  deuxième  partie  de  ce  mémoire,  je  démontrerai  ce  théorème,  et 
je  ferai  voir  que  l'ensemble  de  ces  deux  propositions  fournit  la  solution 
complète  des  problèmes  relatifs  aux  coniques  dans  le  plan,  de  telle  façon 
que,  dans  tous  les  cas,  une  condition  simple,  ainsi  qu'une  condition  qua- 
druple, est  caractérisée  par  deux  nombres,  et  une  condition  double  ou 
triple  par  trois  nombres. 

Dans  la  troisième  partie  de  ce  mémoire,  j'étudierai  les  problèmes  re- 
latifs à  la  détermination  des  coniques  dans  l'espace  et  des  surfaces  du 
second  ordre;  et  je  démontrerai,  à  cette  occasion,  plusieurs  théorèmes 
nouveaux. 

La  première  partie  contient,  tout  d'abord,  quelques  théorèmes  étrangers 
ù  la  question  proposée,  mais  qui  seront  d'un  usage  fréquent  dans  tout  le 
cours  du  mémoire. 


PREMIÈRE  PARTIE 

t.    —   THÉORÈMES  GÉNÉRAUX  SUR   LES   INTERSECTIONS   DES  COURBES   PLANES  ALGÉBRIQUES. 

Soit,  sur  une  courbe  algébrique  plane,  un  point  0  tel  que  la  droite  Oy  ait 
r  de  ses  points  d'intersection  avec  la  courbe  réunis  en  0;  soitOx  une  autre 
droite.  L'équation  de  la  courbe,  rapportée  aux  axes  0#,  Oy,  est  de  la  forme 

(1)  ^(A  +  Bî/-T-...-f-K^)-hxP  =  0; 

(*)  Les  nombres  //.  et  v  sont  appelés  première  et  deuxième  caractéristiques  du  système. 
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A,  B, ...,  K  sont  des  polynômes  en  x  seul,  dont  le  premier  ne  s'évanouit 
pas  avec  #,  P  est  un  polynôme  dont  le  degré  en  y  est  inférieur  à  r. 
Pour  une  valeur  infiniment  petite  de  x,  l'équation  (i)  détermine  r  racines 

A 

y  infiniment  petites.  Le  produit  des  autres  racines  est  rb|v-  Soit  mainte- 
nant s  le  moindre  degré  de  x  dans  les  termes  indépendants  de  y,  en 
sorte  que  ces  termes  soient  x'(a-{~bx-{~ ...).  Le  produit  de  toutes  les  ra- 

7?(a  -4-  bv  -4—     ) 
cines  de  (1)  est  db  — ^ — -— *•  Le  produit  des  racines  infiniment 

petites  est  donc  égal  à  ±  — r —  ,  c'est-à-dire  de  Tordre  de  x'. 

Prenant  x  pour  infiniment  petit  du  premier  ordre,  désignons  par  at,  «t1 ... 
les  ordres  de  ces  racines.  Faisons  le  produit  des  r  binômes  (y  —  x9).  Nous 
obtenons  un  polynôme  en  y  dont  les  r  racines  ont  chacune  un  rapport  fini 
avec  une  racine  infiniment  petite  de  (I).  Les  produits  de  ces  deux  groupes 
de  racines  ont  donc  un  rapport  fini,  c'est-à-dire  que  la  somme  des  nombres 
a  est  égale  à  s. 

Or  s  marque  le  nombre  des  points  d'intersection  de  la  courbe  et  de  Oxt 
confondus  en  0.  Donc  : 

Théorème  I.  —  Le  nombre  des  intersections  d'une  courbe  et  d'unedroite,  con- 
fondues en  un  point  0,  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  segments  infiniment 
petits  interceptés  par  la  courbe  et  la  droite  sur  une  sécante  quelconque,  dont 
la  distance  au  point  0  est  infiniment  petite  du  premier  ordre. 

On  peut  faire  la  remarque  suivante  :  Une  racine  y  étant  de  Tordre  a,  on 
peut,  pour  trouver  son  rapport  à  .r",  se  borner  à  considérer,  dans  (I),  les 
termes  en  y  .r',  tels  que  j-l-ia  ait  la  môme  valeur  pour  tous  ces  termes.  On 
en  conclut  aisément  que  les  produits  de  ces  rapports  par  x*t  ou  les  racines 
y  de  Tordre  «,  bornées  à  leur  premier  terme,  sont  déterminés  par  une 
équation  dont  les  coefficients  ne  contiennent  que  des  puissances  entières  de 
x.  On  peut  donc  dire  que  :  si  o  est  le  nombre  des  segments  ci-dessus  de  C ordre 
a,  le  produit  pot.  est  toujours  un  nombre  entier. 

Ce  théorème  e^  susceptible  d'être  étendu  au  cas  de  deux  courbes,  par 
Tanalvse  suivante. 

Soient  deux  courbes  S  et  S'  dans  le  môme  plan.  On  peut  faire  corres- 
pondre deux  à  deux  les  points  de  ces  deux  courbes  qui  ont  môme  ordonnée 
y,  et  imaginer  la  courbe  s  dont  les  coordonnées  rectilignes  f,  n  sont  les 
abeisses  x,  x'  de  deux  points  correspondants.  Un  point  commun  aux  deux 
courbes  S  cl  S'  correspond  à  un  point  de  i  situé  sur  la  bissectrice  des  axes. 
Supposons  que  le  point  0,  origine  des  coordonnées  x,  y,  soit  commun  aux 
deux  courbes  S,  S'.  La  courbe  i  passe  en  n,  origine  des  coordondées  ?,  t.. 

D'après  le  théorème  I,  on  trouvera  le  nombre  des  points  communs  à  2  et 
à  la  bissectrice  des  axes  en  considérant  une  valeur  de  Ç  infiniment  petite 
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du  premier  ordre,  cherchant  Tordre  de  chacune  des  valeurs  de  (u  —  ?)  infi- 
niment petites  correspondantes,  et  faisant  la  somme  de  ces  ordres.  Celte 
somme  sera  le  nombre  cherché.  En  se  reportant  aux  courbes  S  et  S',  on  voit 
que  cela  revient  à  :  mener  une  parallèle  à  Oy,  d'abeisse  x  du  premier  ordre; 
prendre  les  points  m,  infiniment  voisins  deO,  où  celte  droite  coupe  S;  par 
chaque  point  m,  mener  une  parallèle  à  Ox;  considérer  sur  chaque  parallèle 
les  points  m!  infiniment  voisins  de  0  et  appartenant  à  S'  ;  faire  la  somme 
des  ordres  des  segments  mm! ,  interceptés  sur  ces  parallèles. 

En  particulier,  si  les  droites  Ox,  Oy  ne  sont  pas  tangentes  à  la  courbe  S', 
les  points  m'  situés  sur  chaque  parallèle  à  Ox  sont  en  môme  nombre  que  les 
points  jn\  infiniment  voisins  de  0  situés  sur  la  parallèle  à  Oy  et  sur  S'  ; 
chaque  segment  mni[  est  du  même  ordre  qu'un  segment  mm' ,  et  les  nom- 
bres de  ces  deux  groupes  de  segments  sont  les  mêmes.  On  peut  donc  rem- 
placer la  somme  des  ordres  des  segments  mm'  par  celle  des  segments 
mm\.  Donc  : 

Théorème  II.  —  Le  nombre  des  intersections  de  deux  courbes,  réunies  en 
un  point  0,  est  égal  à  la  somuie  des  ordres  des  segments  infiniment  petits  inter- 
ceptés par  les  deux  courbes  sur  une  sécante  dont  la  distance  au  point  0  est  in- 
finiment petite  du  premier  ordre,  et  qui  rie  coïncide  avec  aucune  tangente  à 
l'une  des  courbes  en  ce  point. 

De  la  remarque  faite  à  propos  du  théorème  I,  on  peut  conclure  ici  que  : 
si  p«  est  le  nombre  des  segments  d'ordre  a,  le  produit  p*  est  toujours  un 
nombre  entier. 

Au  lieu  de  deux  courbes  quelconques,  considérons  maintenant  deux 
courbes  S  et  S' telles  qu'à  chaque  point  m  de  la  première  correspondent  a 
points  m'  de  la  seconde,  situés  sur  la  droite  qui  joint  m  à  un  point  fixe  G, 
où  ne  passe  pas  S;  et  que  les  groupes  de  a  points  m',  correspondant  aux 
différents  points  m  en  ligne  droite  avec  G,  soient  tous  différents. 

D'après  cette  définition,  si  p  est  le  degré  de  S  et  n  Tordre  de  multiplicité 
du  point  C  dans  S',  cette  dernière  courbe  coupe  les  droites  issues  du  point 
C  en  ap-\-n  points.  Ce  nombre  marque  dans  son  degré. 

Projetons  en  u,  p',  sur  une  droite  CA,  deux  points  correspondants  m,  m', 
et  imaginons  la  courbe  1  dont  les  coordonnées  rectilignes  sont  Cm  et  Cm'. 
Celle  courbe  est  de  degré  2a/) -4- n,  et  a,  à  l'origine  des  coordonnées,  un 
point  multiple  provenant  des  couples  de  points  m,  m'  situés  sur  la  perpen- 
diculaire élevée  en  C  sur  CA.  On  voit  très-facilement  que  ce  point  compte 
pour  ap  intersections  de  2  et  de  la  bissectrice  des  axes.  Il  reste  donc  ap  -hn 
autres  points  communs  à  ces  deux  lignes.  Donc  : 

Théorème  111.  —  Si,  à  chacun  des  points  dune  courbe  de  degré  p,  situés 
sur  une  droite  issue  d'un  point  /ire,  où  ne  passe  pas  cette  courbe,  corres- 
pond un  groupe  distinct  de  a  points  sur  la  même  droite,  et  que  le  point  fixe 
soit  multiple  d'ordre  n  sur  le  lieu  de  ces  derniers,  le  degré  de  ce  lieu% 
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ainsi  que  le  nombre  des  couples  de  points  correspondants  confondus,  est  égal  à 
ap-t-n. 

Les  données  restant  les  mômes,  si  un  point  0  est  la  réunion  de  plusieurs 
couples  de  points  correspondants,  on  cherchera  leur  nombre  en  appli- 
quant le  théorème  I  à  la  courbe  2.  On  sera  conduit  alors  à  mener  une 
sécante  à  distance  infiniment  petite  du  premier  ordre  du  point  0,  à  consi- 
dérer chaque  point  m  djintersection  de  celle  sécante  et  de  S  infiniment 
voisin  de  0,  à  mener  le  rayon  Cm  et  à  faire  la  somme  des  ordres  des  seg- 
ments mm!  compris  entre  deux  points  correspondants  infiniment  voisins. 

La  sécante  peut  être  prise  non  tangente  à  la  courbe  S.  Si,  de  plus,  le 
rayon  CO  n'est  pas  tangent  à  cette  courbe,  un  rayon  issu  de  G,  et  à  distance 
du  premier  ordre  de  0,  coupe  S  en  des  points  à  distance  du  premier  ordre 
de  ce  point  0,  et  en  môme  nombre  que  la  sécante  considérée.  11  y  a  donc 
sur  ce  rayon  le  môme  nombre  de  segments  compris  entre  des  points  corres- 
pondants infiniment  voisins  de  0,  et  du  même  ordre  que  sur  les  différents 
rayons  considérés  en  premier  lieu.  Donc  : 

Théorème  IV.  —  S'il  existe  une  correspondance  entre  les  points  de  deux  cour- 
bes situés  sur  les  droites  issues  d'un  point  fixe  C,  et  que  0  soit  un  point  com- 
mun aux  deux  courbes,  ou  aucune  des  tangentes  à  lune  d'elles  ne  passe  en 
C,  le  nombre  des  couples  de  points  correspondants,  confondus  en  0,  est  égal  à 
la  somme  des  ordres  des  segments  compris  entre  deux  points  correspondants 
infiniment  voisins  de  0,  et  situés  sur  une  droite  issue  de  G  dont  la  dislance  au 
point  0  est  infiniment  petite  du  premier  ordre. 

On  remarquera  encore  que  :  si  p  est  le  nombre  des  segments  d'ordre  a,  le 
produit  pa  est  toujours  un  nombre  entier. 

II.   —   DÉMONSTRATION   DU  THÉORÈME   DE   M.    CIÏASLES  SUR   LES  SYSTÈMES  DE  CONIQUES 

DANS  LE  PLAN. 

■ 

Etant  donné  un  système  plan  de  coniques,  prenons  dans  le  plan  du 
système  une  droite  arbitraire  A,  et  une  origine  a  sur  cette  droite.  Soient  m 
et  m'  les  points  où  une  conique  du  système  rencontre  A.  Considérons  la 

courbedont  les  coordonnées  rectilignessonta;=-r  (mn-\-am'),  i/  =  — ~ — , 

z  K 

K  étant  une  longueur  constante.  A  chaque  conique  du  système  correspond 
un  point  de  cette  courbe,  et  à  chaque  point  de  la  courbe  correspond  une 
conique.  Pour  abréger  le  langage,  j'appellerai  cette  courbe  indicatrice  du 
système  relative  à  la  droite  A.  Je  vais  démontrer  qu'elfe  a  pour  degré  la  pre- 
mière caractéristique  du  système. 

Soit  [l  celte  caractéristique.  Considérons,  pour  un  instant,  la  courbe  dont 
les  coordonnées  Ç,  rt  sont  am  et  am'.  Elle  est  de  degré  2p,  symétrique  par 
rapport  â  la  bisseclrice  des  axes  de  coordonnées,  et  elle  a,  h  l'infini,  sur 
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chacun  des  axes,  un  point  multiple  d'ordre  p.  Les  points  de  cette  courbe, 
pour  lesquels  am-\-am'  a  une  valeur  donnée,  sont  sur  une  droite  perpen- 
diculaire à  l'axe  de  symétrie.  Ils  sont  donc  en  nombre  2p  et  disposés  symé- 
triquement par  rapport  à  cet  axe.  Ils  répondent  à  p.  coniques.  En  second 
lieu,  les  points,  pour  lesquels  am.am'  a  une  valeur  donnée,  sont  sur  une 
hyperbole  qui  coupe  la  courbe  en  4p.  points,  dont  2p.  sont  à  l'infini  et  2a  dis- 
posés symétriquement  par  rapport  à  l'axe  de  symétrie.  Ces  derniers  répon- 
dent donc  également  à  u.  coniques.  Donc,  dans  l'indicatrice,  à  chaque 
valeur  de  x  ou  de  y  répondent  p  coniques  du  système  et  p  valeurs  de  y  ou 
de  x.  D'ailleurs,  x  et  y  ne  deviennent  infinis  qu'ensemble,  pour  les  coniques 
ayant  une  asymptote  parallèle  à  A.  Donc  l'indicatrice  est  de  degré  p. 

Un  couple  quelconque  de  points  m  et  m!  de  la  droite  A  peut  être  repré- 

i 

sente  sur  le  plan  par  un  point  dont  les  coordonnées  sont  :  x=  ^{am  4-  am')* 

y  =  — £ — .  Deux  points  m  et  m!  qui  coïncident  sont  représentés  par  un 

point  situé  sur  la  parabole  P  dont  l'équation  est  Ky=x*.  Si  le  point  (x,  y) 
décrit  une  ligne  droite  A#-f-Ity-f-C  =  0,  les  points  wi  et  m'  sont  liés  par  la 

relation  4:  (am -+-am') -h  B.am.am' -h  C  =  0,  qui  est  l'équation  générale 
là 

de  deux  divisions  homographiques  en  involution,  sur  la  droite  A.  Donc  : 
Chaque  droite  du  plan  représente  deux  divisions  en  involution  sur  A,  et  in' 
versement.  Par  suite,  les  deux  points  d'intersection  d'une  droite  et  de  la  pa- 
rabole P  représentent  les  deux  points  doubles  de  l 'involution.  Toute  droite 
tangente  à  cette  parabole  représente  une  involution  où  les  deux  points  doubles 
coïncident,  c'est-à-dire  une  seule  série  de  points  variables  sur  A,  et  un  point 
fixe  dont  la  distance  à  l 'origine  sur  A  est  égale  à  l'abscisse  du  point  de  contact. 
Et,  par  suite,  chaque  point  du  plan  représente  deux  points  sur  A,  dont  les 
distances  à  l'origine  sur  cette  droite  sont  les  abscisses  des  points  de  contact  des 
tangentes  à  la  parabole  issues  du  point  considéré. 

Considérons  maintenant  les  p  intersections  d'une  droite  D  et  de  l'indica- 
trice J  d'un  système  de  coniques.  Ces  p  points  répondent  aux  p  coniques 
qui  divisent  harmoniquement  le  segment  de  A  compris  entre  les  points  de 
cette  droite  correspondant  aux  points  d'intersection  de  D  et  de  la  parabole  P. 
Si  la  droite  D  est  tangente  à  P,  ces  p  coniques  passent  au  point  de  A  corres- 
pondant au  point  de  contact.  Ainsi  les  p  points  d'intersection  de  l'indica- 
trice et  d'une  tangente  à  la  parabole  répondent  à  p  coniques  se  coupant  sur  A. 

Si  la  tangente  à  la  parabole  est  en  même  temps  tangente  à  l'indicatrice, 
deux  de  ces  coniques  sont  infiniment  voisines.  Ainsi  le  point  de  contact  avec 
la  parabole  d'une  tangente  commune  à  celte  courbe  et  à  l'indicatrice  repré- 
sente un  point  où  A  coupe  l'enveloppe  du  système  de  coniques. 

Les  2p.  points  d'intersection  de  l'indicatrice  et  de  la  parabole  répondent 
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aux  coniques  qui  coupent  A  en  deux  points  réunis.  Parmi  ces  conique*,  les 
unes  sont  des  coniques  ordinaires  tangentes  à  A,  les  autres  sont  des  coni- 
ques réduites  à  une  droite,  que  j'appellerai,  pour  abréger,  des  droites- 
coniques. 

Il  faut  remarquer  que  les  points  répondant  aux  premières  sont  de  simples 
points  d'intersection  des  deux  courbes.  Car,  s'il  y  avait  contact,  cela  indi- 
querait que  la  droite  A  touche  une  conique  du  système  en  un  point  où  celte 
conique  touche  l'enveloppe  du  système.  La  droite  A  serait  donc  tangente  à 
cette  enveloppe,  ce  qui  n'aura  pas  lieu  si  la  droite  A  est  quelconque.  En  se- 
cond lieu,  si  un  de  ces  points  était  multiple  dans  l'indicatrice,  cela  indi- 
querait qu'il  y  correspond,  ou  une  conique  multiple  tangente  à  A,  ou  deux 
coniques  tangentes  à  A  au  môme  point  ;  ce  qui  n'aura  pas  lieu  non  plus,  si 
la  droite  u  est  quelconque.  Par  suite,  si  w  désigne  le  nombre  des  points 
d'intersection  des  deux  courbes  afférents  aux  droites-coniques,  et  v  la 
deuxième  caractéristique  du  système,  on  a  v  =  2a —  &>. 

Au  contraire,  aux  points  correspondants  à  des  droites-coniques,  il  peut 
arriver  que,  quelle  que  soit  la  droite  A,  l'indicatrice  soit  multiple  et  touche 
la  parabole  P.  Quand  ce  fait  se  produit,  la  droite-conique  figure  pour  plu- 
sieurs unités  dans  le  nombre  &>.  On  dit  alors  d'habitude  qu'elle  est  multiple. 
Il  me  paraît  convenable  de  désigner  par  ordre  de  multiplicité  de  la  droite- 
conique  le  nombre  des  branches  de  l'indicatrice  au  point  correspondant. 
J'appellerai  valeur  de  la  droite  conique  le  nombre  des  unités  pour  lesquelles 
clic  figure  dans  w.  Celte  valeur  peut  différer  beaucoup  de  l'ordre  de  mul- 
tiplicité, et  être  multiple  quand  ce  dernier  est  l'unité.  L'application  du 
théorème  II  va  servir  à  mettre  en  évidence  les  éléments  géométriques  qui 
déterminent  la  valeur  d'une  droite-conique  dans  un  système. 

Soit,  sur  l'indicatrice  J,  un  point  0  répondant  à  une  droite-conique,  et, 
par  suite,  situé  sur  la  parabole  P.  Menons  une  sécante  arbitraire  à  distance 
du  premier  ordre  du  point  0.  Soit  *rle  point  voisin  de  0  où  elle  coupe  P,  et 
et  p  un  des  points  voisins  de  0  où  elle  roupe  J.  Sur  la  droite  A,  soit  M  le 
point  représenté  par  0,  u  par??,  et  m,m'  les  deux  points  représentés  par  p. 
Le  segment  Mu  est  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Soit  ut  le  point  de  A 
représenté  par  le  second  point  d'intersection  de  la  sécante  et  de  P.  Le  seg- 
ment M;it  est  fini. 

Pour  trouver  la  valeur  de  la  droite-conique,  il  suffit  de  faire  la  somme  des 
ordres  des  segments  p*.  Soit  0  l'angle  de  la  sécante  et  de  l'axe  Ox.  Chaque 
serment  p-n  est  égal  à  la  différence  des  abscisses  des  points  />,  tt  divisée 

Ca 

par  cosô;  c'est-à-dire,  en  désignant  par  C  le  milieu  de  mm!,  à  — £-.   Mais 

Ca  =  tt—  .  Chaque  segment  a  donc  pour  longueur  -= ,  cl  est  de  l'or- 

Cu,         ^  r  D         Cfi,cosO 

dre  de  Cm*.  Ainsi,  pour  trouver  la  valeur  de  la  droite-conique,  il  suffit  de 


i 

J 
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chercher  les  coniques  infiniment  aplaties  qui  divisent  harmoniquement  un 
segment  dont  une  extrémité  est  à  distance  infiniment  petite  du  premier  ordre 
de  la  droite-conique,  et  de  faire  la  somme  des  ordres  des  carrés  des  segments 
interceptés  jtar  ces  coniques.  Si  la  sécante  est  perpendiculaire  à  Taxe  Or,  le 
point  i/1  est  à  l'infini  ;  mais  Cc^cos  0  reste  fini  et  devient  égal  à  K.  Par  suite, 
la  même  règle  s'applique  en  considérant  les  coniques  qui  interceptent  sur  une 
droite  des  segments  dont  le  milieu  est  à  distance  dupremier  ordre  de  la  droite- 
conique. 

On  parvient  au  même  résultat  en  considérant  directement  les  segments 
interceptés  par  les  courbes  sur  une  sécante  parallèle  à  Oy,  à  distance  \  du 
premier  ordre  de  0.  Un  point/?  infiniment  voisin  de  0  sur  cette  sécante  et  sur 
1  indicatrice  répond  à  une  conique  coupant  A  en  deux  points  m,m! ,  dont  le 
milieu  est  à  distance  \  du  point  H.  En  désignant  par  <r  le  demi-segment 
mm\  on  a 

am  +  am' y  am.anï (aM  -f-  >.)*      o* 

__        _aiH  +  X,     —  K-_       R  -K; 

— ~ —  et  77— -  sont  les  ordonnées  de  deux  points  de  la  sécante, 

K.  K 

situés  sur  l'indicatrice  et  sur  la  parabole.  Le  segment  intercepté  par  ces 
deux  courbes  est  donc  y* 

Les  coefficients  angulaires  des  différentes  tangentes  à  l'indicatrice  en  0 
sont  les  différentes  valeurs  de    'v~  *        '' — — >ou  l-^ £-).  Je  veis 

(7*  . 

montrer  que  --  ne  peut  être  infini,  si  la  droite  A  est  quelconque  ;  c'est- 

à-dire  qu'il  ne  saurait  y  avoir,  dans  ce  cas,  une  tangente  en  0  parallèle  à 

Taxe  des  y. 

Dans  une  conique,  dont  les  axes  sont  a  et  b,  si  une  droite  A  fait,  avec 

Taxe  b,  l'angle  y,  le  diamètre  conjugué  de  sa  direction  A'  l'ail,  avec  l'axe  a, 

b* 
l'angle  x,  tel  que  Ton  ait  tangx= —  -^tang?.  Si  la  conique  est  infiniment 

t* 

aplatie,  c'est-à-dire  si  le  rapport  -  est  infiniment  petit  et  égal  à  £,  /  est  de 

l'ordre  de  «*,  dès  que  ?  est  fini.  Si  D  est  une  droite  faisant  un  angle  infini- 
ment petit  ^  avec  l'axe  a,  et  coupant  cet  axe  en  un  point  d,  les  droites  D  et 
A'  interceptent  sur  A  un  segment  de  Tordre  de  (ty  —  x),  s*  Ie  point  d  n'est 
pas  infiniment  voisin  de  A,  ce  qui  n'arriverait  que  pour  des  droites  parti- 
culières A. 

Supposons  maintenant  que  D  soit  la  droite-conique  d'un  système,  et  que 
la  conique  infiniment  aplatie  considérée  soit  une  conique  du  système, 
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voisine  de  D  ;  le  segment  dont  il  vient  d'être  question  est  précisément  la 
longueur  >.  Donc  l  est  de  l'ordre  de  (•}»  —  /);  d'ailleurs,  ?  est  de  Tordre  de 
t.  Puisque  x  est  de  Tordre  de  s*,  le  rapport  de  <r*  à  ).  ne  peut  être  infini  que 
si  •£  est  du  mémo  ordre  que  /,  et  si  la  différence  ($ —  -/)  Q^  d'ordre  supé- 
rieur, ce  qui  nécessiterait  une  direction  déterminée  pour  la  droite  A.  Donc, 
la  droite  A  étant  quelconque,  la  droite  menée  par  0  parallèlement  à  Taxe 
des  y  n'est  pas  tangente  à  l'indicatrice. 

On  voit,  de  plus,  que  le  cas  où  ).  est  de  Tordre  de  ?'  est  le  seul  où  l'indi- 
catrice ne  soit  pas  tangente  à  la  parabole.  Pour  que  ce  fait  se  produise,  il 
faut  et  il  suffit  que  l'angle  •}  soit  d'un  ordre  égal  ou  supérieur  à  celui  de 
a*.  On  en  conclut  :  si  une  droite-conique  a  pour  valeur  l'unité,  le  déplacement 
angulaire  du  grand  axe,  dans  les  coniques  voisines,  est  d'un  ordre  égal  ou  su- 
périeur au  second  %  relativement  à  Vangle  des  asymptotes. 

Si  >  est  de  Tordre  de  <r,  et  qu'il  n'y  ait  qu'une  branche  d'indicatrice  au 
point  0,  il  y  a  simple  contact  entre  cette  courbe  et  la  parabole;  la  valeur 
de  la  droite-conique  est  2.  C'est  le  cas  où  le  déplacement  angulaire  de  l'axe 
est  du  même  ordre  que  Vangle  des  asymptotes. 

Soit  X  infiniment  petit  par  rapport  à  <r,  mais  d'ordre  moindre  que  2  rela- 
tivement à  <7,  par  exemple  d'ordre  (2  —  '-)*  *-  étant  une  fraction  irrèduc- 

\        <1I    <1 

lible  de  numérateur  impair,  a1  est  alors  de  Tordie  de  X*-J,  ou  de  Tordre 

2ff 

5 — - — ,  \  étant  censé  du  premier.  Or,  d'après  une  remarque  faite  à  la  suite 

du  théorème  II,  le  nombre  p  des  segments  interceptés  entre  l'indicatrice 

2<7  2« 

et  la  parabole,  qui  sont  de  Tordre  ^ — - — ,  est  tel  que  p- — —  est  un  nom- 
bre entier.  Donc  p  est  un  multiple  de  (2q — p);  et,  par  suite,  la  valeur  delà 
droite-conique  est  égale  ou  supérieure  à  2r/,  suivant  qu'il  n'y  aura  pas  ou 
qu'il  y  aura  d'autres  segments. 

Si  le  numérateur;;  est  pair  et  égal  à  2;/,  on  trouvera  de  même  que  la  va- 
leur de  la  droite-conique  est  au  moins  égale  à  q. 

Dans  le  premier  cas,  q  est  au  moins  égal  a  2,  dans  le  seconda  5.  Donc  la 
valeur  de  la  droite-conique  est  toujours  supérieure  à  2. 

Soit  maintenante  infiniment  grand  par  rapport  à  o-,  de  façon  que  c  soit 

de  Tordre  (--)  (/>></),>  étant  du  premier,  —étant  irréductible,  on  voit 

comme  ci-dessus  que  :  1°  si  q  est  impair,  la  valeur  de  la  droite-conique  est 
au  moins  2y>,  qui  ne  peut  être  moindre  que  h  ;  2°  si  q  est  [  air,  elle  est  au 
moins  égale  a  p  qui  ne  peut  être  moindre  que  7>. 

Les  éléments  géométriques  qui  déterminent  la  valeur  d'une  droite-conique 
étant  ainsi  nettement  mis  en  évidence  de  la  manière  la  plus  générale,  il  va 
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être  facile  de  trouver  le  nombre  des  coniques  d'un  système  qui  satisfont  à 
une  condition  donnée. 

Soit  un  système  de  coniques  A  dans  le  plan.  Prenons  une  conique  fixe 
quelconques.  Par  les  points  d'intersection  de  chaque  conique  A  et  de  2  me- 
nons les  coniques  At  qui  satisfont  à  une  condition  donnée.  Soit  a  le  nombre 
dos  coniques  qu'on  peut  mnier  par  quatre  points  et  satisfaisant  à  cette  condi- 
tion. Les  coniques  At  forment  un  système  dontehaque  conique  répond  à  une 
conique  A  coupant  2  aux  mêmes  points  ;  et  à  chaque  conique  A  répondent  a 
coniques  A  t.  Deux  pareilles  coniques  A  et  At  seront  dites  correspondantes.  Sur 
une  sécante  A,  deux  coniques  correspondantes  et  la  conique  fixe  z  détermi- 
nent une  involution,  dont  deux  points,  ceux  de  2,  sont  fixes.  Par  suite,  les 
indicatrices  J,  Jt  de  ces  deux  systèmes,  relatives  à  une  même  droite  A,  sont 
deux  courbes  dont  les  points  se  correspondent  de  la  manière  définie  au 
théorème  III.  De  plus,  l'indicatrice  Jlf  ainsi  que  l'indicatrice  J,  ne  passe  pas 
au  pointC,  représentatif  des  deux  points  de  2  sur  A.  Donc,  d'après  le  théo- 
rème III,  l'indicatrice  Jt  est  de  degré  au,  puisque  J  est  de  degré  p;  en  se- 
cond lieu,  le  nombre  des  couples  de  points  correspondants  confondus  sur 
ces  deux  courbes  est  aussi  au.  Si  ces  au  points  répondent  à  des  coniques 
ordinaires  À,  ils  répondent  en  même  temps  à  des  coniques  ordinaires  kt  qui 
se  confondent  avec  leurs  correspondantes  A.  Ce  sont  des  coniques  com- 
munes aux  deux  systèmes.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi,  en  général  ;  et  quelques- 
uns  de  ces  points  répondent  à  des  coniques  infiniment  aplaties.  Il  faut  donc 
trouver  le  nombre  de  ces  points,  et,  en  le  retranchant  de  au,  on  aura  le 
nombre  des  coniques  ordinaires  du  système  A  qui  satisfont  à  la  condition 
donnée. 

Soit  afrfî  un  quadrilatère,  a  le  point  de  concours  des  côtés  a£,  7$  ;  b  celui 
des  côtés £7,  Sa;  et  c  le  point  de  concours  des  diagonales  **/,$$(*).  A  la  con- 
dition, pour  une  conique,  de  passer  par  les  points  '«,  |3,  7,  £,  on  peut  sub- 
stituer celle  de  passer  en  l'un  d'eux  a,  et  de  toucher  en  t,  t',  sur  la  droite 
bc,  deux  droites  at,  at'  formant  avec  ab  et  ac  un  faisceau  harmonique.  Si 
l'on  cherche  les  coniques  qui  passent  aux  quatre  points  donnés  et  satisfont  à 
une  condition  donnée,  cette  condition  servira  à  déterminer  l'arbitraire  qui 
subsiste  dans  le  couple  de  droites  at,  at!. 

Si  les  droites  fy3  et  fra  font  un  angle  infiniment  petit  0,  les  mêmes  choses 
subsistent.  Mais,  par  la  nature  de  la  condition  considérée,  il  peut  arriver  que, 
parmi  les  couples  de  droites  at,  at'  que  cette  condition  détermine,  les  uns 
diffèrent  du  couple  aa,  a<î,  les  autres  en  soient  infiniment  peu  différents. 
Pour  qu'une  conique  ainsi  déterminée  ne  soit  pas  infiniment  aplatie,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  droites  ai,  at'  fassent  respectivement  avec  les  droites  aa, 
ao  des  angles  infiniment  petits  du  second  ordre  par  rapport  aux  longueurs 

0  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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ad,  7#,  ou  par  rapport  à  l'angle  0,  si  Ton  suppose  le  point  b  à  distance 
finie  dos  côtés  du  quadrilatère.  Le  nombre  des  couples  de  droites  at, 
att  satisfaisant  à  cette  condition,  marquera  le  nombre  des  coniques  or- 
dinaires passant  aux  quatre  points  donnés  et  satisfaisant  à  la  condition 
donnée. 

Les  autres  couples  de  droilos  at,  ai!  déterminent  des  coniques  infiniment 
aplaties.  Si  les  droites  atf  at!  font  avec  a*,  a<î  respectivement  des  angles  finis, 
la  conique  infiniment  aplatie  correspondante  a  ses  sommets,  qui  sont  infini- 
ment voisins  de  t  et  £',  ù  des  distances  finies  des  côtés  a)3,  y$  du  quadrilatère. 
Si,  au  contraire,  ces  angles  sont  de  Tordre  des  longueurs  a]3,  y$,  les  som- 
mets sont  infiniment  voisins  des  côtés  aS,  y<î  du  quadrilatère.  Mais  il  est 
aisé  de  voir  que  ce  dernier  fait  ne  se  produira  que  si  le  quadrilatère  a|3y$  a 
quelque  liaison  avec  la  condition  donnée,  et  non  pas  s'il  est  absolument 
quelconque. 

Considérons,  en  effet,  le  système  des  coniques  qui  satisfont  à  la  condition 
donnée,  ont  la  droite  bc  pour  polaire  du  point  a  et  touchent  la  droite  at  au 
point  t  sur  bc.  Le  point  de  contact  des  secondes  tangentes  menées  de  a  aux 
coniques  de  ce  système  décrit  une  ligne,  et  vient  en  t'  quand  la  conique  va- 
riable devient  infiniment  aplatie.  Ce  point  (  est  donc  déterminé  par  la  con- 
dition, le  point  <z,  la  droite  bc,  et  le  point  t.  Donner  ce  dernier  équivaut  à 
donner  le  côté  ajS  du  quadrilatère.  Mais,  avec  ces  données,  le  quadrilatère 
n'est  pas  déterminé,  et  le  côté  07  peut  être  sur  une  droite  quelconque  issue 
de  a.  Donc,  pour  que  les  droites  at  et  aï  fassent,  avec  les  droites  aa,  ay, 
des  angles  du  môme  ordre  que  les  côtés  a£,  70  respectivement,  le  quadri- 
latère doit  être  particularisé  ;  et  ce  fait  ne  saurait  se  produire  s'il  est  abso- 
lument quelconque  relativement  à  la  condition  donnée. 

En  particulier,  si  ce  quadrilatère  est  formé  par  les  points  d'intersection 
d'une  conique  fixe  s  avec  une  conique  infiniment  aplatie  d'un  système  À,  on 
voit  qu'on  peut  évidemment  choisir  la  conique  2  de  manière  à  ce  que  ce  fait 
ne  se  produise  pas. 

Ceci  établi,  soit  b  le  nombre  des  couples  de  droites  at,  at\  raisant  avec 
a*,  ay  des  angles  finis,  déterminés  par  la  condition  donnée.  A  chaque  co- 
nique infiniment  aplatie#du  système  A,  correspondent  a  —  b  coniques  ordi- 
naires, et  b  coniques  infiniment  aplaties.  Puisqu'il  n'y  a  aucune  liaison  entre 
le  système  proposé  et  la  condition  donnée,  les  couples  de  droites  at  et  at\ 
relatives  à  deux  coniques  infiniment  aplaties  correspondantes,  diffèrent. 
D'ailleurs,  la  conique  s  étant  quelconque,  les  segments  «S,  y<î  interceptés 
sur  cette  conique  par  une  conique  infiniment  aplatie  A  sont  infiniment  pe- 
tits de  l'ordre  de  l'angle  de  ses  asymptotes  ;  et,  en  second  lieu,  les  points  t 
et  C  de  contact  des  tangentes,  issues  d'un  point  a,  à  b  conique  infiniment 
aplatie  A,,  étant  à  distance  finie,  les  mêmes  segments  sont  aussi  de  l'ordre 
de  l'angle  des  asymptotes  de  cette  dernière  conique.  Donc,  sur  une  droite 
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quelconque  A,  deux  coniques  infiniment  aplaties  correspondantes  A  et  At 
déterminent  deux  segments  infiniment  voisins  et  du  même  ordre,  qui  est 
celui  de  l'angle  des  asymptotes  de  A.  D'ailleurs,  les  extrémités  de  ces  seg- 
ments sont  à  des  distances  du  même  ordre,  puisque  les  sommets  des  deux 
coniques  infiniment  aplaties  diffèrent.  11  en  résulte  aisément  que  la  distance 
du  milieu  de  ces  segments  est  de  Tordre  de  leurs  carrés. 

En  effet,  dans  une  conique  infiniment  aplatie,  les  polaires  de  tous  les 
points  du  plan  non  infiniment  rapprochés  du  grand  axe  font  en  re  elles 
des  angles  de  Tordre  du  carré  de  l'angle  des  asymptotes.  Dans  les  deux  co- 
niques A  et  At,  les  polaires  d'un  même  point  du  plan,  ou  les  diamètres  con- 
jugués d'une  même  direction,  font  donc  des  angles  du  second  ordre  (Tangio 
des  asymptotes  de  A  étant  admis  être  du  premier  ordre)  avec  la  droite  bc 
qui  est,  pour  toutes  deux,  la  polaire  du  point  a.  Les  diamètres  conjugués 
d  une  môme  droite  A,  relativement  aux  deux  coniques,  font  donc  entre  elles 
un  angle  du  second  ordre  relativement  aux  segments  interceptés  sur  cette 
droite. 

devenons  maintenant  à  la  considération  des  indicatrices,  J  et  Jl9  des  deux 
systèmes  A  et  AP  Puisque,  à  chaque  conique  infiniment  aplatie  A  corres- 
pondent b  coniques  également  aplaties  An  et  que  la  distance  des  milieux 
des  cordes  interceptées  par  une  conique  A  cl  une  conique  A  t  correspondantes 
sur  A  est  de  Tordre  du  carré  de  ces  cordes,  il  en  résulte  qu'à  chaque  point 
p  de  J,  infiniment  voisin  du  point  0,  correspondent  b  points pi  de  Jt,  situés 
sur  la  droite  Gp,  et  dont  les  distances  au  point  /)  sont  de  Tordre  du  carré 
de  la  corde  interceptée  sur  A  par  la  conique  répondant  au  point;;. 

Par  suite,  la  distance  de  deux  pareils  points  p,pv  est  du  même  ordre  que 
la  distance  du  po  nt  p  au  point  k  où  la  même  droite  coupe  la  parabole  P, 
puisqu'on  a  démontré  plus  haut  que  pr  est  de  Tordre  du  carré  de  celte 
corde. 

Si  Ton  mène  par  C  une  sécante  dont  la  distance  à  0  soit  du  premier  ordre, 
comme  la  droite  GO  n'est  pas  tangente  à  J,  la  somme  des  ordres  des  segments 
ppt  terminés  par  des  points  correspondants  de  J  et  de  JÂ  sur  cette  sécanle 
marque,  d'après  le  théorème  IV,  le  nombre  des  couples  de  points  corres- 
pondants confondus  en  0.  Mais  chacun  de  ces  segments  est  de  Tordre  d'un 
segment pn;  et,  à  chacun  des  segments  pn,  répondent  b  segments/?^  du 
même  ordre  que  px. 

La  somme  dont  il  s'agit  est  donc  marquée  par  celle  des  orJrcs  des  seg- 
ments jnt  répétée  Mois,  c'est-à-dire  b  fois  la  valeur  de  la  droite-conique  ré- 
pondant au  point  0. 

P.ir  suite,  le  nombre  total  des  couples  de  points  correspondants  confondus, 
qui  répondent  à  des  droites-coniques  des  deux  systèmes,  est  égal  à  b  fois  la 
somme  des  valeurs  des  droites-coniques  du  premier  système.  En  désignant 
celte  somme  par  w,  on  a,  pour  le  nombre  des  coniques  ordinaires  coin- 
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mîmes  aux  deux  systèmes,  N  =  ati —  b<*\  et,  en  mettant  pour  «  sa  valeur 
(2{* — v),  on  a  N  =  (a  —  2&)a-f-&v.  Cette  formule  exprime  le  théorème  de 
M.  Chasles,  qui  se  Irouve  ainsi  entièrement  démontré  (*). 


> 


Sur  la  résolvante  de  deux  équations  du  second  deyre ; 

par  M.  de  Saint-Germain. 

(Séance  du  2  avril  1873) 

Pour  résoudre  un  système  de  deux  équations  du  second  degré  à  deux 
inconnues  : 

S  — A.z*+2B.n/-f-...4-F.-=0,      S' =  AV -f- . .  +  F'  =  0, 

on  lui  substitue  ordinairement  le  système  équivalent 

(1)  S-f-XjS'  —  O,      S4-à2S'  =  0, 

>t  et  >8  étant  tellement  choisis  que  les  premiers  membres  de  ces  équations 
se  décomposent  en  un  produit  de  facteurs  linéaires.  On  pose,  pour  abréger, 

S  +  àS'  =  ax*  H-  îbxy  +  cif-  +  <2dx  -f-  îcy  -f-  f\ 

et  l'on  sait  que  \  et  \  doivent  être  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré  : 

(2)  A  =  i  [(be  —  cd)*  —  \b*  —  ac)  (e*  —  <?/)"]  =  0. 

Il  peut  être  bon,  pour  l'élude  algébrique  du  système  proposé,  de  voir, 
par  la  forme  de  celte  équation,  qu'elle  admet  généralement  une  ou  trois  ra- 
cines réelles  et  rendant  positives  les  quantités  II  =  6* —  ac,  K=e*  —  cf; 
cette  triple  condition  étant  nécessaire  pour  que  S-+-  XS'  se  décompose  en  un 
produit  de  facteurs  réels.  L'équation  (2)  prouvant  que  II  et  K  sont  de  même 
signe,  il  suffit  d'établir  que  H  est  >0  pour  une  ou  trois  racines  de 
l'équation. 

Si  II  conserve  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  X,  ce  sera  le  signe 

G 
4-,  qui  est  en  évidence  pour  X  =  —  -',  =  X',  car  H  se  réduit  alors  à  b*.  Dans 

ce  cas,  la  racine,  ou  les  trois  racines  réelles  de  l'équation  (2),  donnent  pour 
S  -f-  XS'  des  facteurs  réels. 

(')  Depuis  que  ces  lignes  ont  été  écrites,  une  démonstration  analytique  de  ce  théorème 
a  été  donnée  par  M.  Clebsch,  dans  les  Mat  hem  a  lise  hc  An  uni  en.  Je  suis,  depuis  longtemps, 
en  possession  d'une  démonstration  analytique  très-simple  de  la  même  proposition,  que 
j'aurai  occasion  d'exposer  en  un  autre  moment. 
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Supposons  au  contraire  que  H  s'annule  pour  X  =  p  et  X  =  v,  et  que  de 
plus  Y  soit  compris  entre  ces  deux  quantités;  Il  sera  positif  pour  les  va- 
leurs de  \  renfermées  dans  le  môme  intervalle.  Mais  /x  et  v  substitués  à  X 
dans  A  font  prendre  à  ce  polynôme  le  signe  de  c,  qui  n'est  pas  le  même 
pour  les  deux.  L'équation  (2)  aura  donc  une  ou  trois  racines  comprises  enlre 
ti  et  v,  et  par  suite  rendant  H  >  0.  Dans  le  cas  où  )/  serait  en  dehors  de  l'in- 
tervalle f*,v,  ces  nombres  mis  à  la  place  de  X  dans  A  lui  feraient  prendre 
des  valeurs  de  môme  signe  ;  l'équation  (2)  aurait  donc  une  ou  trois  racines 
réelles  en  dehors  de  l'intervalle,  et  c'est  alors  précisément  la  condition  pour 
qu'elles  rendent  H  >  0. 

Si  une  des  racines  de  l'équation  (2)  annule  H,  on  considérera  K  qui  donne 
lieu  aux  mêmes  résultats  ;  et  notre  analyse  ne  sera  en  défaut  que  si  cette  ra- 
cine annule  à  la  fois  A,  Il  it  K.  Mais  il  est  évident  qu'alors  be  —  cd,  H  et  K 
ayant  un  fadeur  commun,  l'équation '(2)  aura  une  racine  double  qui  fera 
dé  S  -f-  >S'  un  carré  parfait  réel  ;  quant  à  la  troisième  racine,  elle  peut  aussi 
bien  donner  une  décomposition  en  facteurs  réels  qu'imaginaires.  Ce  dernier 
cas  fait  exception  ù  la  proposition  générale,  et  se  présente  quand  le  système 
proposé  admet  deux  solutions  doubles  et  imaginaires. 

Rien  de  plus  facile  que  d'achever  algébriquement  la  discussion  du  sys- 
tème (1),  qui  peut  prendre  les  formes  : 

MN  =  0,    PQ  =  0; 

MNrrrO,     P*  +  Q*  =  0  ; 
(M-f-NX/CTl)(P  +  Qx/r~i)  =  0,    (M-Nx/^=1)(P-Qv,'=n)  =  0, 

auxquelles  répondent  4,  0  ou  2  solutions  réelles.  Le  cas  où  l'équation  (2)  a 
des  racines  égales  s'étudie  en  écrivant  que  ces  racines  ont  une  différence 
qu'on  fait  tendre  vers  zéro.  Ainsi,  dans  le  cas  d'une  racine  triple,  le  sys- 
tème (1  )  prend  la  forme 

»^(.+»g+ÏS+...)(»+»£+-)=«. 

ou,  à  la  limite, 

MN  —  0,     M^  +  N~  — 0. 

(tk  (tk 

Les  quatre  solutions  sont  : 

11  =  0,  N=0;  BI  =  0,^:=0;  N  =  0,  M  =  0;  N  =  0,  ^  =  0. 

ak  dk 

Mais  ces  solutions  doivent  aussi  satisfaire  à  l'équation 

(.+»ï+ïS+..)(.+.î+...)-* 


\ 
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qui,  en  tenant  compte  des  deux  premières,  se  réduit,  à  la  limite,  à 

(!/.*  d\  (t:  df. 

Pour  que  la  solution  M  =  0,  N  =  0  y  satisfasse,  il  faut  que  -'--  ou  J-  s'an- 
nule en  vertu  des  deux  premières  relations,  ce  qui  rend  la  deuxième  ou  la 
quatrième  solution  (5)  identique  à  la  première  et  à  la  trois:ème.  Il  y  a  solu- 
tion triple. 


Sur  le  mouvement  dei  figures  dans  le  plan  et  dans  l'espace; 

par  M.  Camille  Jordan. 

(Séance  du  2  avril  1873) 

Nous  nous  proposons  d  établir,  dans  celte  note,  que  les  équations  qui  dé- 
finissent analytiquement  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan 
fournûsent  immédiatement,  outre  les  principaux  théorèmes  déjà  connus 
relativement  à  ce  mouvement,  une  classe  étendue  de  propositions  nouvelles. 
Appliquant  ensuite  les  mêmes  principes  au  mouvement  d'un  solide  dans 
l'espace,  nous  obtiendrons  une  strie'  de  théorèmes  analogues,  quoique 
moins  élégants. 

I 

Considérons  une  figure  plane  en  mouvement  dans  son  plan.  Soient  .r0,  i/0 
les  coordonnées  de  l'un  de  ses  points  à  l'instant  initial;  ses  coordonnées  au 
bout  du  temps  t  seront  données  par  les  formules 

(!)    .  x  —  a.rQ  4-  bij0  4-x,     y  =  bjr0  4-  ay0  4-  f.% 

a,  bt  a,  |5  élant  des  fonctions  de  t  liées  par  la  relation  a*-\-b*=l9  où  a  et  h 
désignent  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'angle  dont  la  figure  a  tourné. 

Désignons  par  am,  ym,  «m, .. .  les  dérivées  miimc*  de  x%  y,  a, ....  par  rappoi  t 
à  t,  suivant  la  notation  de  Lngrange;  on  aura,  en  dilïérencnnl  les  équa- 
tions (1), 

a-*  =  a,r,jr0  H-  bmy0  +  %m%     ym  =  bmx0  -f  amy0  4-  fs". 

Posons,  pour  abréger, 

On  voit  sans  peine  qu'en  remplaçant  xm,  #m,  .i",  yn  par  leurs  valeurs,  res 
expressions  serorl  de  la  forme 

\mn  ^  (««V  4-  bmb*)(xl  4-  yl)  4-  Vt0  4-  %  4-  P. 
«m»  =  (Mm  -  a"*")  W  4-  y')  4-  ï'*a  4-  X'yQ  4- 1". 
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Donc  le  lieu  des  points,  pour  lesquels  A™  aura  une  valeur  constante  &, 
sera  un  cercle.  En  faisant  varier  k,  on  obtiendra  une  série  de  cercles  con- 
centriques. 

De  même  pour  le  lieu  des  points  pour  lesquels  Bm  est  constant. 

Les  points  pour  lesquels  on  aura  km=  kk^  seront  encore  sur  des  cercles, 
passant  tous  par  les  points  d'intersection  des  deux  cercles  A«ui  =  0,  k^  =  Q. 

De  même  pour  le  lieu  des  points  qui  satisfont  à  Tune  des  équations 

La  signification  géométrique  des  quantités  A**,  B**  est  évidente.  Dési- 
gnons en  effet  par  Dw  la  droite  dont  les  projections  sur  les  axes  coordonnés 
sont  £*,  ym;  soit  en  outre  (DMD„)  l'angle  des  deux  droites  DM  et  Dn;  on  aura 
évidemment 

Art^DAcosfDA).    B^DAsinfD  jy, 

car  Ban  représente,  comme  on  sait,  Taire  du  triangle  formé  sur  les  deux 
droites  DM  et  DA. 

En  nous  bornant  aux  dérivées  du  second  ordre,  nous  remarquerons  que 
D0  désigne  le  rayon  vecteur  du  point  (or,  y),  DL  sa  vitesse,  D,  son  accéléra- 
tion, DjeosOy^)  et  Disin(D1Dî)  les  accélérations  tangentielle  et  normale; 
et  celles  des  relations  précédentes,  dans  lesquelles  figurent  ces  seules  quan- 
tités, nous  donneront  un  cercle  pour  chacun  des  lieux  suivants  : 

1°  Vitesse  aréolaire  constante  BM  =  £  ; 

2°  Vitesse  constante  Au  =  &  (théorème  connu)  ; 

3°  Accélération  constante  kn  =  k  (théorème  connu); 

4°  Rapport  constant  entre  la  vitesse  Dft  et  l'une  quelconque  des  trois  accé- 
lérations D„  Dtcos(DtDt),  D,sin(DtDt); 

5°  Angle  constant  entre  la  vitesse  et  l'accélération  (théorème  connu  dans 
le  cas  où  cet  angle  est  nul  ou  égal  à  90°);  etc. 

On  doit  remarquer  d'ailleurs  que  tous  ces  théorèmes  s'étendent  au  cas 
où  l'on  considérerait,  au  lieu  d'un  mouvement  continu,  une  suite  de  dépla- 
cements finis.  Les  quantités  x*9  ymt  au  lieu  de  désigner  les  dérivées  m*mc* 
de  x,  y,  représenteraient  leurs  différences  mièœcs. 

Remarquons  encore  qu'il  n'a  été  fait  aucun  usage  de  l'équation  de  con 
m  dition  at-\-b*  =  ^.  Nos  résultats  subsisteraient  donc  encore  en  supposant 
que  la  figure  considérée  éprouve  dans  le  cours  de  son  déplacement  des 
mouvements  de  contraction  ou  de  dilatation,  les  mêmes  dans  tous  les 
sens. 


iO 
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II 


Passons  au  mouvement  d'un  solide  dans  l'espace.  Le  point  dont  les  coor- 
données initiales  étaient  £0,  yoy  z0  aura  pour  coordonnées  à  un  instant 
quelconque 

y  =  <ht*o  +  a«yo  "H  «»*o  +  Pi 
z  =  a,,**,  +  a^o  +  «w*o+  7» 

au, ...,  7  étant  des  fonctions  de  t  satisfaisant,  comme  on  sait,  aux  six  équa- 
tions de  condition 

en  outre,  le  déterminant  des  a  doit  être  égal  à  -M. 

En  différentiant  les  équations  (2),  on  voit  que  les  mièmes  dérivées  des  coor- 
données z",  ym,  z*  s'expriment  chacune  par  des  fonctions  linéaires  de  xQ, 
y0,  z0.  Soit,  comme  précédemment,  Dm  la  ligne  dont  ces  dérivées  sont  les 
projections  respectives  sur  les  axes  coordonnés  ;  on  aura  immédiatement 
les  résultats  suivants  : 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  D«  a  une  direction  constante  est  défini 
par  les  équations 

a?  :  y*  :  z*  :  :  p  :  q  :  r, 

p,  9,  r  étant  les  constantes  qui  définissent  la  direction  donnée.  Ce  sera  une 
droite,  comme  on  le  voit  en  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs  en 

^o»  y<>»  *<>• 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  J)*  est  parallèle  à  un  plan  donné  sera  le 
plan  défini  par  les  équations 

&*  cos  v  +  y*  cos  <|>  +  2*  cos  x  =  0, 

j,  ^,  x  étant  les  angles  que  la  normale  au  plan  donné  fait  avec  les  axes. 

JPlus  généralement,  soit  F  (#,  y,  z)  =  0  l'équation  d'un  cône  de  degré  r  * 
passant  par  l'origine.  Le  lieu  des  points  pour  lesquels  D»  est  parallèle  à  une 
génératrice  de  ce  cône  sera  un  cône  du  même  degré  F(oîm,  y*%  sm)=0,  dont 
le  sommet  S  sera  défini  par  les  trois  équations  linéaires  of*  =  ym  =  %m= 0. 
Si  ces  trois  équations  sont  incompatibles,  le  cône  se  changera  en  un  cy* 
lindre. 

Le  lieu  des  points,  pour  lesquels  on  aura 

D5,  =a4  +  t/t  +  *l  =  une  constante  A*, 
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sera  un  ellipsoïde  ayant  son  centre  en  S,  point  pour  lequel  D*=0.  Si  les 
trois  équations  du  point  S  sont  incompatibles,  les  ellipsoïdes  se  réduiront 
à  des  cylindres  concentriques,  dont  Taxe  sera  le  lieu  des  points  pour  les- 
quels Dm  est  minimum. 

On  sait  que  cette  circonstance  se  présente  en  général  pour  la  ligne  D4. 
Ce  résultat  connu  se  déduirait  très-facilement  des  équations  de  condition  (3) , 
dont  nous  n'avons  pas  tenu  compte,  Il  est  aisé  de  voir  au  contraire  que  si 
m  >  1,  les  équations  iï*  =  ym  =  z*= 0  sont  en  général  compatibles. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  on  a 

(4)  DWD„  cos  (Dvflu)  =  «V  -h  y*y*  +  «*«*  =  constante 

sera  une  surface  du  second  degré.  Celui  des  points  qui  satisfont  à  la  rela- 
tion m 

(5)  [D A  sin  (DA)]f  =  («V  —  «V?  +  (if*  —  lf*m)*  + 1***"  —  *"*"?  =  ** 

sera  une  surface  du  quatrième  ordre. 

En  particulier,  le  lieu  des  points  pour  lesquels  (DMD„)  =  0  s'obtiendra  en 
posant  k  =  0.  Ce  sera  l'intersection  commune  des  trois  hyperboloïdes 

Les  deux  premiers  hyperboloïdes  ont  pour  intersection  la  droite  y*  =  yn=  0 
et  une  cubique  gauche,  qui  constituera  à  elle  seule  le  lieu  cherché,  la 
droite  n'étant  pas  sur  le  troisième  hyperboloïde. 

En  divisant  la  formule  (5)  par  le  carré  de  la  formule  (4),  on  voit  que  le 
lieu  des  points  pour  lesquels  (DWD„)  est  une  constante»  différente  de  0  et 

de  ïf  sera  une  surface  du  quatrième  ordre.  Hais  si  (DMD«)  =  ^ ,  on  aura 

«W,-f*îr,y,-h**«*  =  0,  équation  d'une  surface  du  second  degré.. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  Dp  est  perpendiculaire  à  DM  et  à  D„  sera 
une  biquadratique  gauche.  Enfin  il  y  aura  huit  points  pour  lesquels  D«, 
D«  et  Dp  seront  rectangulaires. 

Le  tétraèdre  formé  sur  les  trois  lignes  DB,  D„  Dp  a  pour  volume,  comme 
on  le  sait,  le  déterminant  A*^  formé  avec  les  quantités  #*,  y»,  z*;  #»,  yn,  z*\ 
**,  y',  z*.  En  l'égalant  à  une  constante,  on  aura  pour  lieu  une  surface  du 
troisième  ordre. 

En  particulier,  si  le  déterminant  est  nul,  les  trois  droites  DM,  D„,  Dp  se- 
ront dans  un  même  plan. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  quatre  droites  Dm»  D„,  Dp,  Dq  sont  dans 
un  même  plan  sera  l'intersection  commune  des  surfaces  du  troisième  ordre 
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Les  deux  premières  surfaces  se  coupent  suivant  la  cubique  gauche,  Heu  des 
points  pour  lesquels  (DmD„)  =  0,  et  suivant  une  courbe  complémentaire  du 
sixième  ordre,  qui  sera  le  lieu  cherché. 

Enfin  les  points  pour  lesquels  les  cinq  droites  DM)  D„,  1)P,D4,  Dr  sont  dans 
un  même  plan  seront  communs  aux  surfaces 

Us  sont  au  nombre  de  neuf.  En  effet,  les  trois  premières  surfaces  se  coupent 
en  vingt-sept  points.  Mais  neuf  d'entre  eux  sont  l'intersection  de  Anpr  avec 
la  cubique  gauche  (DMD,,)=0;  neuf  autres  sont  l'intersection  de  A*^  avec 
la  cubique  (DmDp)  =  0.  En  général,  ces  dix-huit  points  n'auront  aucune  rai- 
son d'appartenir  à  la  quatrième  surface  A^.  Il  ne  reste  donc  que  neuf 
points  qui  satisfassent  à  la  question. 


EXTRAITS    DES    PROCÈS-VERBAUX 


SÉANCE  DU  MERCREDI  16  AVRIL  1873 

PRÉSIDENCE  DE  M.  CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  communication  d'une  lettre  du  secrétaire  de  la 
Société  astronomique  de  Berlin,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  sa 
Vierteljahrsschrift;  d'une  lettre  du  secrétaire  de  la  Société  mathématique 
de  Moscou,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  son  Matematitchesky 
Sbornik. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  le  général  Didion,  membre  correspondant  de  l'Institut,  à  Nancy; 
Allégret,  professeur  à  la  faculté  des  sciences  de  Clermont;  Collet,  agrégé  de 
l'Université,  à  Lyon;  Jully,  chef. d'institution,  à  Paris;  Th.  Lévy,  ingénieur, 
à  Paris  ;  Liguine,  professeur  à  l'université  d'Odessa;  Saint-Loup,  professeur 
à  la  faculté  des  sciences  de  Besançon  ;  Perrin,  ingénieur  des  mines,  à  Paris; 
Philippe,  ingénieur,  à  Corbeil. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Allégret  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  courbe  balistique. 

MM.  Darboux  et  Resal  déclarent  traiter  la  question  de  la  même  manière 
^^-^■^Sdans  leurs  cours. 
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M.  Mathé  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  modification  qu'éprouve 
une  action  attractive  ou  répulsive  par  mite  de  la  translation  du  centre  d'action. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  certains  réseaux  for- 
mes  de  courbes  algébriques. 

M.  Liguine  communique  à  la  Société  une  note  Sur  le  lieu  des  points  d'un 
système  invariable  mobile  d'une  manière  générale  dans  l  espace  y  dont  les 
accélérations  du  premier  ordre  sont  constantes. 

M.  Brisse  donne  lecture,  de  la  part  de  H.  Haag,  d'une  note  Sur  quelques 
formules  relatives  aux  courbes  planes. 

M.  Brisse  donne  lecture,  de  la  part  de  M.  Resal,  d'une  note  Sur  un  théo- 
rème de  Poncelet  et  sur  sa  généralisation  par  M.  Horvartii. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  signale  à  la  Société  un  carré  magique  qui  se 
trouve  sur  une  estampe  d'Albert  Durer. 

H.  Brisse  donne  un  moyen  simple  de  reconstituer  ce  carré  magique. 


SEANCE  DU  MERCREDI  30  AVRIL  1873 

PRÉSIDÉE  PAR  M*  BIEHÀYMÉ 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  communication  d'une  lettre  du  bibliothécaire  de  la 
Société  des  sciences  naturelles  de  Zurich,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange 
de  sa  Vierteljahrsschrift;  d'une  lettre  du  secrétaire  de  l'Académie  des 
sciences  de  Vienne,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses  Sitzungsbe- 
richte.  Le  secrétaire  annonce  en  outre  que  l'Académie  des  sciences,  des  lettres 
et  des  beaux-arts  de  Belgique  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses  Publica- 
tions; que  l'Académie  des  sciences  de  Paris  accepte  le  Bulletin  en  échange 
de  ses  Comptes  rendus;  que  la  Société  philomathique  de  Paris  accepte  le 
Bulletin  en  échange  de  son  Bulletin;  que  H.  Giuslo  Bellavitis,  professeur  à 
l'université  de  Padoue,  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses  Publications. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Moutier,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  à  Paris  ;  Catalan,  pro- 
fesseur à  l'université  de  Liège;  Emile  Mathieu,  professeur  à  la  faculté  des 
sciences  de  Besançon;  Lauth,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  en  Alsace. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société,  de  la  part  de  M.  Emile  Mathieu, 
un  Mémoire  sur  la  théorie  des  dérivées  principales  et  son  application  à  la 
mécanique  analytique.  , 

M.  Camille  Jordan  communique  &  la  Société  un  Mémoire  sur  les  groupes 
primitifs. 
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H.  Halphen  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  caractéristique*. 

H.  Halphen  communique  à  la  société  une  note  Sur  un  problème  de  proba- 
bilités. 

M.  Brisse  communique  à  la  Société,  de  la  part  de  H.  Brocard,  une  note 
Sur  la  démonstration  de  la  projmition  de  Steiner  relative  à  V enveloppe  de  la 
droite  de  Simson. 

M.  Maurice  Lévy  communique  à  la  Société  une  note  Sur  l'application  des 
mathématiques  à  la  théorie  d'un  système  de  barres  métalliques  articulées. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  14  MAI  1873 

PRÉSIDÉE  PAR  M.  LÀFFOM  DE  LADEBAT 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Enrico  d'Ovidio,  professeur  à  l'université  de  Turin;  Vintéjoux,  pro- 
fesseur au  lycée  Saint-Louis. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  géométrie  de  la 
sphère. 

MM.  Darboux,  Moutard  et  Laguerre  font  quelques  remarques  à  la  suite  de 
cette  communication. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  dépose  sur  le  bureau  une  Proposition  relative  à 
Vadoption  du  méridien  du  Marboré. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Sur  la  courbe  balistique;  par  M.  Allégret. 
(Séance  du  16  avril  1873) 

Si  l'on  suppose  une  loi  de  résistance  représentée  par 

a  +  tv", 

a,  b,  n  étant  trois  constantes  et  v  la  vitesse  du  projectile  qu'on  suppose  ré- 
duit  à  un  simple  point;  les  équations  du  mouvement  sont 


(1)  t>  =  V/x/i  +  y'«, 


F 
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et 

en  désignant  par  af,  y'  les  composantes  de  la  vitesse  v  par  rapport  à  deux 
axes,  l'un  vertical  et  l'autre  horizontal,  par  t  le  temps  et  par  g  l'accélération 
due  à  la  pesanteur.  On  déduit  des  équations  (2),  en  éliminant  <fc, 

(a  -f-  In?)  (jfd\f — %ffaf) = gvdaf  ; 

et  en  posant 

(3)  tf=uif9 

u  étant  une  nouvelle  variable  auxiliaire,  il  viendra 

-=—  =  3*  — - =-(1+**)     itf  +  -(!-*-  «*)   *    if 

Cette  dernière  équation  est  celle  de  Jacques  Bernoulli.  On  la  rend  linéaire 
en  divisant  par  af**1  et  faisant 

(4)  %  =  *-\ 
ce  qui  la  transforme  en 

* 

On  intégrera  donc  sans  difficulté  l'équation  (5)  et  on  aura,  au  moyen  de 
(4),  (3)  et  (1),  af9  tf,  v  en  fonction  de  u.  Portant  ces  valeurs  dans  l'une 
des  équations  (2),  une  nouvelle  quadrature  donnera  ensuite  t  en  fonction 
de  u.  Enfin  les  coordonnées  x  et  y  du  mobile  seront  fournies  par  les  for- 
mules 


x=Ç*fàl,      y=zÇtfdU 


Les  six  quantités  *,  y,  t,  af9  ]f  et  v  dépendront  ainsi  d'une  même  variable 
auxiliaire  u.  Le  problème  est  donc  complètement  résolu. 

Cette  méthode  élémentaire  permet,  comme  on  voit,  de  retrouver  assez 
rapidement  le  résultat  signalé  par  Jacobi,  qui  comprenait  d'ailleurs  tout  c* 
qu'on  avait  obtenu  antérieurement  sur  ce  sujet. 


n 
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Sur  le  lieu  des  points  d'un  système  invariable  mobile  d'une  manière  générale 
dans  l'espace,  dont  les  accélérations  du  premier  ordre  sont  constantes; 

par  H.  V.  Liguime. 

(Séance  du  16  avril  1873) 

M.  Jordan,  dans  une  savante  communication  faite  à  la  séance  du  2  avril 
1873,  a  énoncé  un  grand  nombre  de  résultats  très-intéressants  sur  les  lieux 
géométriques  de  divers  points  singuliers  d'un  système  invariable  mobile 
d'une  manière  générale  dans  l'espace,  et  a  trouvé  entre  autres,  pour  le  lieu 
des  points  dont  les  accélérations  d'un  ordre  quelconque  n  sont  constantes, 
une  surface  générale  du  second  degré.  On  peut  spécialiser  la  nature  de  cette 
surface  dans  le  cas  particulier  de  n=  1,  c'est-à-dire  de  l'accélération  pro- 
prement dite  ou  du  premier  ordre,  et  faire  voir  que  dans  ce  cas  le  lieu  en 
question  est  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  ayant  pour  centre  le  centre 
respectif  des  accélérations  du  premier  ordre.  . 

Cette  remarque  est  une  conséquence  immédiate  des  formules  données 
par  H.  Resal  (*)  pour  les  composantes  de  l'accélération  du  premier  ordre 
suivant  trois  axes  rectangulaires  dans  le  mouvement  le  plus  général  d'un 
système  invariable.  Désignons,  pour  un  instant  donné  J,  par  u  la  vitesse  an- 
gulaire du  système  mobile  autour  de  Taxe  instantané  de  rotation  et  de  glis- 
sement, par  vg  la  vitesse  de  glissement,  par  U  la  vitesse  orthogonale  (*)  du 
système,  par  0  la  vitesse  angulaire  de  l'axe  instantané,  par  ?t  l'accélération 
du  premier  ordre  d'un  certain  point  du  système,  et  soient  ox,  oy,  oz  trois 
axes  rectangulaires  dont  l'origine  se  trouve  dans  le  point  d'intersection  de 
l'axe  instantané  relatif  au  temps  t  avec  la  plus  courte  distance  de  cet  axe  et 
sa  position  infiniment  voisine  correspondant  au  temps  t  -+-  dt,  et  dont  les 
directions  sont  choisies  de  manière  que  l'axe  des  z  soit  dirigé  suivant  Taxe 
instantané  et  estimé  positif  dans  le  sens  dans  lequel  doit  être  couché  le  long 
de  cet  axe  un  observateur  ayant  les  pieds  en  o  et  voyant  la  rotation  &>  s'effec- 
tuer de  sa  gauche  vers  sa  droite,  et  que  l'axe  positif  des  x  soit  dirigé  sui- 
vant la  vitesse  orthogonale  U  dans  le  sens  même  de  cette  vitesse.  Ces  con- 
ventions faites,  on  a,  comme  l'a  démontré  M.  Resal,  pour  les  composantes 
?m*  ?i,i ,  ?m  de  l'accélération  ft  d'un  point  M(#,  y,  z)  du  système  mobile 
suivant  les  axes  ox,  oy,  oz,  les  expressions  (**)  » 

9liX =  —  w*x  —  ~  y  -h  «te, 


(1)  {<?!*=  ;£*—  «*y  -H»U  +t>,e, 


dt 

T—   mi* 

dt 


dVg 

çM  =  —  «te-h-^-. 

(*)  Yoy.  le  mémoire  de  N.  Resal  Sur  les  propriétés  géométriques  du  mouvement  le  plut 
général  d'un  corps  solide,  dans  le  37*  cahier  du  Journ.de  fÈc.polytech. 
(**)  Lqç,  cit.;  yoy.  aussi  la  Cinématique  pure  eu  même  auteur,  p.  206,  formule  (5). 
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Transportons  l'origine  des  axes  ox,  oy,  oz,  sans  altérer  leurs  directions, 
dans  le  centre  des  accélérations  du  premier  ordre  relatif  au  temps  t  ou  dans 
un  point  quelconque  de  l'axe  des  accélérations  du  même  ordre,  si  cet  axe 
existe  ;  nommons  x0,  y0,  z0  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  par  rapport 
aux  axes  ox,  oy,  oz  et  par  x\  y',  z'  les  coordonnées  du  point  considéré  H 
'  par  rapport  aux  nouveaux  axes.  Retranchons  respectivement  les  équations 


0  =  ^o—  w*  Vo  +  wU  4- 


0  =  — «ejCo-h^, 


qui  déterminent  le  point  (x0,  y0,  z0),  des  équations  (1),  et  remplaçons  ensuite 
dans  les  résultats  les  différences  .r — x0,  y — y0f  z — z0  respectivement  par 
x',  y\  %'\  on  trouve  ainsi  les  expressions  très-simples  pour  les  composantes 
de  y t  : 


^  { Tu  =  ■£*  -  «v># 

?m  =  —  «ta'» 

Ces  composantes  étant  perpendiculaires  entre  elles,  tous  les  points  du  sys- 
tème mobile  ayant  à  un  instant  donné  t  des  accélérations  du  premier  ordre 
constantes =p  doivent  satisfaire  à  la  condition 

En  portant  dans  cette  égalité  les  valeurs  (2),  on  obtient,  après  quelques  ré- 
ductions, l'équation 


n  [^+(J)"+*]*.+[*+(J)«]r. 


+  wtôV«  —  2«5teV  —  2»  -£  fy  V  =  p\ 

et  c'est  cette  relation  entre  x\  y',  z'  qui  exprime  le  lieu  géométrique  cher- 
ché. Or  il  est  facile  de  s'assurer  que  l'équation  (3)  représente  un  ellipsoïde 
à  troix  axes  inégaux  dont  le  centre  se  trouve  dans  le  point  (x0,  y0,  z0).  On 
est  donc  conduit  à  ce  théorème  : 

Dans  le  mouvement  le  plus  général  d'un  système  invariable,  les  lieux  géo- 
métriques des  points  de  ce  système  qui,  à  un  instant  considéré,  ont  des  accé- 
lérations du  premier  ordre  constantes,  sont  des  ellipsoïdes  à  trois  axes  inégaux 
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dent  le  centre  commun  se  trouve  dans  le  centre  respectif  des  accélérations  du 
même  ordre. 

Les  expressions  des  axes  de  ces  ellipsoïdes  étant  asse?  compliquées,  il  n'y 
a  pas  d'avantage  à  transformer  l'équation  (3)  en  rapportant  la  surface  à  ses 
diamètres  principaux. 

Dans  le  cas  où  il  y  a  un  point  fixe  dans  le  système,  il  faut  poser  vf=0, 
U  =  0  ;  mais,  comme  les  quantités  v9 ,  U  se  sont  éliminées  dans  les  expres- 
sions pour  les  composantes  de  <pt  par  le  transport  de  l'origine  des  axes  au 
centre  des  accélérations  et  ne  figurent  plus  dans  l'équation  (3),  on  voit  que 
le  théorème  énoncé  subsiste  encore  pour  ce  cas  particulier. 

Enfin,  dans  le  cas  où  le  système  se  déplace  parallèlement  à  un  plan  fixe, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  le  cas  du  mouvement  d'une  figure  plane 
dans  son  plan,  il  faut  poser  v,=  0  et  0= 0,  et  l'équation  (3)  devient 

^4-^= ^ 


<**  + 


w 


ce  qui  montre  que,  dans  ce  cas  particulier,  les  ellipsoïdes  se  transforment 
en  cylindres  concentriques  à  bases  circulaires  dont  Taxe  commun  est  l'axe 
des  accélérations  du  premier  ordre;  en  d'autres  termes  : 

a  Tous  les  points  d'une  figure  plane  qui  glisse  sur  son  plan  possédant,  à 
un  instant  considéré,  la  même  accélération  du  premier  ordre  p,  sont  situés 
sur  une  circonférence  décrite  autour  du  centre  respectif  des  accélérations 
avec  un  rayon  égal  au  quotient  qu'on  obtient  en  divisant  la  quantité  p  par 
la  valeur  commune  des  accélérations  premières  des  points  de  la  figure  qui 
sont  situés  à  l'unité  de  distance  du  centre  des  accélérations.  » 

Cette  propriété  particulière  des  mouvements  plans  a  été  énoncée  pour  la 
première  fois  par  M.  Schell  dans  son  excellent  traité  de  mécanique  intitulé  : 
Théorie  der  Bewegung  und  der  Kraefte,  p.  383,  et  étendue  par  le  même 
savant  (ibid.t  p.  484)  au  cas  le  plus  général  des  accélérations  d'un  ordre 
quelconque.  Sous  celte  dernière  forme,  la  même  propriété  fut  encore  dé- 
montrée par  une  voie  complètement  différente  par  H.  Somoff,  membre  de 
l'académie  de  Saint-Pétersbourg,  dans  sa  Cinématique,  p.  338,  parue  en 
russe  en  1872,  ouvrage  plein  des  plus  intéressantes  recherches  sur  la  mé- 
canique géométrique  et  ses  applications,  et  extrêmement  remarquable  par 
une  méthode  nouvelle  et  féconde  de  démonstration  que  le  savant  auteur  y 
développe  et  qu'on  pourrait  nommer  c  méthode  des  opérations  géométri- 
ques » ,  car  elle  consiste  dans  une  extension  plus  large  des  principes  posés 
par  MM.  Bellavitis  et  de  Saint-Venant  sur  la  sommation,  soustraction,  mul- 
tiplication et  division  de  droites,  considérées  en  même  temps  en  grandeur 
et  en  direction. 


~N 
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Sur  un  théorème  de  Poncelet  et  sa  généralisation  par  M.  Horvarih; 

par  H.  H.  Rbsal. 

(Séance  du  16  avril  1873) 

Poncelet,  dans  son  cours  lithographie  de  l'École  d'application  du  génie 
et  de  l'artillerie,  s'est  proposé,  en  vue  de  simplifier  le  calcul  de  l'effet 
utile  de  certaines  machines,  de  remplacer  approximativement  l'expression 
V^-h  y*  par  \x  -f-  py,  >  et  p  étant  des  constantes  qu'il  détermine  par  la 
condition  que  Terreur  relative  commise  soit  le  moindre  possible  lorsque  le 

rapport  -  peut  varier  entre  des  limites  données.  Il  étudie  d'abord  par 

l'analyse  le  cas  où  la  limite  supérieure  est  infinie,  puis  il  résout  géométri- 
quement la  question,  quelles  que  soient  les  limites,  en  faisant  intervenir  la 
considération  d'un  cône. 

Plus  tard,  M.  Horvarth,  dans  le  Bulletin  de  la  Société philomathiquc,  a  gé- 
néralisé  le  théorème  de  Poncelet  en  cherchant  à  substituer  à  v^+-y*-M* 
le  trinôme  >r+ jxjf-+-v*,  dans  des  conditions  telles  qu'en  considérant  x,  y,  z 
comme  les  composantes  suivant  trois  axes  rectangulaires  d'une  force  F, 
l'erreur  relative  commise  soit  aussi  petite  que  possible  lorsque  la  direction 
de  cette  force  doit  être  comprise  dans  l'angle  trièdre  formé  par  trois  droites 
données  0Ft,  0Ft,0F5.  H.  Horvarth  ne  considère  qu'une  sphère  et  un  plan; 
sa  méthode,  appliquée  au  cas  de  deux  variables,  est  donc  plus  simple  que 
celle  de  Poncelet,  mais  je  crois  qu'elle  l'est  moins  que  la  suivante  qui, 
tout  en  permettant  de  mettre  les  valeurs  >,  p,  v  sous  une  forme  élégante, 
fait  reconnaître  que  la  somme  géométrique  F  peut  sortir  de  l'angle  trièdre 
ci-dessus,  pourvu  qu'elle  reste  comprise  dans  le  cône  droit  à  base  circu- 
laire circonscrit  au  même  angle. 

L'erreur  relative 

ta  4-  f*y  -t-  v*  —  fa*  4-  y*  4-  ? 

V**  +  y1  +  *% 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

(1)  „  =  »f+'»+»-iT 

d'après  laquelle  e  n'est  autre  chose  que  la  différence  entre  les  rayons  vec- 
teurs de  deux  sphères:  l'une  (A)  dont  l'équation  est 

(2)  tfl  +  yl  +  st..  (X*  +  p#  +  V*)  =  0, 

et  qui  passe  par  l'origine  ;  l'autre  (B)  ayant  pour  centre  cette  origine  et 
dont  le  rayon  est  l'unité. 
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Le  moyen  qui  parait  le  [plus  avantageux  pour  atteindre  le  but.  proposé 
consiste  à  exprimer  que  e  est  négatif  et  a  la  même  valeur  absolue  pour  les 
droites  0Ft,  0F„  0F5,  et  que  cette  valeur  est  égale  au  maximum  de  Terreur 
relative. 

La  question  étant  ainsi  posée,  soient  C  le  centre  du  petit  cercle  F,F,FS  de 
la  sphère  (B),  déterminé  par  les  droites  ci-dessus  désignées;  a,  (3,  y  les  an- 
gles formés  par  OC  avec  Oz,  Oy,  Oz,  et  qui  sont  des  données  de  la  question, 
de  même  que  l'angle  2c  du  cône  (G)  ayant  0  pour  sommet  et  le  cercle  pré- 
cité pour  base. 

11  est  visible  que  le  centre  0'  de  la  sphère  (À)  doit  se  trouver  sur  OC  et  que 
la  position  de  F,  au  lieu  d'être  limitée  par  les  faces  de  l'angle  trièdre,  peut 
occuper  une  position  quelconque  dans  l'intérieur  de  (G). 

Soient  encore  Oocf  la  trace  sur  xOy  du  plan  mené  par  Oz  et  Oc  ;  A,  k  les 
intersections  de  la  direction  de  00'  avec  (A)  et  (B);  aft,  a,  les  points  de  (A), 
blfbf  les  points  de  (B)  respectivement  situés  sur  les  génératrices  du  cône(G) 
comprises  dans  le  plan  zOc  et  qui  font  le  plus  petit  et  le  plus  grand  angle 
avec  Oaf;  r = 00* =(ïk  le  rayon  de  (A). 

On  doit  d'abord  avoir  aibi  =  a,6t  =  hk,  ce  qui  se  traduit  par  l'égalité 

2r  —  1  =  1  —  2r  cos  •, 
d'où 

1 

(5)  r=—L-,- 

2  cos1  ô 

L'erreur  relative  maximum  est,  par  suite, 

(3)  ew  =  2r-l=tang^, 

et  Ton  a  pour  l'équation  de  (A) 

(x  —  rcos  a)f  +  (y  —  r  cos  P)*4-  (2  —  r  cos-^isr1, 
ou 

(4)  «•  +  y1  +  z% (x  cos  a  4-  y  cos  fi  -h  *  cos  7)  =  0 . 

cos^ 

De  la  comparaison  des  équations  (S)  et  (4)  on  déduit,  pour  les  valeurs  des 
coefficients  cherchés, 

,fc.  N       cos  a  cosp  COSf 

(5)  Xr= -f    p.  =  — y,     v  = L. 

COS*  ^  COS1  5  COS1 5 


I 

d 
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Supposons,  par  exemple,  que  F  puisse  occuper  une  position  quelconque 
dans  l'angle  (rièdre  formé  par  les  axes  coordonnés;  les  angles  «,  p,  7,  e  sont 

égaux  ;  leur  cosinus  a  pour  valeur  i/=,  et  IN 


on  a 

x=|.  =  v=— i—  =  0,732, 

1  +  V^ 

^  =  0,268. 

Dans  le  cas  de  deux  variables,  les  sphères  'sont  remplacées  par  deux 
cercles  ;  mais  il  se  déduit  du  précédent  en  y  supposant  7  =  90°,  ce  qui  donne 

cos  *            sin  a 
x  = »   |*= 

COS*  5  cos*^ 

Soient  tang019  tango,  les  valeurs  minimum  et  maximum  de  -,  ou  les  angles 


x 


afix,  btOx;  on  a  «=  *  ~    *,  c  =  -*-— i,  d'où 


cos   ^  ^  '  sin    ^  -   - 


,_  2  __ l_ 


cos»   *  .  '  cos* 


Ce  qui  n'est  autre  chose  que  les  formules  établies  en  premier  lieu  par 
Poncelet. 


Mémoire  sur  la  théorie  des  dérivées  principales  et  son  application 
à  la  mécanique  analytique;  par  M.  Emile  Mathieu. 

(Séance  du  30  avril  1873) 

En  cherchant  à  simplifier  la  démonstration  de  quelques  formules  de  la 
Mécanique  analytique,  j'ai  été  conduit  à  la  théorie  suivante,  qui  a  aussi  de 
l'intérêt  au  point  de  vue  de  l'analyse  pure. 

DES  DIFFÉRENTS  -GROUPES  DE  DÉRIVÉES  D'UNE  FONCTION   DE  PLUSIEURS  VARIABLK8 

QUI  NE  SONT  PAS  INDÉPENDANTES. 

1 .  Considérons  une  fonction  a  d'un  nombre  pair  de  variables  que  nous 
désignerons  par  qi9  7,,...,  qm  pt,  />*,-..,  />»,  et  supposons  que,  cnlre  ces 
variables,  il  existe  k  équations 
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k  étant  <  2m.  D'après  cela,  a  est  une  fonction  donnée  des  variables  qi9  pt; 
maïs,  à  cause  des  équations  (1),  a  peut  aussi  être  considéré  comme  fonction 
des  mêmes  variables  d'une  infinité  d'autres  manières. 

Nous  désignerons  sous  le  nom  de  dérivées,  immédiates  de  la  fonction  aies 
dérivées  par  rapport  aux  quantités  qiy  p<  de  la  fonction  donnée  pour  a. 
Mais,  à  cause  des  équations  qui  lient  entre  elles  ces  variables,  la  fonction  a 
peut  être  mise  sous  différentes  formes  renfermées  dans  la  formule 

*'  =  <*  ■+■  *iA +*•/!+•••  +  **A» 

>i>  lit--*  h  étant  des  fonctions  des  mêmes  variables  qui  ne  deviennent  pas 
infinies  dans  les  limites  où  Ton  fait  varier  ces  variables.  Les  dérivées  de  a! 
sont  renfermées  dans  les  deux  formules 

^-*L+X    *+>.&  +  4-X*^ 

dqi~dqr     'dqr^dqi*  "'+  Xkdqt 

dpi       dpi        ^  dpi        *  dpi  dpi 

^  dx,  dxk 

où  l'on  doit  donner  à  i  les  valeurs  1,  2 m.  Mais,  en  nous  appuyant  sur 

les  équations  (i  ),  nous  pouvons  réduire  ces  dérivées  aux  expressions 

nous  désignerons  ces  expressions  sous  le  nom  de  dérivées  virtuelles  de  la 
fonction  «,et  chaque  groupe  de  dérivées  virtuelles  variera  avec  les  fonctions 
adoptées  pour  les  multiplicateurs  \y  >„...,  >*. 

On  peut  encore  définir  les  dérivées  virtuelles  de  a  d'une  autre  manière. 
Faisons  varier,  dans  la  fonction  donnée  pour  «,  les  variables  qt,  pt  de  quan- 
tités infiniment  petites  indiquées  par  la  caractéristique  #*  la  variation  de  a 
sera 

„         da  %      ,    tta,  %      ,  d&  *      t    d&  *      t  dx  * 

et,  en  diffèrentiant  les  équations  qui  lient  entre  elles  les  variables  q{i  pi9 
nous  aurons 
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0  =  &*ql  +  £sqt  +  ...+yLiqm+$!.Spl  +  ...+&»pm, 


dqr  ™  '  dq*-»^  ••^dqm  ^^  dp,  '"   -"  —    •  fy 


m 


°  =  t*9,+l^+"+Ê*,"+t,/'«+-+^*P-' 


Multiplions  ces  équations  respectivement  par  >0  >t,...,  et  ajoutons-les  à  la 
variation  de  a  ;  nous  obtiendrons  ainsi  Sa.  sous  différentes  fondes  et  les 
coefficients  des  variations  des  variables  dans  chacune  des  formes  de  t*  for- 
ment un  groupe  de  dérivées  virtuelles. 

DÉRIVÉES  PRIHCIPALBS  D'UNE  FOHCHOR. 

2.  Pour  distinguer  les  dérivées  virtuelles  des  dérivées  immédiates,  nous 
placerons  les  premières  entre  parenthèses,  et  nous  écrirons 


(2) 


(3) 


(da.\_  d*  dU  dft  dft 

{dTl)-dq-l+X>dq-l+X*dq-l+--  +  X>dq-l> 
(d*\-**,y  dft  dj^  .       4£ 

\dq-J-dq-  +  **3£+*«rffc+-+>*2fc' 

[dpj  -dPl+Xtdpt+y*dPi  +  --+x>  dPl* 
\dpj  ~  3p-t  + **  dpt  +**  dpt+ •  ~  +  *  dPt> 


Suivant  une  notation  généralement  adoptée,  posons,  u  et  v  étant  deux 
fonctions  quelconques  des  variables, 

.     , du^dv       du  dv_  du  d» 

du  dv       du  dv  du  dv  9 

si  nous  multiplions  les  équations  (2)  respectivement  par  -j^,  -?£-, ..., 

et  les  équations  (3)  par  -p-,  j^-,...,  et  que  nous  retranchions  la  somme 
des  secondes  de  celle  des  premières,  nous  aurons 

\dqjdp,      \dqjdpi  ^  \dqj  dpm 

_(<k\dfi_(d*\d[L_       _(d*\dfi 
\dpjdqt      \dpjdqt  {dp*}  dqm 

=  [*./<]  +  \fv  fil  h  +  \f„  ft)  *.  +..-+  ft»  fi)  >t  ; 
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et  i  étant  susceptible  des  valeurs  1, 2,  3,...,  k,  cette  équation  en  renferme 
k  distinctes. 

Jusqu'à  présent,  nous  avons  laissé  absolument  arbitraires  les  valeurs  des 
multiplicateurs  \t  >„...,  >*;  adoptons  maintenant  pour  ces  fouctions  celles 
qui  rendent  nul  le  second  membre  de  l'équation  précédente,  et  qui  sont  les 
solutions  des  k  équations 

(4)       |  V»tth  +    *      +r/l./a*s4- ...  +  IA.ftJ>»=[A.«ï. 
(  K./*]^i  +  IA. /l] >■  +  (/». Al >.+"•••+     *     =IA.«1- 

Il  en  résulte  que  les  dérivées  virtuelles  de  la  fonction  a  satisfont  aux  k 
équations  renfermées  dans  la  suivante 


(5) 


dpi\dqj      dpt\dqj       "'       dpm\dqj 

ty(d±\_fy(d±\-    _.^y.^L\=o 

dqAdpJ      dq%\dpj       '"      dqm\dpmJ 


où  i  est  susceptible  des  valeurs  1,2,...,/:. 

Quand  les  quantités  X  auront  les  valeurs  déterminées  par  les  équations  (4), 
nous  donnerons  au  groupe  des  dérivées  de  a  le  nom  de  groupe  des  dérivées 
principales*  Comme  on  a 

le  déterminant  des  équations  (4)  est  gauche,  et  Ton  sait  qu'un  tel  détermi- 
nant est  nul  si  le  nombre  des  équations  est  impair  ;  nous  supposerons  donc 
essentiellement  k  pair. 

Réciproquement,  si  les  dérivées  virtuelles  de  a  satisfont  aux  équations  (5) 
supposées  en  nombre  pair,  les  quantités  X  satisferont  aux  équations  (4). 
Nous  avons  donc  ce  théorème  : 

Théorème  1:  —  a  étant  une  fonction  des  2m  variables  qty  7,,...,  qm,  p%t 
/>*>•••>  P*>  tiees  eiltre  e^es  par  un  nombre  pair  d'équations 

il  existe  un  groupe  de  dérivées  virtuelles  de  la  fonction  cl  et  il  en  existe  un 
seul  qui  satisfait  aux  équations  linéaires  (5).  Ce  groupe  de  dérivées,  dites 
principales,  s  obtient  en  prenant  pour  les  multiplicateurs!  les  valeurs  fournies 
par  les  équations  (4). 
De  ce  théorème  on  peut  déduire  comme  corollaire  le  suivant  : 
Théorème  II.  —  Le  groupe  des  dérivées  principales  de  a  ne  dépend  pas  de 
la  forme  sous  laquelle  a  a  été  donné. 
En  effet,  supposons  qu'on  parte  d'une  autre  forme  aft  donnée  à  a  ;  les  dif- 
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férents  groupes  de  dérivées  virtuelles  resteront  évidemment  les  mêmes.  Le 
groupe  des  dérivées  principales  satisfera  encore  aux  k  équations  (5),  et 
comme,  parmi  le  nombre  infini  de  groupes  de  dérivées  virtuelles,  il  n'y  en 
a  qu'un  qui  satisfasse  à  ces  équations  d'après  le  théorème  précédent,  le 
groupe  des  dérivées  principales  qu'on  obtient  en  partant  de  la  forme  cq  est 
le  même  que  celui  qu'on  obtient  en  partant  de  la  forme  donnée  d'abord. 

La  propriété  renfermée  dans  ce  dernier  théorème  est  de  nature  à  faire 
comprendre  l'utilité  qu'il  peut  y  avoir  à  distinguer  le  groupe  des  dérivées 
principales  d'entre  tous  les  autres  groupes  de  dérivées. 

Théorème  III.  —  Chaque  dérivée  principale  de  la  somme  de  deux  fonctions 
par  rapport  à  une  des  variables  qu  Pi,  est  égale  à  la  somme  des  dérivées 
principales  de  ces  deux  fonctions  par  rapport  à  la  même  variable. 

Si  l'on  résout  les  équations  (4),  on  aura  pour  les  quantités  \  des  expres- 
sions qu'on  peut  représenter  par 

>*  =  LM  [/>]  +  !*,,  [/>]  +  . . .  +  L«,t  [/k,a]  =  £  U,*  If**], 

s  étant  susceptible  des  valeurs  1,  2,...,  k  ;  et,  de  plus,  il  est  aisé  de  recon- 
naître que  l'on  a 

Lw,i  =  —  L|,«,    Lu,*  :=  0. 
Nous  aurons  pour  la  dérivée  principale  de  a  par  rapport  à  qt 

u  étant  comme  *  susceptible  des  valeurs  1 ,  S,...,  k.  Nous  aurons  les  dérivées 
principales 


fdaf\       /<*(*  + a')  \ 

wr  \SqTr 


en  remplaçant,  dans  l'expression  de  ( -r-)>  «  para' et  «+«';  et,  comme 
on  a  [/i,a]  -4-  |/«>a']  =  [/*>*+ a']»  on  en  conclut 


/tf(«-ha')\/d*\        (d*!\ 
\      dqt      )-\dqy  +  \dqt)' 


comme  il  fallait  le  démontrer. 

Exemple.  —  Considérons  le  cas  où  les  équations  de  condition  se  réduisent 
à  deux 

i  11 
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on  aura,  pour  la  formule  des  dérivées  principales, 

\dqit       dq^  [fltU]dqt       fo/jà*' 

les  dérivées  par  rapport  à  pt  s  eh  déduisent  en  y  changeant  q  en  p.  Enfin  on 
pourra  vérifier  le  théorème  IL  et  reconnaître  directement  que  le  second 
membre  de  1  équation  précédente  ne  change  pas  de  valeur,  quand  on  y 
remplace  a  par  a-f->i/i-+-Vi- 

PROPRIÉTÉ  REMARQUABLE  DBS  DÉRIVÉES  PRINCIPALES. 

3.  Considérons  2m — 2r  fonctions  des  2m  variables  q(i  pi9  que  nous  dési- 
gnerons par  la  lettre  (3  : 

Pi  =  Pi  ('/l'  <7i»  •  •  •  »  ?«»  Pi*  Pi»  •  •  •  »  Pm)* 
P*  =  Pa  fai»  q*,  •  •  •  »  Cm*  Pi»  Pv  •  •  •  »  Pm)* 


Pî(«-r)  =  Pî(»-»l(9i»9i»  •  ••»?«» />!»/>*>  •••>/>m)» 

où  les  variables  qt,  p{  sont  supposées  satisfaire  aux  2r  équations 

Au  moyen  dexes  2m  équations,  on  peut  exprimer  les  2m  variables  qiy  Pi  en 
fonction  des  quantités  )3  et  d  une  manière  unique,  et  si  Ton  nous  donne  une 
fonction  a  des  quantités  qiy  pu  cette  fonction  pourra  elle-même  s'exprimer 
au  moyen  des  quantités  p  et  dune  seule  manière. 

Si,  après  avoir  exprimé  a  au  moyen  des  quantités  J3,  nous  en  prenons  la 
variation,  nous  aurons 

? 

OU  P1KOIV 

w-SÎ(£*+S*  + ...  +  £*.+$*♦ ...  +  *>> 

P 

On  a  ensuite,  en  différentiant  les  équations  qui  relient  entre  elles  les  va- 
riables, 


-  163  — 

Désignons  par  f*i(j9),  p,(|B),...,  fv(P)  un  groupe  de  2r  quantités  corres- 
pondant à  une  quelconque  des  fonctions  j3,  et  qui  varie  d'une  fonction  p  à 
l'autre  ;  multiplions  les  2r  équations  précédentes  respectivement  par 

et  ajoutons-les  à  la  variation  de  «  ;  nous  aurons 

+  (S  +  «HW$+N«»)g+...)*.+  ...- 

Les  coefficients  des  variations  des  quantités  qt,  pi  forment  un  groupe  de 
dérivées  virtuelles  de  la  fonction  a  (n°  1),  et  ces  dérivées  sont  données  par 
les  deux  formules 

P 

dans  lesquelles!  est  susceptible  des  valeurs  1,  2,  3,...,  m. 

Les  quantités  renfermées  entre  parenthèses  dans  les  seconds  membres 
sont  les  dérivées  virtuelles  de  |3.  Prenons  pour  les  multiplicateurs  f*(|3)  les 
quantités  qui  satisfont  aux  2r  équations 

*       +  VM  «s»)  +  f/Wil  hP)  +  • . .  +  [fr/J  p*(W  =  [A,W. 
(?)  {  K.M  *(»  +       *      +  [fM  nif)  +  •  •  •  H-  [Ar/.l  p*(M  =  r/i.W,    * 


alors  le  groupe  des  dérivées  virtuelles  de  chaque  fonction  |3  deviendra  celui 
des  dérivées  principales.  Désignons,  pour  abréger,  ces  dérivées  principales 
par 

et  les  dérivées  virtuelles  de  a  deviendront 

tn  (à±\  _  y  *ï  / *\     /<**  \  _■  V  dl  ld*-\ 

W  W  ""  t  dp  ™  '    V W  ~  .   dp  W- 

Or,  je  dis  que  ces  dernières  dérivées  de  a  sont  les  dérivées  principales. 


En  effet,  les  dérivées  principales  de  )3  satisfont  aux  2r  équations  renfer- 
mées dans  la  suivante 

Â(*)  +  ^ '(*)  +  ...  +  *(*) 

dpi  \dqj       dpt  \dqj  dpm  \dqj 

dqi  \dpj       dqt  \dpj        '"        dqM  \dpj 

où  i  est  susceptible  des  valeurs  1,  2,...,  2r  (n°  2).  On  en  conclut  immé- 
di  iteraent  que  les  expressions  (8)  satisfont  aux  mêmes  équations  dans  les- 
quelles la  lettre  p  est  remplacée  par  la  lettre  a,  et  par  suite  les  expressions 
(8)  sont  bien  les  dérivées  principales  de  a. 

Ainsi  les  dérivées  principales  de  la  fonction  a.  peuvent  se  représenter, 
d'une  part,  par 


d%            dfx            df% 

,  ^  df» 

dpt         l  dpt        **  dpi 

dpt 

*i»  '■•»•••  ayant  pour  valeurs  les  solutions  des  équations  (4)  du  n°  2,  où 
fc  =  2r;  et,  d'autre  part,  elles  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  (6),  en  pre- 
nant pour  les  fonctions  u(p)  celles  qui  satisfont  aux  équations  (7).  En  éga- 
lant ces  deux  genres  d'expressions,  on  obtient  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  On  imagine  2m — 2r  fonctions,  désignées  généralement 
par  /3,  des  2m  variables  q^  ft,...,  qm,  pl9  />j,...,  Pm>  et  on  suppose  entre  ces 
variables  les  2r  équations 

/•I=:0,    /i  =  0,     ...,    ^  =  0; 

alors,  en  désignant  par  a  une  fonction  quelconque  de  ces  variables,  on  aura 
les  deux  formules 

dcL    .•>    rfA    t  .   -     df*r       \*d%/d$       '    mdfi  ,        ,a\df*r\ 


dq 


P 


/es  quantités  ^((3),  r*,(j3),...  e7a/i/  /es  solutions  des  équations  (7),  e/  /es  çuatt- 
/iYes  >!,  )„...  e'tan/  /es  solutions  des  mêmes  équations  dans  lesquelles  les 
seconds  membres  sont  remplacés  par 

Nous  ne  considérerons  plus  désormais  de  dérivées  virtuelles  que  celles 
qui  sont  principales  ;  nous  pouvons  donc  convenir  maintenant  que  les  déri- 
vées immédiates  placées  entre  parenthèses  représenteront  les  dérivées  prin- 
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cipales,  et  le  théorème  précédent  sera  renfermé  d'une  manière  concise  et 
très-élégante  dans  les  deux  formules  (8),  qui  montrent  que  le  théorème 
élémentaire  relatif  à  la  dérivée  d'une  fonction  composée  est  applicable  aux 
dérivées  principales  d'une  fonction  composée,  renfermant  plusieurs  varia- 
bles qui  ne  sont  pas  indépendantes. 

Exemple.  —  Examinons  le  cas  particulier  où  le  nombre  des  équations  qui 
lient  les  variables  qh  pt  se  réduit  à  deux 

/i  =  0,    /•,  =  <); 
le  nombre  des  fonctions  jSsera  2m — 2,  et  nous  aurons  la  formule 

[dqtj  ~  *-  #  \dqt)9 


en  posant 


(: 
6 


<W      d(H      If  M  d<H       [fM  dl' 


dp\_rfp 


f„fi]dfi        [/i.PW/i. 


dW       d(H       lfMd(H       \fMd1t' 

si  Ton  donne  à  a  la  valeur  particulière  p,  prise  parmi  les  variables  pl}  pt,..., 
pm>  celte  formule  deviendra 

ydPj  /*  \  _      1      fdftdft       dftdU\ 
?  dp  [dqtj  ~  [ft  /,]  \,dfc  dg,       dfc  e/^y ' 


ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DE  LA  MÉCANIQUE  DANS  LE  CAS  D'ÉQUATIONS  DE  CONDITION 

ENTRE  LES  VARIABLES. 

4.  Soient  qt>  </„...,  qM  des  variables  propres  à  déterminer  la  position 
d'un  système  de  n  points  matériels  en  mouvement  et  sollicités  par  des 
forces  ;  on  suppose  de  plus  qu'il  existe  des  équations  de  condition  entre  les 
variables  q{  : 

(t)  A=0,     /•,  =  <),      ...,     fr  =  0. 

Imaginons  la  demi-force  vive  T  exprimée  par  çt,  ?„...,  qm  et  leurs  déri- 
vées prises  par  rapport  au  temps  t,  que  nous  représenterons  par  q\,  g'„..M 
(fn  ;  puis  diff^rentions  T  par  rapport  à  q\,  ç',,...,  q'm  de  manière  à  former 
les  quantités 

dT  _       dT  __  dT  __ 

nous  pouvons,  d'après  cela,  exprimer  T  au  moyen  de  qti  </„ ...,  qmet  depl9 
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Pi»**)  Pm\  nous  supposons  aussi  qu'il  existe  une  fonction  de  forces  U  que 
nous  exprimons  au  moyen  de  q{,  //„...,  qm;  enfin,  formons  les  dérivées  par- 
tielles de  T — U=H  dans  ces  hypothèses  ;  alors  nous  aurons  les  équations 


(2) 
avec  celle-ci 


dq^  __  tffi    dqt  __  dH 
dt        <//>,'  dt        dpi 


dqm_<m 

'  ""   dt  -  dpm> 


m  - (s +*)*-KS-*)*+-+GÊ+  *)*■ 

(Œuvres de  Jacobi,  t. III,  p.  194),  tyt,  &/„...  représentant  les  variations  de 
9d  &»•••  d'après  les  équations  (1);  ces  variations  satisfont  donc  aux  équa- 
tions 


Multiplions  les  équations  précédentes  respectivement  par  >t,  À,,...,  et  ajou- 
tons-les à  l'équation  (5)  ;  alors,  pourvu  qu'on  dispose  convenablement  de 
ces  multiplicateurs,  les  coefficients  des  variations  ty<  dans  l'équation  résul- 
tante seront  nuls,  et  Ton  aura 


w 


dPi  _ 
dt" 

dt  ~ 


d\\ 
dqt 

dq± 


dA 
^dqt 


,    df* 


■*  dqi 


<tym 

dt 


dqt 

àfr 
dqt 


>   4k 


OU 


=  0, 


Si  Ton  différentie  l'équation  /J=0,  on  a 

dft  dq±  +  dfLdq^ 
dqi    dt        dqt  dt 

îf±*!L  +  ÎL  d]\.  + 

~dqt  dpt       dq%  dpt 

qu'on  peut  représenter,  d'après  une  notation  précédente,  par 

[/i,H]=0; 


=  0, 
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désignons-la,  pour  abréger,  par  F<=0,  et  nous  aurons  les  r  équations 

(5)  F,  =  0,    Fâ  =  0,     ...,    Fr  =  0, 

auxquelles  satisfont  les  quantités  qit  pt. 

Différentions  les  équations  (5)  et  remplaçons  les  ~  et  -&  par  leurs  va- 
leurs tirées  des  équations  (2)  et  (4),  et  nous  aurons  les  r  équations 

j  [F,.H]  =  f/i,F§]  \  +  1/i.FJ  X,  +  . . .  +  [frF,] V, 

(6)  [FlfH]  =  f/i,FJ  x,  +  [/l,FJ  /.,  +  ...  +  [ff  ,FJ  x,, 


desquelles  on  pourra  tirer  >lf  \}..  ,  >r  pour  les  porter  dans  les  équations 
(4).  On  peut  remarquer  entre  les  coefficients  les  égalités  faciles  à  démon- 
trer : 

[fi^t]  =  [/InFJ,  ...»  [/"«, F*]  =  [/^F,], 

Si  Ton  prend  pour  les  variables  ç<  les  3n  coordonnées  xu  yt,  z(  des  points 
matériels,  on  a 

les  équations  (2)  deviennent 

^  — -•      dyt  —  >     dz*  _  • 

et  les  équations  (4)  prennent  la  première  forme  donnée  par  Lagrange  aux 
équations  de  la  dynamique 


Quoique,  en  général,  on  doive  réduire  les  variables  au  moindre  nombre 
possible,  on  comprend  aisément  qu'il  puisse  être  utile  dans  certains  cas  de 
considérer  les  équations  (2)  et  (4); 

GÉNÉBAL1SATION   DU  PROBLÈME  DU   NUMERO  PRÉCÂDEHT. 

5.  Nous  allons  considérer  une  question  plus  générale  que  la  précédente. 
Imaginons  que  les  2m  variables  ql9  ?t,...i  qm,  pit  Pi,.««»  p*  satisfassent  à 
l'équation 


-(îf  •»+*«*+•■•+*•».)-» 
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II  étant  Une  fonctioh  de  ces  variables,  en  sorte  que  Ton  a 

Si  les  variables  ç ,,  p<  étaient  indépendantes,  les  coefficients  de  leurs  varia* 
tions  seraient  égaux  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (7);  mais  on  sup- 
pose entre  les  variables  qit  pt  un  nombre  pair  d'équations 

(8)  .      /4  =  0,    h  =  Q /ir  =  0. 

En  introduisant  des  multiplicateurs  >„  >,,•••»  V  comme  dans  la  question 
précédente,  on  déduit  des  équations  (7)  et  (8)  les  2m  équations  suivantes 


(A) 


dqt_da  dft    ..du  dftr 

lï—dJ'l+Xidfl+x*dfl+'  +  ltrdfl'. 

dq,_dH  dU  dft  dfv 

~<u  -dJt+ildP%+%tdJt+-  +  >vdJt% 

dl  dq,        *  dq,  dqi       '"        * dq,' 

(B)  (  41.  _      <1H  dft  dU  dflr 

dl~~  dqt  ~Ki  dq~t  ~*dqt~     ■~*vdqt' 


En  différentiant  une  des  équations  (8),  /j=0,  on  a 

dhdq,       dfrdqt                dfL  dpt       dft  dp.            _ . 
dqi  dt  "*"  dqt  dt+-  +  dj>,  df  +  dp,  dl  + "' 

et,  en  remplaçant  les  dérivées  des  ç<,  p<  d'après  les  équations  (A)  et  (B), 
on  a 

[/i,H]  +  X,  [/i,/,]  +  X,  [/J./y  +  . . .  =  0; 
les  quantités It,  X.,...,  V  satisfont  donc  aux  2r  équations  suivantes 

*  +        (/••  A]  *.        +  (A/l]  x-  +  .  •  •  +  t/r,  A]  V 

+  l/r-M'A]  V  +  l  +  [/"r  +  'Y.]  V  +  l  +  •  •  •  +  rAr^.]  X-,  =  l/iJ-J. 

[/i.AJ  X,  +  *  +  [/•„/-,]  >.,+   ...+  [/-r,/-,]  Xr 

+  (/',  +  t./'.]  *r  +  t  +  [/,,  +  „Al  *r  +  i  +  •  •  •  +  [/*./■]  \r  =  [/"-.H], 

K./»]^         +         t/i./'lr]X,       +  •     •  +[/"r.Ar]V 

+  l/f+iAr]>r+i+l/'r  +  f/W]V*«+  "•  +  *  =[Ar.H], 

et  on  pourra  les  tirer  de  ces  équations  pour  les  porter  dans  (A)  et  (Bj.  Si 
l'on  compare  ces  équations  aux  équations  (4)  du  n°  2,  on  voit  que  les  se- 
conds membres  des  équations  (A)  et  (B)  représentent  les  dérivées  principales 


J 
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*  de  la  fonction  H  ;  les  équations  (A)  et  (8)  peuvent  donc  s'écrire,  d'après  la 
notation  des  dérivées  principales, 

dqi_  •  /<m\   djt_      /dH\  dq^^      (dB\ 

dt  —      \dpj'  dt  ~~      \dpj9  "'dt  —      \dpmr 

dt  ~       [dqj*  dt  -       [dqj dt~      \dqj* 

Montrons  comment  le  problème  actuel  renferme  celui  du  numéro  précé- 
dent. Il  faut  alors  supposer  que  les  r  premières  équations  (8) 

m 

ne  renferment  plus  les  variables  piy  et  il  en  résulte 

[A.  fv\  =  0, 

toutes  les  fois  que  u  et  v  ne  surpassent  pas  r;  ensuite  on  supposera  de  plus 
que  les  fonctions /i, /*„...,  fr  satisfont  aux  équations 

[/i,H]  =  0,     [/;,H]  =  0,   ...,  (/r,B]=0; 

enfin  on  prendça  pour  £+l,  fr+t, ...  les  fonctions  F4=  \fi%  H],  F,^/",,!!], .... 

Examinons  d'abord  les  r  premières  équations  qui  donnent  les  quantités 
a  ;  leurs  seconds  membres  sont  nuls  et,  dans  leurs  premiers  membres,  les 
coefficients  de  \,  X,,. ..,  X,.  sont  nuls  aussi  ;  on  en  conclut  que  les  valeurs  de 
Xr+i»  V+iv9  V  elles-mêmes  s'annulent.  Ensuite  les  r  équations  suivantes 
en  a  fourniront  \,  )„...,  V  et  coïncideront  avec  les  équations  (6)  du  numéro 
précédent. 

Les  r  derniers  termes  des  équations  (A)  et  (B)  s'annuleront  parce  que 
V+it  V+*i**-,  Vsont  nuls,  et  les  autres  termes  multipliés  par  des  >  dis- 
paraîtront aussi  des  équations  (A),  parce  que  les  r  premières  fonctions  fne 
renferment  pas  les  variables  pt.  Les  équations  (A)  et  (8)  coïncideront  donc 
avec  les  équations  (2)  et  (4). 

Ainsi  les  équations  (2)  et  (4)  sont  aussi  de  la  forme  (C),  et  on  doit  remar- 
quer que  les  dérivées  principales  de  la  fonction  H  par  rapport  auxp*  coïnci- 
dent avec  les  dérivées  immédiates. 


SUR   LE  PROBLÈME  DBS  PERTURBATIONS  DANS  LE  CAS  OU  IL  EXISTE  DBS  ÉQUATIONS 
DE  CONDITION   ENTRE  LES   VARIABLES  DU  PROBLÈME. 

6.  Supposons  que  l'on  ait  intégré  les  équations  (2)  et  (4)  du  n°  4  à  l'oc- 
casion d'un  problème  de  dynamique  et  qu'on  ait  trouvé  pour  intégrales 

(*)  Pi  =  +!>     P*  =  +i>   •  •  •  >  Pnw-r)  =  Ti<»-r)» 


s 

I 

J 
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|3j,  pv  ...  désignant  les  2m — 2r  constantes  arbitraires  qui  y  entrent.  Suppo-  * 
sons  ensuite  que  l'on  ait  à  résoudre  le  même  problème  dans  lequel  la  fonc- 
tion H  est  remplacée  par  H+û,  de  sorte  que  û  est  la  fonction  perturba- 
trice. Alors  les  seconds  membres  des  équations  (1)  ne  sont  plus  constants, 
et  on  prend  pour  inconnues  les  fonctions  |3  définies  par  les  équations  (\)  et 
dont  les  dérivées  par  rapport  au  temps  sont  en  général  de  très-petites  quan- 
tités. 

Tel  est  le  problème  des  perturbations.  Quand  les  équations  de  condition 
entre  les  variables  q^  <7t,...,  qm  disparaissent,  ce  problème  se  résout  par 
des  formules  dues  à  Lagrange,  ou  par  d'autres  dues  à  Poisson  ;  les  pre- 
mières ne  changent  pas  par  les  équations  de  condition  ;  ce  sont  donc  les 
formules  analogues  à  celles  de  Poisson  que  nous  nous  proposons  de  déter- 
miner. Mais  nous  allons  résoudre  ce  problème  en  adoptant  la  généralisation 
du  n°  5.  Quand  une  généralisation  a  pour  effet  de  compliquer  des  calculs, 
elle  présente  souvent  plus  d'inconvénients  que  d'avantages  ;  mais  on  ne 
peut  faire  ce  reproche  à  celle-ci,  car  elle  simplifie  les  calculs  en  confon- 
dant deux  genres  de  fonctions  qui  remplissent  exactement  le  même  rôle 
dans  la  question. 

Supposons  donc  entre  les  2m  variables  qlt  9,,...,  qm,  ply  Pt>.-,Pm  les  2r 
équations  finies 

(2)  /i=0,    ft  =  0,  ...,  ^  =  0, 

et  ces  variables  sont  aussi  assujetties  aux  2m  équations  différentielles 


dqt_(d1l\     dPi_       (dii\ 


H  étant  une  fonction  des  mêmes  variables ,  et  les  seconds  membres  dési- 
gnant les  dérivées  principales  de  la  fonction  H. 

Concevons  que  Ton  ait  intégré  ces  équations  et  que  Ton  ait  trouvé  pour 
intégrales  les  2m  —  2r  équations 

j  Pi='!,i(Çl»9s«  •  -  >  <lm*Pt*P**     -iPm)t 
(*)  {  Pi  =  <MÇi>9i»  •  •  •ffti'Pl»/'»'  •  -*Pn)' 


dans  lesquelles  ft,  (3,,...,  &(*_,.)  désignent  des  constantes  arbitraires,  qui  ne 
figurent  pas  dans  les  seconds  membres.  Supposons  ensuite  que  Ton  ait  à 
résoudre  le  même  problème  dans  lequel  la  fonction  H  est  remplacée  par 
H  4- a,  a  étant  très-petit,  de  sorte  que  les  équations  (2)  subsistent  encore, 
mais  les  équations  (3)  sont  remplacées  par 

c/g/_MH+Q)\     dPi_     (d(\\  +  ci)\ 

(o)  'di-\?pry  -dt--[—dïr)' 
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Alors  les  fonctions  des  qu  Pi  qui  forment  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (4)  n'ont  plus  des  valeurs  constantes;  mais  leurs  dérivées  par  rapport 
à  t  sont  en  général  de  très-petites  quantités  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
Ces  fonctions,  que  nous  désignerons  par  j3,  sont  définies  par  les  équa- 
tions (4),  et  ces  équations  jointes  aux  2r  équations  (2)  permettront  d'expri- 
mer les  2m  variables  qu  j?,au  moyen  des  quantités  pet  d'une  seule  manière. 
Soit  a=^  une  intégrale  du  problème  sans  perturbations,  c'est-à-dire  une 
des  équations  (4),  et  a  est  la  constante  arbitraire.  En  différentiant  cette 
équation,  on  a 

i=m 

Zà\dqt  dt~*~  dpi  <ftj~t~  dC 

dont  le  dernier  terme  est  nul,  si  t  ne  se  présente  pas  explicitement  dans  +, 
et,  d'après  les  équations  (3),  on  obtient 

(6)  »  =  2à  |_3^  V  W  ~  ¥<  \dqi)\  +  S" 

Si  l'on  passe  ensuite  au  problème  avec  perturbations,  on  regarde,  dans 
l'équation  a=^,  a  comme  une  fonction  de  t,  et,  en  la  différentiant,  on  aura 


d% 
~di 


""  Zà  \dqi  dt  "*"  dpi  dtj^dt  ' 


les  dérivées  de  qiy  pu  étant  fournies  par  les  équations  (5),  et  il  en  résulte 

W  dt-ZLldqt\      dpt     )       dPi[      dqt     )ydt* 


<=l 


Retranchons  l'équation  (6)  de  l'équation  (7),  et  nous  aurons,  en  mettant 
dans  le  résultat  la  lettre  «  au  lieu  de  ^,  ce  qui  ne  peut  plus  maintenant 
amener  de  confusion, 

dt~2à  Idqt  \dpj       dpt  \dqtjy 


»=i 


Les  fonctions  a  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  quantités  /3  et  d'une 
seule  manière,  et,  d'après  le  n°  3,  les  dérivées  principales  de  û  sont  don- 
nées par  les  formules 

\dq  J  -Z>d$  \dqi)  *      \dp i)  ~jLd$  \dPi)  f 
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on  a  donc 


dt-jLdfi  2d  \dqt  [dpi)       dPi  [dqijY 

.1        /=1 
On  a  d'ailleurs 

/dp  \      dp  dft  dft 

Pi(P)'  M/3)'  •••  étant  les  solutions  des  équations  (7)  du  n°  S  ;  en  rempla- 
çant, on  obtient 


(« 


qui  est  la  formule  cherchée.  On  voit  que,  grâce  à  la  considération  des  dé- 
rivées principales,  les  calculs  se  sont  présentés  de  la  môme  manière  que  s'il 
n'y  avait  pas  eu  d'équations  conditionnelles. 

SUR  DES   FORMULES  REMARQUABLES  RELATIVES  A  ^EXPRESSION  [«,£]. 

7.  Nous  allons  déduire  de  la  formule  des  perturbations  un  autre  formule 
très-importante. 

Si  l'on  considère  d'abord  le  cas  particulier  où  Ton  part  des  équations  du 
n°4,  on  a  entre  les  variables  qi9  </s,...,  qm  les  r  équations 

(a)  a  =  o>    A  =  of  ...,  /r=0t 

d'où  Ton  déduit,  entre  les  variables  ql%  ^j,...,  qM  et  plf  p„ ...,  pmr autres 
équations 

W  /r+i  =  Fi  =  0,    /•r+î  =  F,  =  0,  ...,/-2r  =  Fr  =  0, 

et,  d'après  ces  équations  de  condition,  on  peut  remplacer,  comme  on  sait, 
les  2m  variables  qu  p{  par  2m —  2r  variables  Qlt  Qa,..M  Q*-r,  Pn  Pf,...t 
P«_r  indépendantes  entre  elles  et  qui  satisfont  aux  2m  —  2r  équations  dif- 
férentielles 

(c>  dt  ~  dPt%     dt  ~      dQt' 

m 

Nous  montrerons  dans  une  autre  occasion  comment,  dans  le  cas  le  plus 
général  du  n°  5,  ou  peut  remplacer  aussi  les  2m  variables  qf,  pt  par 
2m  —  2r  autres  vaiiables  qui  satisfont  aux  équations  (c). 


'i 

\ 
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Désignons  par  [«,£)'  par  rapport  aux  variables  Qif  P<  l'analogue  de  [a,|3] 
pour  les  variables  qu  Pi  ;  c'est-à-dire  posons 

Tm  ftV  — rf*    *       .      d%    rfP       .  .  d%  rfP 


dPjdQ,       dP,dg,      ""       dPM_r<ft)-_rî 

comme  il  n'existe  pas  d'équations  conditionnelles  entre  les  variables  Q,,  P„ 
la  formule  des  perturbations,  si  l'on  emploie  ces  variables,  se  réduit  à 


«  î-SSwi- 


Or,  il  est  aisé  de  comprendre  que  les  coefficients  de  -r?  doivent  être  les  mê- 
mes dans  les  deux  équations  (8)  et  (9)  ;  on  a  donc  cette  formule  très-im- 
portante, qui  permet  de  passer  des  variables  Q,,  P<  aux  variables  qi% , 

(D)    [*,?]' = [a,p]  +  H(m*>fi)  +  n(W[*./j  +  •  •  •  +  y-irm*Str]- 

Cette  équation  renferme  la  formule  trouvée  par  Jacobi  (Nova  methodus,  # 
g  46,  t.  III  de  ses  Œovres),  et  qu'il  se  propose  de  découvrir  dès  le  g  38  :  Quum 
propier  rei  utililatem,  tum  propter  egregiam  ejus  difficultatem,  tum  quia 
accurale  examinare  juvat  quœcunque  spectant  ad  expressionem  [a, fi]  tantis 
proprietatibus  gaudentem. 

La  formule  à  laquelle  Jacobi  est  parvenu  par  des  calculs  très-compliqués 
se  rapporte  au  cas  où  les  équations  de  condition  se  réduisent  aux  équations 
(a)  et  (b). 

On  peut  remplacer  la  formule  (D)  par  une  autre  dont  le  second  membre 
renferme  de  la  même  manière  a  et  |3.  On  a  d'abord 

[«,?]'  =  [a,g]  +  £  n,(P)(«,/i], 

u  étant  susceptible  des  valeurs  1,  2,  3,..,  2r.  En  résolvant  les  équations  (7) 
du  n°  3,  on  a 

i 

LM  ne  dépendant  pas  de  p,  mais  seulement  des  fonctions  f>  et  l'on  a 
on  obtient  ainsi  la  formule 

(E)  KP]'  =  l«,M  -  H  E  k,  [«,/y  [M) . 


M       » 


V 
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Il  est  aisé  de  vérifier  que  l'expression  du  second  membre  ne  fait  que 
changer  de  signe,  quand  on  y  permute  «  et  j3.  Elle  devient  en  effet 

comme  u  et  s  sont  susceptibles  des  mêmes  valeurs  1,  2,  3,...,  2r,  il  est 
permis  de  les  permuter,  ce  qui  donne 

enfin,  comme  on  a  U,,  = — U,«,  on  a 

-  [«.m  +  S  S  w  w>\  i«./y. 

s      « 

ce  qui  est  bien  l'expression  (E)  changée  désigne. 

Jacobi  met  aussi  l'expression  de  [a,j3]'  sous  une  forme  tout  à  fait  diffé- 
rente, dans  le  §  48  de  son  mémoire.  Mais,  pour  obtenir  la  forme  analogue, 
nous  ne  pouvons  plus  conserver  la  généralité  dans  laquelle  nous  avons 
établi  les  formules  (D)  et  (E),etil  faut  faire  sur  les  fonctions  f  des  restrictions 
indiquées  par  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Supposons  que  les  r  premières  fonctions  /*,  savoir  /i,  f,,..., 

fr,    soient  toutes    indépendantes    des    variables  ph  ou  supposons    seule- 

r(r——  1) 
ment,  ce  qui  est  beaucoup  plus  général,  qu'elles  satisfassent  aux  -i-^ — L 

équations 

te)  [fM  =  o,   [fM  =  o,  . . .,  ifr_i9fr]  =  o, 

on  a  la  formule 

(F)  [*,p]'=[xH-À,fi  +  B], 

en  posant 

u=r  tt=r  «=r 

k=fr  +  i  2  L».r  +  i  l^/i.]  +  fr+t  ^  l*,r+l[*>fu]  +  —  +  ffr  ^  ^MrMJ» 
»  =  i  tc=i  «=i 

%  =  fr  +  i  2jK,r+i[$>fu]  +  /"r  +  J^  k,r+l[P/J  +  —  +  Ar  ^  L«,«r  [P>/iJ- 

»=1  *=I  K=l 

Les  fonctions  L  qui  entrent  dans  les  expressions  de  A  et  B  sont  les  mêmes 
que  celles  qui  entrent  dans  la  formule  (E).  Le  déterminant  gauche  des 
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équations  qui  déterminent  les  fonctions  p(|3)  est  un  carré  que  nous  repré- 
senterons par  Ds,  et  Ton  a 

_1     rfD 

L"r  -  D  Œ* 

Nous  ne  développerons  pas  les  calculs  qui  conduisent  au  théorème  précé- 
dent, qui  n'est  pas  d'ailleurs  difficile  à  vérifier;  mais  nous  ferons  remarquer 
que  la  formule  (F)  a  aussi  plus  d'étendue  que  celle  de  Jacobi  (g  48  de  son 
mémoire)  ;  en  effet,  dans  la  formule  de  Jacobi //i,  /„...,  fr  sont  assujettis  à 
satisfaire  aux  équations 

IA.HJ  =  Of    [/i,H]=0,  ...,  [/r,ll]  =  0, 

et  les  fonctions  fr+it  /!•+«».••  sont  précisément  les  premiers  membres  de 
ces  équations.  Or  la  formule  (F)  n'exige  pas  ces  restrictions. 

On  peut  remarquer  que  si  les  équations  de  condition  entre  les  variables 
se  réduisent  à  deux,  r  est  égal  à  l'unité,  et  le  nombre  des  équations  (g)  se 
réduit  à  zéro.  Donc,  dans  ce  cas,  la  formule  (F)  est  toujours  applicable, 
sans  que  les  fonctions  ft  et  ft  soient  assujetties  à  aucune  restriction. 


Mémoire  sur  les  groupes  primitifs  ;  par  H.  Camille  Jordan. 

(Séance  du  50  avril  1873) 

Nous  avons  démontré,  dans  un  précédent  mémoire  (Journal  de  Liouvillef 
2e  série,  t.  XVI),  que  le  degré  d'un  groupe  primitif  G,  ne  contenant  pas  le 
groupe  alterné,  mais  contenant  une  substitution  donnée  À  qui  déplace  N 
lettres,  ne  saurait  dépasser  une  certaine  limite  L==N-f-M.  La  quantité  H 
est  une  fonction  F(N)  du  nombre  N. 

Nous  examinons,  dans  le  mémoire  qui  suit,  le  cas  où  l'ordre  de  A  est  un 
nombre  premier  p.  Tous  les  autres  e^s  peuvent  se  ramener  à  celui-là  ;  car 
une  substitution  quelconque,  élevée  à  une  puissance  convenable,  donne  une 
substitution  d'ordre  premier. 

Nous  arrivons  à  ce  résultat  remarquable,  qu'on  peut  assigner  à  M  une  va- 
leur  qui  ne  dépend  pas  du  nombre  p,  mais  seulement  du  nombre  q  des  cycles 
de  k.  Nous  démontrons,  en  effet,  qu'on  peut  assigner  deux  fonctions  de  q, 
?(q)  et  f(q)  jouissant  de  la  propriété  suivante  : 

Le  degré'  d'un  groupe  primitif  G,  ne  contenant  pas  le  groupe  alterné,  mais 
contenant  une  substitution  A  d'ordre  premier  p  etàq  cycles,  ne  peut  dépasser 

w  ■+■  ?('/)>  **  l'on  up>  f(q)' 

Donc,  en  appelant  5(q)  la  plus  grande  des  quantités  F(5ty),  ¥(oq),  ..., 
¥(f[q)q),  f(q),  on  pourra  prendre  pour  limite  L  =  /rç  +  3($)  =  N-f-  $(q). 
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Le  premier  paragraphe  de  notre  mémoire  est  consacré  à  démontrer  la 
proposition  suivante,  qui  est  le  fondement  de  notre  analyse  : 

Soit  A  une  substitution  d'ordre  premier/?  à  q  cycles;  si  le  groupe  pri- 
mitif G  contient  la  substitution  A,  on  pourra  y  déterminer  une  suite  de  sub- 
stitutions A,B,  C,  ...  semblables  à  A,  et  dont  chacune  déplace  quelque  lettre 
que  les  précédentes  laissaient  immobile,  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  épuisé  le 
nombre  des  lettres  de  A  ;  mais  si  p^>qt  on  pourra  déterminer  la  suite 
A,  B,  C,  ...,  de  telle  sorte  que  chacune  de  ces  substitutions  successives  ne 
puisse  contenir  dans  aucun  de  ses  cycles  plus  d'une  lettre  nouvelle. 

Cela  posé,  notre  théorème  étant  supposé  démontré  pour  les  nombres  in- 
férieurs à  q  (nous  avons  trouvé  précédemment,  p.  42,  lorsque  9=1, 
y(q)  —  2,  quel  que  soitp),  nous  le  démontrons  pour  q9  en  établissant  des 
formules  récurrentes  qui  lient  y(q)  et  f\q)  kf(q —  1), ...,  f\q —  1),  ....C'est 
là  l'objet  des  sections  II  à  VI. 

Dans  la  section  VII,  nous  discutons  ces  formules,  et  nous  en  déduisons  les 
inégalités  suivantes  :      ' 

*(<rt  ^  iôgâ q  Iog  q  +  2^' 

eu  prenant  pour  /'(</)  la  plus  grande  des  quantités  suivantes  : 

kp?logg  +  g+l,    5g  +  2,    18. 

H  est  certain  d'ailleurs,  d'après  notre  mode  d'opérer,  que  ces  limites 
6ont  loin  d'être  assez  resserrées.  Une  étude  plus  minutieuse  (VIII)  nous  a  en 
effet  montré  qu'on  pouvait  prendre  pour  limites    . 

?(<y)  =  9  +  i>  f(q)  =  q> 

lorsque  </  =  2,  3,  4  ou  5;  et  nous  avons  de  fortes  raisons  de  croire  qu'on 
arriverait  au  même  résultat  pour  les  valeurs  suivantes  de  q. 


I 

1.  Soient  G  un  groupe  primitif;  A.  l'une  de  ses  substitutions  ;  A,  A',  ... 
les  diverses  substitutions  semblables  à  A  qui  sont  contenues  dans  G.  Il  est 
clair  que  toute  substitution  de  G  les  transformera  les  unes  dans  les  autres  ; 
donc  le  groupe  H  =  (A,  A', ...)  sera  permutable  à  toutes  les  substitutions 
de  G. 

Le  groupe  H  sera  transitif;  car,  sans  cela,  on  sait  que  G  ne  pourrait  être 
primitif.  Si  donc  A  ne  déplace  qu'une  partie  des  lettres,  l'une  au  moins  des 
auties  substitutions  A', ...,  dont  H  est  dérivé,  contiendra  réunies  dans  un  de 
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ses  cycles  des  lettres  déplacées  par  A  et  quelques-unes  des  lettres  restantes  ; 
sans  quoi  H,  permutant  exclusivement  entre  elles  les  lettres  que  A  déplace, 
ne  serait  pas  transitif.  Si  la  suite  A',  ...  contient  plusieurs  substitutions 
jouissant  de  la  propriété  ci-dessus,  soit  B  Tune  d'elles,  choisie  de  telle  sorte 
quefi  ne  contienne  aucune  substitution  qui  jouisse  des  mêmes  propriétés, 
tout  en  ne  déplaçant  qu'une  partie  des  lettres  nouvelles  que  B  déplace. 

S'il  exis.c  encore  des  lettres  qui  ne  soient  déplacées  ni  par  A  ni  par  B, 
Tune  au  moins  des  substitutions  A', ...  devra  de  même  mêler  dans  ses 
cycles  quelques-unes  de  ces  lettres  à  celles  que  déplaçaient  déjà  A  et  B.  Si 
plusieurs  de  ces  substitutions  jouissent  de  cette  propriété,  on  en  choisira 
une  C  de  telle  sorte  qu'il  n'y  en  ait  pas  d'autre  qui  ne  déplate  qu'une 
partie  des  lettres  nouvelles  intioduites  dans  C.  On  pourra  continue/  ainsi 
justju'à  ce  qu'on  ait  obtenu  une  suite  de  substitutions  A,  B,  C, ...,  telle  que 
toute  lettre  se  trouve  déplacée  au  moins  par  Tune  d'elles?. 

2.  Nous  admettrons,  dans  ce  mémoire,  que  A  soit  une  substitution 
d'ordre  premier  p  et  à  q  cycles,  q  étant  un  entier  </>. 

Les  substitutions  B,  C,  ...,  étant  successivement  définies  comme  il  vient 
d'être  indiqué,  nous  aurons  la  proposition  suivante,  qui  va  servir  de  fonde- 
ment à  toute  notre  analyse. 

Théorème.  —  Aucune  des  substitutions  successives  B,  C, . . .  ne  peut  contenir 
dans  aucun  de  ses  cycles  plus  d'une  lettre  nouvelle. 

3.  Nous  allons  démontrer  d'abord  cette  proposition  pour  la  substitution 
B.  Pour  y  arriver,  nous  supposerons  que  l'un  des  cycles  de  B  contienne 
plusieurs  lettres  nouvelles  ;  et  nous  en  déduirons  l'existence,  dans  la  suite 
A,  A', ...,  d'une  substitution  qui  mêle  dans  ses  cycles  les  lettres  de  A  à  des 
lettres  nouvelles,  tout  en  déplaçant  moins  de  lettres  nouvelles  que  B;  con- 
séquence inadmissible,  comme  contraire  à  la  définition  même  de  B. 

4.  Soit  I  le  groupe  dérivé  de  celles  A,  At,  ...  des  substitutions  A,  A',  ... 
qui  ne  déplacent  aucune  lettre  nouvelle.  Les  pq  lettres  déplacées  par  les  di- 
verses substitutions  de  1  pourront  se  répartir  en  classes,  en  groupant  en- 
semble celles  que  les  substitutions  de  1  permettent  de  permuter  entre  elles. 
Sil  permute  transitivement  les  pq  lettres,  il  n'y  aura  qu'une  classe;  sinon 
il  y  en  aura  plusieurs  ;  mais  dans  aucun  cas  il  n'y  en  aura  plus  de  7,  car 
chacune  d'elles  contient  au  moins  p  lettres,  nombre  des  lettres  associées 
dans  chacun  des  cycles  de  A. 

5.  Soient  maintenant  x,  y  deux  lettres  nouvelles,  contenues  dans  un 
même  cycle  de  B.  On  peut  admettre  qu'elles  s'y  suivent  immédiatement. 
Car  si  y  suivait  x  à  r  rangs  de  distance,  ou  n'aurait  qu'à  considérer,  au  lieu 
de  la  substitution  B,  la  substitution  Br,  qui  lui  est  semblable,  et  dont  l'un 
des  cycles  contient  x  suivi  immédiatement  de  y. 

Cela  posé,  les  lettres  nouvelles  que  B  déplace  seront  de  deux  espèces  ; 
les  lettres  y,  ...  que  B  fait  succéder  à  des  lettres  nouvelles;  et  les  lettres 
1  12 
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que  B  fait  succéder  à  des  lettres  anciennes  a,  a', ....  11  existe  nécessairement 
des  lettres  de  cette  seconde  espèce,  puisque  B  contient  au  moins  un  cycle 
où  les  lettres  nouvelles  sont  mêlées  aux  anciennes. 

6.  Les  lettres  a,  a', . . . ,  auxquelles  B  fait  succéder  des  lettres  nouvelles y  for- 
meront par  leur  réunion  une  ou  plusieurs  des  classes  entre  lesquelles  nous 
avons  réparti  les  lettres  de  I.  Supposons  en  effet  qu'il  en  fût  autrement,  et 
qu'il  y  eût  une  classe  contenant  à  la  fois  des  lettres  a, .. .  de  la  suite  a,  a', . .., 
et  d'autres  lettres  a, ...  non  contenues  dans  cette  suite.  Le  groupe  1  étant 
transitif  par  rapport  aux  lettres  de  cette  classe,  Tune  au  moins  des  substi- 
tutions A,  A', ...,  dont  il  est  dérivé,  mêlera  dans  ses  cycles  les  lettres  a, ... 
aux  lettres  a, ....  Supposons,  par  exemple,  que  A  contienne  dans  un  même 
cycle  les  deux  lettres  a  et  a.  La  transformée  de  A  par  B  sera  semblable  à  A. 
Elle  contiendra  dans  un  de  ses  cycles  la  lettre  que  B  fait  succéder  à  a,  la- 
quelle est  nouvelle,  et  celle  que  B  fait  succéder  à  a,  laquelle  est  ancienne. 
Elle  jouira  donc  comme  B  de  la  propriété  de  mêler  dans  ses  cycles  des  lettres 
anciennes  à  des  lettres  nouvelles.  Gependant  elle  déplace  moins  de  lettres 
nouvelles  que  B,  car  elle  laisse  immobiles  les  lettres  y, ...  de  première  es- 
pèce que  B  déplaçait.  Ce  résultat  est  inadmissible,  comme  contraire  à  la 
définition  de  B. 

7.  On  peut  répartir  d'une  seconde  façon  les  lettres  nouvelles  que  B  dé- 
place en  deux  catégories  :  1° les  lettres  x, ...  auxquelles  B  fait  succéder  des 
lettres  nouvelles;  2°  celles  auxquelles  B  fait  succéder  des  lettres  anciennes, 
fc,  ....  Et  Ton  verra  de  même  que  les  lettres  b, ...  formeront  par  leur  réunion 
une  ou  plusieurs  des  classes  de  lettres  de  I  ;  car  s'il  eu  était  autrement,  Tune 
au  moins  des  substitutions  A,  A', ...,  étant  transformée  par  B~~l,  donnerait 
une  nouvelle  substitution  jouissant  de  la  même  propriété  que  B,  mais  dé- 
plaçant moins  de  lettres  nouvelles,  ce  qui  est  inadmissible. 

8.  Les  classes  de  lettres  qui  constituent  la  suite  a, ...  peuvent  appartenir 
en  tout  ou  en  partie  à  la  suite  fc, ....  Nous  admettrons  pour  plus  de  géné- 
ralité quelles  ne  lui  appartiennent  pas  en  totalité. 

Soient  a' , ...  celles  des  lettres  a, ...  qui  n'appartiennent  pas  à  b, ....  Par 
la  définition  même  de  ces  suites,  B  fera  succédera', ...  à  des  lettres  an- 
ciennes c,  .... 

9.  Les  lettres  c, ...  formeront  encore  une  ou  plusieurs  classes  dans  I. 
Cette  proposition  est  le  nœud  de  notre  démonstration  ;  pour  l'établir, 

considérons  le  groupe  Jjransformé  de  l  par  B.  Ses  diverses  substitutions 
laisseront  immobiles  les  lettres  que  B  fait  succéder  à  des  lettres  nouvelles, 
c'est-à-dire  les  lettres  nouvelles  de  première  espèce,  et  les  lettres  anciennes 
de  la  suite  fc, ....  Mais  au  contraire  elles  déplaceront  les  lettres  nouvelles  de 
seconde  espèce,  ainsi  que  les  lettres  a',  .... 

Les  substitutions  de  I  permutant  exclusivement  entre  elles  les  lettres 
a, ...,  celles  de  J  permuteront  exclusivement  entre  elles  le*  leltivs  nouvelles 


—  179  — 

de  la  seconde  espèce,  que  B  leur  fait  succéder.  D'autre  part,  ces  diverses 
substitutions  remplaceront  respectivement  le  système  s'  des  lettres  a', ... 
par  divers  systèmes  de  lettres  s',*", ...,  dont  chacun  sera  exclusivement 
formé  rie  lettres  anciennes. 

10.  En  premier  lieu,  chacun  des  systèmes  s',  s", ...  sera  formé  par  V en- 
semble des  lettres  d'une  ou  plusieurs  classes.  En  etfet,  soit  S  celle  des  sub- 
stitutions de  J  qui  remplace  les  lettres  de  s' par  celles  de  s".  La  transformée 
B'  de  B  par  S  sera  une  substitution  semblable  à  B,  dont  les  cycles  contien- 
dront les  mêmes  lettres  nouvelles  que  ceux  de  B  (puisque,  parmi  les  lettres 
nouvelles  que  B  contenait,  les  unes  ne  sont  pas  déplacées  par  S  et  les  autres 
sont  permutées  ensemble).  Soit  d'ailleurs  x'  la  lettre  que  S  fait  succéder 
à  x;  l'un  des  cycles  de  B  contenant  deux  lettres  nouvelles  consécutives  xy  y% 
l'un  des  cycles  de  B'  contiendra  les  deux  lettres  nouvelles  consécutives  x\  y. 
Donc  B' jouira  des  mêmes  propriétés  caractéristiques  que  B;  et  le  raisonne- 
ment déjà  fait  sur  B,  étant  appliqué  à  B',  montrera  que  les  lettres  anciennes 
auxquelles  B'  fait  succéder  des  lettres  nouvelles  doivent  former  par  leur 
réunion  une  ou  plusieurs  classes.  Mais  ces  lettres  sont,  d'une  part,  les  lettres 
communes  aux  deux  suites  a,  ...  et  b, ...,  lesquelles  forment  une  ou  plu- 
sieurs classes,  et,  d'autre  part,  les  lettres  de  s".  Donc  ces  dernières  lettres, 
considérées  isolément,  formeront  une  ou  plusieurs  classes,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

.il.  Deux  cas  pourront  maintenant  se  présenter,  suivant  que  les  systèmes 
*',*", ...  seront  tous  formés  des  mêmes  classes  de  lettres,  ou  différeront 
les  uns  des  autres  par  quelques  lettres. 

Dans  le  premier  cas,  les  substitutions  de  J  permuteront  exclusivement 
entre  elles  les  lettres  a',  ...  du  système  s';  donc  les  substitutions  de  I,  dont 
elles  sont  les  transformées  par  B,  permutaient  exclusivement  entre  elles  les 
lettres  c, ...,  que  B  remplaçait  par  a', ....  Donc  les  lettres  c, ...  forment 
dans  I  une  ou  plusieurs  classes,  comme  nous  voulions  l'établir. 

12.  Supposons  au  contraire  que  les  systèmes  s',  s", ...  diffèrent  par  quel- 
ques classes  ;  nous  aboutirons  à  une  absurdité. 

On  voit  d'abord  que  chaque  substitution  de  J  remplace  les  uns  par  les 
autres  les  systèmes  s',  s", ....  Supposons  en  effet  que  l'une  d'elles  S  rem- 
place s"  par  un  autre  système  de  lettres  *t  ;  J,  contenant  une  substitution  T 
qui  remplace  s'  par  *",  contiendra  ST,  qui  le  remplace  par  s{;  donc  *ft  sera 
par  définition  l'un  des  systèmes  de  la  suite  s',  s",  .... 

Il  résulte  évidemment  de  là  que,  s'il  existe  des  classes  communes  à  tous 
les  systèmes  *',*", ...,  les  lettres  de  ces  classes  seront  permutées  exclusive- 
ment entre  elles  p.?£>3es  substitutions  de  J.  Si  l'on  supprime  ces  lettres 
communes  dan*  Jun  des  systèmes  s',  s",  ...,  les  systèmes  de  lettres 
restantes  </,  /  »  "*  «tairont  encore  de  la  propriété  d'être  permutés  entre 
eux  par  les  sutmtinnions  de  J. 
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15.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  existe  des  classes  communes  à 
^systèmes  de  la  suite  ?',  <r",  ...,  mais  qu'il  n'en  existe  aucune  commune  à 
fx-+- 1  systèmes.  Les  classes  communes  à  tous  les  systèmes  ayant  été  sup- 
primées, f*  sera  inférieur  au  nombre  des  systèmes  ;  il  se  réduira  à  l'unité, 
si  les  systèmes  pris  deux  à  deux  n'ont  aucune  classe  commune. 

Soient  </,  </ ', ...,  a5*,  ^  systèmes  ayant  des  classes  communes,  et  soient  t 
le  système  des  lettres  formant  les  classes  communes  à  ces  systèmes  ;  t,  t,, 
t„  ...  les  systèmes  de  leltres  que  les  diverses  substitutions  1,  8^8^  ...  du 
groupe  3  font  succéder  à  t;  Tt,  par  exemple,  sera  formé  des  classes  com- 
munes à  ceux  des  systèmes  a\, ...,  o-J  de  la  suite  <?',  ...  que  8t  fait  succéder 
à  v' , ...,  «j5*.  D'ailleurs  deux  quelconques  des  systèmes  t,t„t„  ...  no  peu- 
vent avoir  aucune  classe  commune  sans  être  identiques.  En  effet,  si  Tt  et 
t2,  par  exemple,  avaient  u:;e  classe  commune,  celte  classe  appartiendrait  à 
la  fo.s  aux  ii  systèmes  or*, ...,  *Ç  que  8t  fait  succéder  à  er',  ...,  <r*,  et  aux  p 
systèmes  <r't, ...,  a*  que  8,  leur  fait  succéder.  Mais,  par  hypothèse,  aucune 
classe  n'appartient  à  plus  de  pi  systèmes  de  la  suite  ?,....  Donc  ces  /x  der- 
niers systèmes  se  confondent  avec  les  précédents;  donc  les  lettres  de  t„  qui 
leur  sont  communes,  se  confondent  avec  celles  de  t,,  communes  aux  pré- 
cédents. 

14.  Nous  remarquerons  encore  que  la  suite  t,  t^  ...  contient  nécessaire- 
ment plusieurs  systèmes  distincts.  Car  J  contient  une  substitution  S!  qui 
remplace  a  par  un  système  a51-*"1  diffèrent  de  <?',  ...,*•*;  cette  substitution 
remplacera  t  par  un  nouveau  système  Tn  dont  les  lettres  appartiendront  à 
<rl*"hi ,  tandis  que  les  lettres  de  t  ne  lui  appartenaient  pas;  donc  Tt  diffère  de 
r.  Mais,  d'un  autre  côté,  le  nombre  des  systèmes  distincts  de  la  suite  t,  t^  ... 
ne  peut  dépasser  q,  puisque  chacun  d'eux  est  formé  d'une  ou  plusieurs  classes 
de  leltres,  et  que  le  nombre  total  des  classes  est  au  plus  égal  à  q. 

15.  Cela  posé,  le  groupe  1  étant  dérivé  des  substitutions  A,  À',  ...  qui 
sont  d'ordre  p,  son  transformé  J  par  B  sera  dérivé  des  substitutions  A>f 
Jb', ...  transformées  de  celles-là  par  B,  et  qui  seront  aussi  d'ordre  p.  Et 
puisque  J  contient  une  substitution  8t  qui  déplace  les  systèmes  t,  t£,  ..., 
l'une  au  moins  Jb  des  substitutions  Jb?  Jb',  ...  dont  il  est  dérivé  déplacera 
ces  systèmes.  Soit  Jbp  la  première  des  puissances  successives  de  Jb  qui  ne 
déplace  plus  les  systèmes  ;  p  sera  un  entier  >  1  et  qui  divisera  1.2...  qt  le 
nombre  des  systèmes  étant  moindre  que  </.  11  est  évident  d'ailleurs  que 
celles  des  puissances  de  Jb  qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes  sont  Jb* 
Jb**, ...,  Jbm?,  ....  Mais  Jb*,  se  réduisant  à  l'unité,  ne  déplacera  pas  les 
systèmes.  Donc  p  sera  un  multiple  de  p  ;  et  comme  il  est  premier,  on  aura 
p  =  p;  résultat  absurde,  p  ne  divisant  pas  1 .2...  q.    ù\ 

16.  11  est  donc  établi,  ainsi  que  nous  l'avions  amioc'  t  '  ^e  les  lettres  de 
la  suite  c,  ...  forment  une  ou  plusieurs  classes.  Ces  r-»**  «courront  être 
contenues  eu  tout  ou  eu  partie  parmi  celles  de  la  suite  oy  ....  Supposons 
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pour  plus  tic  généralité  qu'elles  n'y  soient  pas  toutes  contenues.  Si,  parmi  les 
lettres  de  la  suite  c,  ...,  on  efface  celles  qui  lui  sont  communes  avec  la  suite 
b, ...,  les  lettres  restantes  c' , ...  jouiront  de  la  propriété  que  B  les  fait  suc- 
céder à  des  lettres  anciennes  d,  .... 

Un  raisonnement  identique  au  précédent  fera  voir  que  les  lettres  d,  ... 
forment  une  ou  plusieurs  classes. 

17.  Continuant  ainsi,  on  arrive  au  résultat  suivant  :  Pour  qu'il  n'existe 
aucune  substitution  déplaçant  moins  de  lettres  nouvelles  que  8  et  les  mêlant 
dans  ses  cycles  aux  lettres  anciennes,  il  faut  que  les  lettres  anciennes  a, ..., 
que  B  remplace  par  des  lettres  nouvelles,  forment  une  ou  plusieurs  classes;  de 
même  pour  les  lettres  anciennes  c, . . .,  que  B  remplace  par  des  lettres  anciennes, 
mais  que  B*  remplace  par  des  lettres  nouvelles  ;  de  même  pour  les  lettres  an- 
ciennes d,  que  B  et  B*  remplacent  jtar  des  lettres  anciennes,  mais  que  B5  rem- 
place  par  des  lettres  nouvelles,  etc. 

18.  Cela  posé,  considérons  Tune  des  classes  contenues  dans  la  suite 
a, ...»  Elle  contient  au  moins  p  lettres,  toutes  déplacées  par  B  qui  n'a  que  q 
cycles.  Donc  deux  au  moins  de  ces  lettres,  a,  ai9  seront  contenues  dans  un 
même  cycle,  où  elles  seront  respectivement  remplacées  par  deux  lettres 
nouvelles  z,  zt;  on  aura  donc,  en  mettant  ces  lettres  en  évidence, 

B  =  (az  . . .  aizi  ...)(...)  ..., 

et  en  élevant  B  à  une  puissance  convenable  on  obtiendra  une  substitution 
semblable  à  B  et  de  la  forme 

B*  =  (aal . . .  zzi ...)(...)... . 

Cette  substitution  contient  les  mêmes  lettres  nouvelles  que  B,  et  son  pre- 
mier cycle  contient  deux  lettres  nouvelles  consécutives  ;  on  peut  donc  rai- 
sonner sur  elle  comme  sur  B.  D'ailleurs  elle  ne  satisfait  pas  à  la  condition 
que  nous  venons  de  trouver  (17).  Car  soit  m -H  2  le  rang  de  la  première 
lettre  nouvelle  que  renferme  le  cycle  (aat  ...zzt ...).  La  première  puis- 
sance de  B'  qui  remplace  at  par  une  lettre  nouvelle  sera  la  mième  ;  si  la  con- 
dition était  satisfaite,  elle  devrait  remplacer  a,  qui  appartient  à  la  même 
classe,  par  une  lettre  nouvelle,  ce  qu'elle  ne  fait  pas. 

Donc  on  pourra  déduire  de  B*  une  substitution  analogue,  mais  déplaçant 
moins  de  lettres  nouvelles,  ce  qui  est  inadmissible. 

19.  Notre  proposition  est  donc  complètement  démontrée  pour  la  substi- 
tution B.  Les  mêmes  principes  serviront  à  l'établir  pour  la  substitution  sui- 
vante C,  et  de  proche  en  proche  pour  toutes  les  autres. 

Soit  en  effet  lt  le  groupe  formé  par  les  substitutions  A,  At, ...,  B,  Bt, ... 
de  la  suite  A,  A', ...  qui  ne  déplacent  aucune  lettre  autre  que  celles  déjà  dé- 
placées par  A  et  B.  On  pourra  y  répartir  les  lettres  en  classes,  en  groupant 
ensemble  celles  que  It  permute  entre  elles.  Elles  ne  pourront  former  plus  de 
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q  classes.  En  effet,  considérons  d'abord  les  pq  lettres  anciennes  que  A  dé- 
plaçait. Étant  associées  php  dans  les  cycles  de  A,  le  nombre  des  classes 
distinctes  entre  lesquelles  elles  se  répartissent  ne  pourra  dépasser  q.  Pas- 
sons maintenant  aux  lettres  nouvelles  introduites  par  la  substitution  B. 
Chacune  d'elles  se  trouve  dans  un  des  cycles  de  B,  associée  à  des  lettres  an- 
ciennes, et  viendra  s'adjoindre  à  la  classe  déjà  formée  par  ces  lettres.  Donc 
l'introduction  de  ces  lettres  nouvelles  ne  pourra  faire  apparaître  de  nouvelles 
classes.  Au  contraire,  le  nombre  des  classes  distinctes  pourra  se  trouver 
réduit  par  l'adjonction  des  substitutions  B,  Bâ, .... 

Cela  posé,  les  raisonnements  que  nous  avons  faits  sur  le  groupe  1  et  la 
substitution  B  deviennent  identiquement  applicables  au  groupe  It  et  à  la  sub- 
stitution C.  Us  le  seront  également  au  groupe  1,  formé  par  celles  des  sub- 
stitutions semblables  à  A  qui  sont  contenues  dans  G  et  ne  déplacent  que  les 
lettres  de  A,  B,  C,  et  à  la  substitution  suivante  D;  etc. 

20.  Nous  remarquerons  d'ailleurs  que  chacune  des  substitutions  B,  C,  ..., 
ne  pouvant  contenir  plus  d'une  lettre  nouvelle  dans  chacun  de  ses  cycles, 
le  nombre  total  des  lettres  nouvelles  introduites  par  lune  quelconque  de 
ces  substitutions  ne  pourra  dépasser  q,  nombre  des  cycles. 


Il 

21.  Théorème.  —  Un  groupe  primitif  G,  qui  contient  une  substitution 
(V ordre  p  à  q  cycles,  contient  nécessairement  le  groupe  alterné  si  son  degré 
dépasse  une  certaine  limite  pq-\-f(q),  toutes  les  fois  que  p  surpassera  lui 
même  une  certaine  limite  f(q). 

22.  Pour  démontrer  ce  théorème,  et  déterminer  en  môme  temps  la  forme 
des  fonctions  ?(</),  /*(</),  nous  admettrons  que  la  proposition  soit  établie,  et 
les  limites  déterminées  pour  toutes  les  valeurs  de  q  inférieures  à  celles  que 
l'on  considère. 

Nous  admettrons  en  outre  que  Ton  ait  déterminé  pour  ces  mêmes  valeurs 
de  q  le  degré  maximum  pq  •+-  ^(q)  des  groupes  simplement  transitifs  que 
peut  contenir  un  groupe  primitif  G  dont  une  substitution  est  d'ordre  p  à  q 
cycles,  mais  qui  ne  contient  pas  le  groupe  alterné  (il  est  clair  que  ty(q)  sera 
au  plus  égal  à  o(q)  ;  mais  il  pourra  être  moindre). 

Cela  posé,  considérant  les  groupes  qui  contiennent  une  substitution 
d'ordre  p  à  q  cycles  sans  contenir  de  substitutions  d'ordre  p  à  moins  de  q 
cycles,  nous  assignerons  les  limites  supérieures  des  trois  quantités  ?(</), 
/*(</)  i  ^(7) »   en    fonction    des  quantités    connues   y{q  —  1),  y(q  —  2), ..., 

f(q  —  1),  ...,$(?  —  1),  .... 

25.  Notre  proposition  sera  dès  lors  démontrée;  car  nous  avons  établi  le 
théorème  dans  le  cas  où  q  =  1  (môme  tome,  p.  42)  et  trouvé  pour  ce  cas  les 


• 
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limites  y(l)==:2,  f(i)  =  l.  D'ailleurs  un  groupe  primitif  de. degré  n  qui 
contient  une  substitution  circulaire  d'ordre  p,  étant  au  moins  n  ■*-  p  -4- 1 
fois  transitif,  ne  pourra  contenir  un  groupe  simplement  transitif  de  degré 
>p.  On  aura  donc  ^(i)  =  0. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  récurrentes  qui  donnent  7(9), 
f[q)9  ^{q)9  on  trouvera  facilement  les  limites  suivantes  :  ' 

2  2 

?(9)  <  iSp q  log  q  +  2ç'     *(«)<Bgîf  *««  +  «• 

et  la  valeur  correspondante  de  f[q)  sera  la  plus  grande  des  quantités 

+(«)+l,5g-4-MB. 

On  obtiendra  d'ailleurs  des  limites  plus  étroites  dans  chaque  cas  parti- 
culier en  serrant  le  problème  de  plus  prés,  ainsi  que  nous  le  ferons  voir 
dans  la  section  VIII. 


III 


24.  Considérons  la  sutyc  des  groupes  I,  Jt,  ...,  définis  comme  précédem- 
ment. Nous  avons  vu  que,  si  Ton  répartit  en  classes  les  lettres  déplacées  par 
chacun  de  ces  groupes,  en  groupant  ensemble  celles  qui  sont  permutées 
transitivement,  tfucun  des  groupes  de  la  suite  ne  contiendra  plus  de  classes 
que  celui  qui  le  précède.  D'ailleurs  la  suite  se  termine  par  le  groupe  II, 
qui  est  transitif.  Soit  donc  lr  le  premier  groupe  transitif  que  contienne  la 
suite;  les  groupes  suivants  Ir+i, ...»  H  seront  tous  transitifs. 

Si  r  =  0,  le  groupe  I  sera  lui-même  transitif;  nous  laisserons  provisoi- 
rement de  côté  ce  cas,  qui  est  relativement  simple. 

35.  Soient  xx, ...,  x+  les  lettres  nouvelles  que  Ir  déplace,  mais  que  lr-i 
ne  déplaçait  pas.  Si  f*  >  1,  le  groupe  Ir  ne  sera  pas  primitif;  mais  ses  lettres 
se  grouperont  php  en  systèmes,  dont  l'un  sera  forme'  des  lettres  xiy ., . ,  x^.  En 
effet,  considérons  le  groupe  J  formé  de  celles  des  substitutions  de  Ir  qui  ne 
déplacent  pas  xr  Celles  de  ses  substitutions  qui  sont  semblables  à  A  laissent 
immobiles  les  lettres  xt% . . . ,  x^  ;  car  leur  nombre  f*  —  1  est  inférieur  à  q  (20) 
et  par  suite  à  p.  Si  donc  il  existait  une  substitution  S  semblable  à  A  et  dé- 
plaçant tout  ou  partie  de  ces  lettres,  elle  les  mêlerait  dans  ses  cycles  à  des 
lettres  anciennes,  car  ces  lettres  nouvelles  sont  en  nombre  insuffisant  pour 
former  à  elles  seules  un  cycle  dans  S.  Hais,  en  vertu  de  la  définition  même 
des  groupes  successifs  I»  It, ...,  il  ne  peut  exister  aucune  substitution  sem- 
blable à  A,  dMaçant  moins  de  p  lettres  nouvelles  et  les  mêlant  dans  ses 
cycles  avec  celtetnie  Jr_  t.  Donc  S  ne  peut  exister. 

D'autre  part,  les  substitutions  semblables  à  A  dont  Ir-t  est  dérivé  sont 
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contenues  dans  J,  et  déplacent  toutes  les  lettres  anciennes.  II  résulte  de  là 
(voir  notre  Traité  des  substitutions,  n°  599)  que  les  lettres  de  \r  peuvent  être 
réparties  en  systèmes,  dont  l'un  sera  formé  des  lettres  xt,  ...,  x^  ce  qu'il 
nous  fallait  démontrer. 

26.  11  se  peut  qu'il  existe  d'autres  manières  de  répartir  les  lettres  de  Ir 
en  systèmes  (tels  que  chaque  substitution  de  Ir  remplace  ces  lettres  de 
chaque  système  par  celles  d'un  même  système)  ;  mais,  dans  chacune  de  ces 
répartitions  diverses,  les  systèmes  qui  contiennent  quelqu'une  des  lettres  nou- 
velles xly  ...,5V  sont  exclusivement  fermés  de  lettres  nouvelles. 

Supposons  en  effet  qu'il  existât  un  système  s  contenant  à  la  fois  la  lettre 
xt  et  Tune  des  anciennes  lettres  a.  Les  substitutions  de  Ir_i,  laissant  xt  im- 
mobile, ne  déplaceront  pas  ce  système;  donc  les  lettres  a,  p, ...  qu'elles 
font  succéder  à  a  appartiennent  toutes  à  ce  système.  Or  Ir_t  est  dérivé  de 
substitutions  d'ordre  p  ;  soit  S  une  de  ces  substitutions,  laquelle  déplace  «  ; 
celui  de  ses  cycles  qui  contient  *  contiendra  j)  lettres  distinctes,  qui  toutes 
appartiendront  à  la  suite  a,  p,  ....Donc s,  contenant .râ,  a,  p, ...,  contiendra 
plus  de  p  lettres. 

Cela  posé,  lr  étant  transitif,  l'une  au  moins  T  des  substitutions  d'ordre  p 
dont  il  est  dérivé  remplacera  le  système  s  par  un  autre.  Mais  T  n'a  que  q 
cycles,  et  comme  elle  déplace  toutes  les  lettres  de  s,  en  nombre  >/>,  elle 
en  contiendra  deux  au  moins  dans  l'un  de  ses  cycles.  Supposons  qu'elles 
s'y  suivent  à  m  rangs  de  distance  ;  Tm,  remplaçant  une  des  lettres  de  s  par 
une  autre,  ne  déplacera  pas  ce  système,  et  T,  qui  est  une  puissance  de  TM,  ne 
Je  déplacera  pas  non  plus,  comme  nous  l'avions  supposé.  Les  p  lettres 
.rP  ...,  £jt  formant  à  elles  seules  un  certain  nombre  des  systèmes  de  la  nou- 
velle répartition,  il  est  clair  que  chacun  des  anciens  systèmes  de  p  lettres 
sera  également  formé  de  la  réunion  d'un  certain  nombre  des  systèmes  de  la 
nouvelle  répartition. 

27.  Il  résulte  de  là  :  1°  que  le  nombre  des  lettres  de  chaque  système  de  la 
nouvelle  répartition  divise  u,  puisque  les  f*  lettres  xi<t ...,  x^  forment  à  elles 
seules  un  ou  plusieurs  systèmes;  2°  que  si  p  =  \ ,  lr  sera  primitif,  puisqu'il 
sera  impossible  d'y  déterminer  des  systèmes  contenant  plus  d'une  seule 
lettre. 

28.  Les  raisonnements  que  nous  venons  de  faire  pour  le  groupe  ïr  seront 
également  applicables  aux  groupes  suivants  lr+lf  ...,  11,  qui  sont  également 
transitifs.  On  en  tire  de  plus  cette  conséquence  que  H  est  primitif. 

En  effet,  si  II  n'était  pas  primitif,  le  nombre  l  des  lettres  déplacées  par 
ce  groupe  et  non  déplacées  par  le  précédent  serait  >i.  Et  parmi  les  di- 
verses manières  qui  peuvent  exister  de  répartir  les  lettres  de  H  en  systè- 
mes, il  en  existerait  une  seule  où  chaque  système  contint  X  lettres,  à  savoir 
celle  où  les  systèmes  formés  par  les  lettres  nouvelles  se  réduiraient  à  un 
seul  contenant  toutes  ces  lettres.  Cela  posé,  les  substitutions  de  G,  étant  per- 
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mutables  à  H,  remplaceraient  les  systèmes  de  \  lettres  ainsi  déterminés  dans 
Il  par  de  nouveaux  systèmes  de  X  lettres  jouissant  également  de  la  propriété 
que  chaque  substitution  de  H  remplace  les  lettres  de  chaque  système  par 
celles  d'un  même  système.  Mais  puisqu'il  n'existe  qu'une  manière  de  déter- 
miner dans  II  de  semblables  systèmes,  les  nouveaux  systèmes  se  confondront 
avec  les  anciens,  et  les  substitutions  de  G  remplaçant  ces  anciens  systèmes 
les  uns  par  les  autres,  G  ne  sera  pas  primitif,  comme  on  le  suppose. 

Revenons  à  la  considération  du  groupe  lr.  Deux  cas  seront  à  distinguer, 
suivant  que  l'on  aura  <*>  1  ou  a  =  i . 


IV 


29.  Premier  cas,  u  >  1.  —  Soit  pq-\-k  le  nombre  des  lettres  déplacées 
par  Ir;  nous  allons  déterminer  une  limite  supérieure  du  nombre  À. 

Si  r  =  \y  on  obtiendra  immédiatement  la  limite  cherchée;  en  effet,  1  dé- 
plaçant pq  lettres,  lt  en  déplacera  pq  -+-  u.  On  aura  donc k  =  u<$iq. 

50.  Soit  au  contraire  r>l.  Les  lettres  de  lr  pourront  se  groupe*  y.  à  u 
en  systèmes  s,  t,  u, ....  Les  lettres  déplacées  par  Ir  sans  l'être  par  lr_t  for- 
meront l'un  de  ces  systèmes  s  ;  quant  aux  lettres  déplacées  par  Ir_t  sans  l'être 

/>arlr_s,  elles  formeront  un  ou  plusieurs  des  systèmes  de  la  suite  t,  u 

Soit  en  effet  a  l'une  de  ces  lettres,  appartenant  par  exemple  au  système  t; 
et  soient  rt,  ...  les  autres  lettres  de  cette  sorte.  Si  Ir_,  les  déplaçait,  Tune 
des  substitutions  d'ordre  p  dont  Ir_s  est  dérivé  les  déplacerait.  D'ailleurs 
cette  substitution,  laissant  immobile  a,  ne  déplacerait  pas  le  système  /  ; 
donc  elle  permuterait  exclusivement  entre  elles  les  lettres  {9, ...  ;  résultat 
absurde,  car  ces  lettres,  en  nombre  </>,  ne  peuvent  former  un  cycle  à  elles 
seules. 

31.  Les  substitutions  de  Ir_t  ne  peuvent  permuter  les  systèmes  t,u, ...  les 
uns  dans  les  autres  d'une  manière  trois  fois  transitive.  Supposons  en  effet  que 
cela  eût  lieu.  Celles  des  substitutions  de  Ir_t  qui  ne  déplacent  pas  t  forment 
un  groupe  H  deux  fois  transitif  par  rapport  aux  systèmes  restants.  Celles  de 
ces  substitutions  qui  sont  d'ordre  p,  étant  combinées  ensemble,  forment  un 
groupe  N,  évidemment  permutable  aux  substitutions  de  M,  et  par  suite  tran- 
sitif. D'ailleurs  les  substitutions  de  M  devant  permuter  exclusivement  entre 
elles  les  p  lettres  de  f,  celles  d'entre  elles  qui  sont  d'ordre  p  laisseront  ces 
lettres  immobiles.  D'ailleurs  elles  appartiendront  à  lr_s;  car  si  l'une  d'elles 
S  déplaçait  quelqu'une  des  lettres  nouvelles  (en  nombre  <<  q)  que  lr_2  ne 
déplaçait  pas,  mais  que  If  _t  déplace,  elle  les  mêlerait  dans  ses  cycles  avec 
les  lettres  de  If-*;  et,  en  transformant  par  S  les  substitutions  semblables  à 
A  dont  ïr-î  est  dérivé,  on  obtiendrait  de  nouvelles  substitutions  semblables 


*.'  «/ .  rr*.  - 
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à  A,  mais  contenant  moins  de  lettres  nouvelles  que  n'en  déplace  If_t; 
résultat  inadmissible,  comme  contraire  à  la  définition  de  ce  groupe. 

33.  Donc  Ir_t  contient  N,  et  par  suite  permute  transitivement  les  systè- 
mes restants  w, ....  D'ailleurs  le  nombre  de  ces  systèmes  est  au  moins  égal  à 
p.  En  effet,  Ir_t  contient  la  substitution  A  d'ordre  p.  Les  lettres  contenues 
dans  chacun  de  ses  cycles  appartiendront  nécessairement  à  p  systèmes 
distincts.  Supposons  en  effet  qu'un  même  cycle  c  contint  deux  lettres  7  et  $ 
d'un  même  système  m,  et  que  ces  lettres  se  suivissent  à  m  rangs  de  distance. 
A*,  remplaçant  7  par  8,  ne  déplacerait  pas  le  système  u  ;  il  en  serait  de  même 
de  À,  qui  est  une  puissance  de  A*  ;  donc  toutes  les  lettres  du  cycle  qui  con- 
tient 7  et  <î  apparliendraient  au  système  u;  ce  qui  est  absurde,  le  nombre 
f*  des  lettres  du  système  étant  <p. 

33.  On  voit  enfin  qu'il  n'existera  qu'une  manière  de  repartir  les  lettres  de 
lr-i  en  systèmes  de  p  lettres.  Imaginons  en  effet  qu'on  ait  opéré  une  sem- 
blable répartition,  et  soit  ï  celui  de  ces  nouveaux  systèmes  qui  contient 
une  lettre  a  de  t  ;  il  ne  pourra  contenir  en  même  temps  une  lettre  7  de  l'un 
des  systèmes  restants  u,  ....  En  effet  les  substitutions  de  Ir_t,  ne  déplaçant 
pas  a,  ne  déplaceraient  pas  le  système  t'  ;  donc  les  lettres  que  ces  substi- 
tutions permutent  avec  7  appartiendraient  à  t;  résultat  absurde,  leur  nom- 
bre étant  au  moins  égal  à  p.  Donc  t  doit  se  confondre  avec  f,  et  la  nouvelle 
répartition  avec  l'ancienne. 

34.  Cela  posé,  Ir  n'étant  pas  primitif,  ne  sera  pas  le  dernier  terme  de  la 
suite  I,  lt, ...,  H  (28).  Soient  Ir+i  le  terme  suivant,  f/  le  nombre  des  lettres 
nouvelles  déplacées  par  Ir+i  sans  l'être  par  Ir.  Des  raisonnements  analogues 
à  ceux  du  n°  25  montrent  que  les  lettres  de  Ir+1  peuvent  se  répartir  en 
systèmes  de  //  lettres,  l'un  de  ces  systèmes  p  étant  formé  des  lettres  nou- 
velles qui  viennent  d'être  introduites.  Chacun  des  anciens  systèmes  de  p  let- 
tres 8,t,  ...  sera  formé  par  les  lettres  d'un  ou  plusieurs  de  ces  nouveaux 
systèmes  (26).  Donc  /  sera  égal  à  u  ou  à  un  diviseur  de  pi. 

55.  Supposons  d'abord  {*'<<*;  nous  arriverons  à  une  conséquence 
absurde. 

Soient  respectivement  er,  <r', ...;  t, t',  ...;  ...  ceux  des  nouveaux  systèmes 
dont  la  réunion  forme  5,  f,  ...  ;  le  groupe  1„  étant  transitif,  permutera  tran- 
sitivement ces  systèmes,  et  Ir+i  sera  deux  fois  transitif  par  rapport  aux 
systèmes  p,  o-,  </,  ...,t,  t',  ....  Donc  il  contient  une  substitution  S  qui  rem- 
place le  système  p  par  le  système  <x  et  réciproquement. 

56.  La  substitution  S  est  permutable  à  Ir_i.  En  effet,  Ir_t  est  dérivé  de 
substitutions  semblables  à  A  et  ne  déplaçant  ni  les  lettres  de  p  ni  celles  de 
c.  Soit  T  l'une  quelconque  de  ces  substitutions.  Sa  transformée  par  S  ne 
déplacera  pas  ces  mêmes  lettres.  Elle  ne  pourra  d'ailleurs  déplacer  aucune 
des  lettres  des  systèmes  <r', ...  ;  car  ces  lettres,  en  nombre  p — p.'  </i,  ne 
pourraient  y  former  un  cycle  entier;  elles  se  trouveraient  donc  mêlées  dans  les 
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cycles  de  la  transformée  avec  les  lettres  de  Ir_t;  on  aurait  ainsi  une  substi- 
tution semblable  à  A  et  mêlant  dans  ses  cycles  aux  lettres  de  Ir_t  des  let- 
tres nouvelles  en  nombre  <>  ;  résultat  inadmissible  comme  contraire  à  la 
définition  de  Ir.  Donc  la  transformée,  ne  déplaçant  quef  les  lettres  de  lr-t, 
appartiendra  à  ce  groupe. 

37.  Cela  posé',  les  systèmes  f,  u, ...  jouissent  de  la  propriété  que  chaque 
substitution  de  Ir_t  remplace  les  lettres  de  chaque  système  par  celles  d'un 
même  système/  Les  systèmes  de  lettres  t',  u', ...,  que  S  leur  fait  succéder, 
jouiront  de  la  même  propriété  dans  le  groupe  transformé  de  Ir- 1  par  S,  le- 
quel n'est  autre  que  Ir_t.  Mais  il  n'existe  qu'une  répartition  des  lettres  de 
Ir_t  en  systèmes  de  p  lettres;  donc  t\  u\  ...  se  confondront,  à  V ordre  près, 
avec  t,  11, .... 

Donc  S  permute  les  uns  dans  les  autres  les  systèmes  tt  u, ...  ;  et,  par  suite, 
elle  permutera  exclusivement  ensemble  les  lettres  de  </, .... 

38.  Considérons  maintenant  le  groupe  Ir  transformé  de  Ir  par  S  ;  les  let- 
tres s'y  répartiront  p  à  p  en  systèmes,  respectivement  formés  des  lettres  que 
S  fait  succéder  à  celles  de  s,t,  m,  ...;  ces  nouveaux  systèmes  seront 
(p,  ?',  •••)'  *>  u>  •••>  etlr  les  permutera  d'une  manière  trois  fois  transitive.  U 
contiendra  donc  une  substitution  U  qui  remplace  (p,  </, ...)  par  t  et  récipro- 
quement. Le  groupe  Ir-i,  transformé  de  Ir_i  par  U,  déplacera  toutes  les 
lettres,  sauf  celles  de  tr  et  de  t.  Hais  Ir,  étant  deux  fois  transitif  par  rapport 
aux  systèmes  *=  (<r,  </,...),  t, ...,  contient  une  substitution V  qui  remplace 
s  par  t  et  réciproquement.  Le  groupe  Ir-t,  transformé  de  Ir_i  par  V,  ne  dé- 
placera pas  les- lettres  de  s.  Donc  les  lettres  nouvelles  qu'il  déplace,  et  que 
Ir_t  ne  déplaçait  pas,  se  réduisent  aux  //  lettres  de  p.  Il  dérive  d'ailleurs  de 
substitutions  d'ordre />,  comme  If_t  dont  il  est  le  transformé.  Ces  substitu- 
tions devront  mêler  dans  leurs  cycles  les  lettres  nouvelles  en  nombre  y!  <  p 
avec  les  anciennes.  Ce  résultat  est  inadmissible,  comme  contraire  à  la  défi- 
nition du  groupe  Ir. 

39.  On  dura  donc  p'  =  p;  donc  les  lettres  de  Ir+t  se  répartiront  encore 
^à  fien  systèmes,  et\r+x  ne  sera  pas  primitif. 

40.  Passons  au  groupe  suivant  Ir4.t.  Soit  p"  le  nombre  des  lettres  nou- 
velles déplacées  par  ce  groupe  ;  on  verra  de  la  même  manière  que  y."  ==  p, 
et  que  Ir+t  n'est  pas  primitif.  De  même  pour  Ir+S,  etc.  On  pourra  pour- 
suivre indéfiniment,  sans  jamais  arriver  à  un  groupe  primitif  II  qui  puisse 
fermer  la  suite. 

41.  Il  est  donc  établi,  ainsi  que  nous  l'avons  annoncé  (31),  que  Ir_t  ne 
peut  être  plus  de  deux  fois  transitif  par  rapport  aux  systèmes  /,  m,  ...  ;  par 
suite  Ir,  qui  est  deux  fois  transitif  par  rapport  à  s,  t,  u, ...,  le  sera  tout  au 
plus  trois  fois. 

42.  Nous  pouvons  déduire  de  ce  qui  précède  une  limite  pour  le  nom- 
bre *. 


fi«rv 


—  188  - 


Considérons  en  effet  les  déplacements  d'ensemble  opérés  sur  les 


u  J;i  systèmes  s,  *,  ...  par  les  substitutions  de  Ir.  Le  groupe  Jr  formé  par  cesdé- 

L-^jtJU  "        placements  sera  m  fois  transitif,  m  étant  égal  à  2  ou  à  3;  il  sera  donc  pri- 


^>l    c-        mitif.  Il  contient  d'ailleurs  une  substitution  d'ordre  p  à  -  cycles. 

!ï^"^T  *  Considérons  en  effet  la  substitution  A.  Nous  avons  vu  (52)  que  les  lettres 

de  chacun  de  ses  cycles  appartiennent  à  p  systèmes  différents,  que  A  per- 
muté entre  eux.  D'ailleurs  chacun  de  ces  p  systèmes  contenant  p  lettres, 
l'ensemble  de  leurs  lettres  formera  y.  cycles  dans  A.  Donc  A  contiendra  les 

lettres  de  £2  systèmes,  formant  -  classes  telles  que  A  permute  circu- 

lairement  entre  eux  les  p  systèmes  de  chaque  classe. 

43.  Cela  posé,  si  le  groupe  Jr  contient  le  groupe  alterné,   on  aura 

k  <2u.  En  effet,  Jr  devra  être  — 2  fois  transitif;  mais  il  l'est  tout  au 

f* 

plus  trois  fois.  On  aura  donc  ^2 <$5.  Mais  on  a  par  hypothèse  f*>l, 

f* 
q^>ti,  p>g,  d'oùp5>5.  La  condition  ci-dessus  ne  pourra  donc  être  satis- 
faite qu'en  posantp=3,</  =  fA=2,  A*<$2p. 

44.  Si  Jr  ne  contient  pas  le  groupe  alterné ,  soit  L  le  groupe  formé  par 
celles  de  ses  substitutions  qui  laissent  immobile  m  —  1  systèmes  donnés.  Il 
sera  simplement  transitif  par  rapport  aux  systèmes  restants.  Il  est  d'ailleurs 
contenu  dans  Jr,  qui  est  primitif,  ne  contient  pas  le  groupe  alterné,  mais 

contient  une  substitution  d'ordre  p  à  —  cycles.  Donc,  en  vertu  de  l'hypo- 
thèse admise  (22),  le  nombre  des  systèmes  que  L  déplace  ne  pourra  dé- 
passer p  -2-  -4-  +  (  —  )  •  Donc  le  nombre  total  des  systèmes  de  Jr  ne  pourra 

dépasser  p—  -t-^(-L\-t-m  —  i;et  chacun  d'eux  contenant  p  lettres,  le 
nombre  des  lettres  déplacées  par  Ir  aura  pour  limite  supérieure 

On  aura  donc 

*«[**(-)  +(m-1)a, 

ou,  en  remarquant  que  m<$3, 


(1)  k  ««+(«) 


+  2a. 
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Cette  limite,  étant  évidemment  plus  élevée  que  les  limites  p  et  2j*  trouvées 
précédemment  (29  et  45),  s'appliquera  à  tous  les  cas  et  pourra  être  con- 
servée seule. 

45.  Le  groupe  G,  contenant  un  groupe  transitif,  mais  non  primitif  lr,  de 
degré  pq-hk,  contiendra  un  groupe  deux  fois  transitif,  K,  et  de  degré 
d=jpg-t-A;-4-g'-i-r/H-s/-K..-hl,  chacun  des  entiers  q\r',sf...  divisant  le 
précédent,  et  qf  étant  un  nombre  tel,  que  les  lettres  de  \r  puissent  se  ré- 
partir de  deux  manières  différentes  en  systèmes  de  </'  lettres.  S'il  n'existait 
aucun  nombre  </'  jouissant  de  cette  propriété,  le  degré  de  K  se  réduirait 
simplement  à  pq-\-h  -4-1  (Voir,  pour  la  démonstration,  les  nOT2  à  8  du  mé- 
moire intitulé  Théorèmes  sur  les  groupes  primitifs  ;  Journal  de  Lbuville, 
2«  série,  t.  XVI). 

Or  nous  avons  vu  (26)  qu'il  n'existe  qu'une  seule  répartition  des  lettres 
de  Ir  en  systèmes  de  jx  lettres,  et  que  dans  les  autres  répartitions,  s'il  en 
existe,  le  nombre  des  lettres  de  chaque  système  est  un  diviseur  de  y.  ;  donc 
(f  divisera  p,  et,  si  a  désigne  le  nombre  des  facteurs  premiers  dep,  on  aura 

On  aura  donc 

(2)  A  =  d  —  M<*  +  4a-l<a4Y2)+3a  —  1. 

D'autre  part  &5>p,  puisque  Ir  déplace  p.  lettres  nouvelles;  d'ailleurs 
7'  -t-r'-f- ...  -t- 1  est  au  moins  égal  à  i  ;  d'où  la  limite  inférieure 

(5)  A>a  +  1>*. 

46.  Soit  maintenant  n  =  d  -f-  e  le  degré  de  G  ;  ce  groupe,  contenant  un 
groupe  deux  fois  transitif  de  degré  d,  sera  e  H- 2  fois  transitif,  et  le  degré 
des  groupes  simplement  transitifs  qu'il  peut  contenir  ne  pourra  dépasser  la 
limite  d  —  1.  Car  un  groupe  de  degré  d — 1-t-r  contenu  dans  G  serait 
r-|-l  fois  transitif.  On  aura  donc  dans  ce  cas 

pq  +  Hq)<d-\, 

d'où 

(4)  ^)<a-1<^^+3^-2. 

47.  Cela  posé,  admettons  que  l'on  ait 

(5)  p  >  |i</£\  +  3ji  -  1,     d'où     p  >  A  ; 

nous  allons  trouver  une  limite  supérieuie  pour  le  nombre  inconnu  n. 


y 
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En  premier  lieu,  nous  établirons  que  Tordre  a  décrie  peut  être  divisible 
parjï. 

Soient  a,  j3,  7, ...  les  A  lettres  déplacées  par  K  sans  l'être  par  I,  et  soient 
respectivement  L  le  groupe  formé  par  l'ensemble  des  substitutions  de  G  qui 
ne  déplacent  que  les  lettres  de  K  (ce  groupe,  contenant  K,  sera  au  moins 
deux  fois  transitif)  ;  Lt,  L,,  L,,...  les  groupes  formés  par  celles  des  substitu- 
tions de  L  qui  laissent  immobile  a;  a  et  (3;  a,  |3  et  7;  etc.  Soient  Qlf  a*, 
Û5,...les  ordres  respectifs  de  ces  groupes  ;  0  celui  de  I.  Le  groupe  L  étant 
deux  fois  transitif,  on  aura 

n  =  {pq  +  A)  nt  =  (pq  +  à)(pq  +  A  -  1)0,; 

et,  comme  $  est  >2  et  <p,  a  contiendra  le  facteur  p  à  la  môme  puis- 
sance que  a,. 
On  aura  d'ailleurs 

/  étant  le  nombre  des  lettres  que  L,  permute  avec  7.  Ces  lettres  seront  de 
deux  sortes  :  les  unes  qui  figuraient  dans  le  groupe  I;  les  autres  nouvelles. 
Le  nombre  de  ces  dernières  lettres  sera  au  plus  égal  à  A  —  2 ,  et  au  moins 
égal  A  1  (7  pouvant  toujours  être  permuté  avec  lui-même)  ;  il  sera  donc 
premier  à  p.  Au  contraire,  le  nombre  des  lettres  de  la  première  sorte  sera 
un  multiple  de  p  ;  car  Lf  f  contenant  I,  contiendra  la  substitution  A  dans  les 
cycles  de  laquelle  les  lettres  anciennes  sont  associées  p  à  p  ;  et  il  est  clair 
que  si  les  substitutions  de  L,  permutent  7  avec  une  lettre  ancienne  quel- 
conque s,  elles  permettront  de  la  permuter  avec  chacune  des  p  lettres  qui 
sont  contenues  dans  le  même  cycle  que  celle-là.  Donc  l  sera  premier  à  p,  et 
a,  contiendra  le  facteur  p  à  la  même  puissance  que  o^. 

Continuant  ainsi,  on  verra  que  û  contient  le  facteur  p  à  la  même  puis- 
sance que  0. 

Or  soient  l' le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  I  qui  laissent 
immobile  une  lettres;  0'  son  ordre  ;  /'  le  nombre  des  lettres  avec  lesquelles 
les  substitutions  de  I  permutent  s;  on  aura 

0  =  /'0\ 

Or/'  est  au  plus  égal  kpq\  il  est  donc  <p*  et  ne  peut  contenir  qu'une 
fois  le  facteur  p.  D'autre  part,  0r  est  premier  à  p;  sans  quoi  I'  contiendrait 
une  substitution  d'ordre  p,  laquelle  aurait  moins  de  q  cycles,  le  nombre 
total  des  lettres  de  l'  étant  pq —  1  ;  résultat  inadmissible ,  car  G,  et  a  for- 
tiori V,  ne  contient  par  hypothèse  aucune  semblable  substitution  (22). 

48.  Soient  maintenant  H,  Iln  Ut  les  groupes  respectivement  formés  par 
celles  des  substitutions  de  L,  Llf  Lt  qui  sont  permutables  au  groupe  r 


j 
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formé  par  les  puissances  de  À  ;  &>,  »lf  w,  les  ordres  de  ces  groupes  ;  on  aura, 
d'après  le  théorème  de  M.  Sylow, 

fl  =  w,    nt  =  ttlv    n,  =  w,  mod  />*, 
et,  par  suite, 

(6)  «  =  (/rç  -f  A)©!,    Wl  =  (pg-f-A  — 1)»,. 

Mais  les  substitutions  de  Hlt  étant  permutables  à  r,  devront  permuter 
exclusivement  entre  elles  les  A  —  1  lettres  (3,  7,...  que  r  ne  déplace  pas;  et 
il  est  clair  que  Ton  aura  &>t  =  rw„  r  étant  le  nombre  de  celles  de  ces  lettres 
que  les  substitutions  de  Ht  permutent  avec  la  lettre  j3,  que  les  substitutions 
de  H,  ne  déplacent  pas.  Qn  aura  par  suite 

ru,  =  (pq  -4-  A  —  l)w,  mod  pa, 

et  comme  «s,  diviseur  de  a,,  n'est  pas  divisible  par  />*,  on  aura 

r  =  a  —  1  mod/), 

et  entin,  comme  r  <$  A  —  1  </>, 

(7)  r  =  A  — 1.     -■ 

Donc  les  substitutions  de  llt  permutent  transitivement  les  lettres  (3,  7,.... 

On  verra  de  la  même  manière  que  les  substitutions  de  H  permutent  tran- 
sitivement a  avec  |3, 7,...;  il  permutera  donc  les  lettres  a,  (3, 7,...  entre  elles 
d'une  manière  deux  fois  transitive. 

49.  Soient  maintenant  y,  s,  1/,...  les  lettres,  en  nombre  e,  que  G  dé- 
place, mais  que  L  ne  déplaçait  pas.  Le  groupejG,  étant  e -h  2  fois  transitif, 
contiendra  une  substitution  S  qui  laisse  immobiles  e —  1  lettres  2,...,  et  qui 
remplace  y  par  a  et  réciproquement.'  Cette  substitution  sera  permutable  à. 
Lt  ;  car  les  transformées  des  substitutions  de  Lt  par  S  appartiendront  à  G  ; 
d'autre  part,  elles  laissent  immobiles  les  lettres  yf  2,...,  a  que  Lt  ne  déplace 
pas  et  que  S  permute  exclusivement  entre  elles  ;  donc  elles  appartiendront 
à  L4,  en  vertu  de  la  définition  de  ce  groupe.  Quant  au  groupe  L,  S  le  trans- 
formera en  un  groupe  semblable  L',  où  la  lettre  y  jouera  le  même  rôle  que 
«  jouait  dans  le  groupe  L.  Gela  posé,  le  groupe  L',  contenant  Lft,  con- 
tiendra la  substitution  À,  dont  les  puissances  forment  le  groupe  r  ;  et, 
en  appliquant  à  1/  les  mêmes  raisonnements  qu'à  L,  on  voit  que  le  groupe 
W  formé  par  celles  des  substitutions  de  L'  qui  sont  permutables  à  r  per- 
mutera exclusivement  entre  elles,  et  d'une  manière  deux  fois  transitive,  les 
lettres  y,  p,  7,...  que  r  ne  déplace  pas. 

Les  substitutions  de  11  et  de  11'  combinées  ensemble  permettront  évidem- 
ment d'amener  y  à  la  place  de  Tune  quelconque  des  lettres  «,  0, 7,...,  y;  puis, 
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sans  déplacer//,  d'amener  a  et  Q  à  deux  quelconques  des  places  restantes; 
donc  le  groupe  (II,  H')  sera  trois  fois  transitif  par  rapporta  ces  lettres. 

50.  Ou  voit  de  l»méme  manière  que  G  contient  un  groupe  H",  dont  les 
substitutions  sont  permutables  à  r,  laissent  immobiles  les  lettres  y,  u,...,et 
permutent  entre  elles,  d'une  manière  deux  fois  transitive,  les  lettres  z,  /3, 
y,...,  etc.  ;  et  que  le  groupe  (H,  H',  11")  sera  quatre  fois  transitif  par  rap- 
port aux  lettres  a,  p,y,...,  y,  z.  On  pourra  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
épuisé  le  nombre  des  leltres  y,  z,  .... 

51.  Soit  maintenant  %  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de. 
G  qui  sont  permutables  à  r  et  permutent  exclusivement  entre  elles  les 

t'  +  A  lettres  «,  j3,  y,...,  y,  z Ce  groupe,  contenant  évidemment  H,  H', 

II",  ...,  sera  au  moins  e-t-2  fois  transitif  par  rapport  à  ces  lettres.  Ses  sub- 
stitutions seront  d'ailleurs  de  la  forme  XY,  X  étant  une.  substitution  entre 
les  lettres  ci-dessus  et  Y  une  substitution  entre  les  lettres  anciennes  que 
r  déplace. 

La  substitution  partielle  X  étant  échangeable  à  r,  la  substitution  Y  lui 
sera  permutable.  Donc  elle  remplacera  les  lettres  de  chaque  cycle  de  A, 
lesquelles  sont  permutées  entre  elles  par  les  substitutions  de  r,  par  d'autres 
leltres  jouissant  de  cette  propriété,  et  appartenant  par  suite  h  un  môme 
cycle  de  À.  On  aura  donc  Y  =  ZU,  Z  étant  une  substitution  qui  permute 
entre  eux  les  cycles  de  A  en  remplaçant  les  unes  par  les  autres  les  lettres 
correspondantes,  etU  une  substitution  qui  ne  déplace  plus  les  cycles.  Cette 
substitution  U,  étant  permutable  à  r,  transformera  A  en  une  de  ses  puis- 
sanecs,  telle  que  A9  (#  désignant  une  racine  primitive  dep).  Or,  si  Ton  dé- 
signe par  au,...,  alp,...,  aqi,...,  aqp  les  diverses  lettres  de  A,  on  pourra  la 
mettre  sous  la  forme 


et  la  substitution 


A=  |  aw  flMH_liP  j, 


v  ==  I  «,t.  V*  l 


la  transformera  en  A".  On  aura  donc  U  =  V?W,  W  étant  une  nouvelle  substi- 
tution qui  ne  dépince  pas  les  cycles  et  qui  soit  échangeable  à  A  ;  on  voit 
sans  peine  qu'elle  devra  être  de  la  forme  . 


W  =  |  aHV  at 


?(»)»» 


Il  est  donc  établi  que  les  substitutions  de  96  seront  toutes  de  la   (orme 

xzv  w. 

52.  Ici  divers  cas  seront  à  distinguer  : 

1°  Parmi  les  substitutions  du  groupe  96,  il  en  existe  deux  Si=X1Z1VPlWi, 
S„  =  XjZjV'iW,,  pour  lesquelles  on  aura  Z^Z,,  sans  avoir  en  même  temps 
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X1=X1.  Danscecas,  %  contiendra  la  substitution  S^"1,  qui  se  réduit  évi- 
demment à  la  forme  XVrW,  X  différant  de  l'unité. 

Soient  ifff,  X"V*"\Y",...  les  substitutions  de  %  qui  se  réduisent  à 
cette  forme.  Elles  forment  un  groupe  évidemment  permutable  aux  substi- 
tutions de  %.  A  fortiori,  les  substitutions  partielles  X',X",...  formeront  un 
groupe  permutable  au  groupe  partiel  formé  par  les  déplacements  Xi9  X„... 
que  les  substitutions  de  %  font  éprouver  aux  e-f-  A  lettres  a,]3, 7,...  ,x,  y,.... 

Mais  le  groupe  (Xp  X,,...)  est  e-4-2  fois  transitif.  Donc  le  groupe 
(X',  X",...),  qui  est  permutable  à  ses  substitutions,  sera  au  moins  e-\- 1  fois 
transitif,  si  e>4  (même  tome,  Sur  la  limite  de  transitivité des  groupes  non 
alternés,  p.  69).  Donc  ses  substitutions  ne  seront  pas  toutes  échangeables 
entre  elles.  Supposons,  par  exemple,  que  X'  ne  soit  pas  échangeable  à  X". 

Des  deux  substitutions  S'  =  X' V W\  S"  =  X" V?" W",  on  déduira  la  substi- 
tution S'-'S"-^'^'  qui  se  réduit  à  la  forme XW  (X  différant  de  l'unité). 

53.  Soient  x'w\  sW,...  les  substitutions  de  cette  dernière  forme  que 
contient  %.  Elles  forment  un  groupe  évidemment  permutable  aux  substitu- 
tions de  96;  et  les  substitutions  partielles  x',xn...  formeront  un  groupe 
permutable  à  Xt,  X,,...;  il  sera  donc  e  4- 1  fois  transitif,  et  ses  substitu- 
tions ne  seront  pas  toutes  échangeables  entre  elles.  Supposons,  par  exemple, 
que  x9  ne  le  soit  pas  à  x"  ;  les  substitutions  w\  10", ...  de  la  forme  W 
étant  évidemment  échangeables  entre  elles,  %  contiendra  la  substitution 
(x,wl)-i(x,,w")-i(x'w'){x''w'1),  qui  se  réduira  à  la  forme  X. 

Donc  %  contiendra  des  substitutions  de  la  forme  X.  Elles  constitueront 

un  groupe  évidemment  permutable  à  Xt,  X,,...,  et  qui,  par  suite,  sera  e-H 

fois  transitif.  D'ailleurs,  il  ne  déplace  que  les  e4-A  lettres  «,  (3,  y,..., 

.r,  y,....  Le  groupe  G,  de  degré  n,  contenant  ce  dernier  groupe,  sera 

n  4-4 
n  —  A 4-1  fois  transitif.  Mais  il  ne  peut  l'être  plus  de  — —  fois  (Traité  des 

substitutions,  83)  ;  on  aura  donc 

3a  +  1      3/)4-l 

n  <  — â-  <  — 2~  * 

résultat  absurde,  carn  >  qp  4-  A  4-  2  et  q  >  1  par  hypothèse. 

54.  Si  Ton  avait  e=  i,  il  pourrait  se  faire  que  le  groupe  (X7,  X",...),  per- 
mutable aux  substitutions  du  groupe  (Bn  Bf,...),  ne  fût  qu'une  fois  transitif, 
ce  qui  infirmerait  le  raisonnement.  Mais  cette  circonstance  ne  peut  se  pré- 
senter (loc.  cit.)  que  si  le  degré  e+A  de  ce  groupe  est  une  puissance  de 
2,  et  ses  substitutions  de  la  forme 

|  ti,t>, ...    u  -f  <r,  v  4-  </, ...  I  mod  2. 

Comme  e4-A  est  au  moins  égal  à  3,  il  y  aura  plusieurs  indices,  et  les 

substitutions  X',X",...  ne  seront  pas  des  puissances  d'une  même  substitu 

■  43 
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lion.  Supposons,  par  exemple,  que  X"  ne  soit  pas  une  puissance  de  X  ; 

36  contiendra  la  substitution  X/V?W/(X,T*"wjr)~rf  qui  se  réduit  à  la  forme 
XW,  X  différant  de  l'unité.  D'ailleurs  X,  appartenant  au  groupe  (X',Xn ,...), 
sera  d'ordre  2,  tandis  que  W  est  d'ordre /r,  et  %  contiendra  la  substitution 
(XW)'=X. 

Donc  %  contient  des  substitutions  de  la  forme  X.  Ces  substitutions  for- 
ment un  groupe  permutable  aux  substitutions  de  9G,  et  par  suite  transitif. 
Il  a  d'ailleurs  pour  degré  1  -f-  A.  Donc  G  contiendra  un  groupe  transitif  de 
degré  1  -HA  ;  si  donc  il  n'est  pas  alterné,  son  degré  n  sera  inférieur  à 
3(1  -f-A) —  2  (Théorèmes  sur  les  groupes  primitifs,  n°  2).  Ce  résultat  est 
absurde,  car  n  =  qp  -4-  A  -+-  1 ,  où  ç>  1  et  p>  A. 

55.  Donc,  dans  l'hypothèse  que  nous  traitons,  il  faudra  nécessairement 
admettre  e  =  0,  d'où 

»«W  +  H^J  +  3|i--l, 
et  enfin 


(8)  çfo)=»~pg<*4(;[)  +fy-  1. 


56.  2°  Il  nous  reste  à  discuter  l'hypothèse  où,  parmi  les  substitutions  de 
%9  XiZtV^WjïXjZjV^Wj,...,  il  n'en  existe  point  où  l'onaitZt  =  Z1,  sans  avoir 
en  même  temps  Xt=Xv  Dans  ce  cas,  à  chacune  des  substitutions  du  groupe 
Zâ,Z„...)  correspondra  une  seule  substitution  du  groupe  (X^X,,...)  ;  ce  der- 
nier groupe  sera  donc  isomorphe  au  précédent,  et  si  l'on  désigne  par  Ç  et  ç 
leurs  ordres  respectifs,  par  e  le  nombre  des  substitutions  de  (Zt,Z„...) 
auxquelles  correspond  l'unité  dans  l'autre  groupe,  on  aura 

C  =  eï  =  0  modÇ. 

D'ailleurs  (Z^Z,,...)  étant  un  groupe  de  substitutions  opérées  entre  q  cycles, 
son  ordre  S  divisera  1 .2...*/.  D'un  autre  côté,  le  groupe  (X19Xt,...),  étant 
e-f-2  fois  transitif  entre  e -f-A  lettres,  aura  pour  ordre  un  multiple  de 

(e-+-A)  (e-f- A  —  1)...  (A —  1).  On  aura  donc 

(9)  1.2...  ç  =  0  modÇ  =  0  mod(c  4-  A)(e  -f-  A  —  1) ...  (A  —  1), 

et  a  fortiori  0 

(10)  1.2...  q  >>(e  +  A)(<?  +  A  -  lj...  (A  —  1), 
ou,  comme  A  J>  5, 

1.2...  q  >  2.5...  (e  +  5). 
d'où 

(il)  e<q  -5, 
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d'où  l'on  conclut 


n  =  e  +  A+|Kjf<g  —  5  +  p4>f  i\  -f- 5^ —  i  +pq9 


et  enfin 


(12)  tf(q)  =  fi  _  pq  <  ^(S\  +  q  +  fy  — 4. 


57.  Second  cas,  ft=\.  —  Nous  avons  vu  (27)  que  Ir  sera  primitif;  mais 
Ir_i  n'est  pas  transitif,  et  l'on  pourra  répartir  ses  lettres  en  classes,  en  réu- 
nissant ensemble  celles  qui  sont  permutées  entre  elles.  Chaque  classe  sera 
formée  des  lettres  d'un  ou  plusieurs  cycles  de  A,  seules,  ou  jointes  à  des 
lettres  nouvelles.  Soient  respectivement  fc,  c,  </,  ...  le  nombre  des  cycles  de 
A  dont  les  lettres  appartiennent  à  la  première  classe,  à  la  seconde,  à  la  troi- 
sième, et<^  ;  fcp-f-fc',  cp -)-</, ...  les  nombres  de  lettres  de  ces  classes. 
Chaque  substitution  de  Ir_i  sera  de  la  forme  BC  ...,  B,  C,  ...  étant  des  sub- 
stitutions partielles  respectivement  opérées  sur  les  lettres  des  diverses 
classes. 

Soient  donc  B^ ...,  6,0, .......  les  diverses  substitutions  semblables  à  A 

dont  Ir_ i  est  dérivé.  Considérons  les  groupes  respectivement  dérivés  des 
substitutions  partielles  B19  B„  ...;  Cft,Ct, ...;  .... 

58.  Le  groupe  (Bp  B„  ...)  a  pour  degré  ip-+-  b'9  et  contient  une  substi- 
tution d'ordre  p  à  b  cycles;  à  savoir  la  substitution  partielle  Bt  formée  par 
les  b  premiers  cycles  de  la  substitution  A  =  8^  .... 

Répartissons  les  lettres  de  ce  groupe  en  systèmes  tels  que  les  substi- 
tutions de  (Bft,B„ ...)  remplacent  les  lettres  de  chaque  système  par  celles 
d'un  même  système  ;  et,  s'il  existe  plusieurs  semblables  répartitions,  choi- 
sissons une  de  celles  où  le  nombre  p  des  lettres  de  chaque  système  est 
maximum.  Si  (B^B,, ...)  est  primitif,  chaque  système  sera  formé  d'une  seule 
lettre  et  l'on  aura  j3  =  l  ;  mais  dans  tous  les  cas  on  aura  p  < p.  Supposons 
en  effet  qu'un  des  systèmes,  s,  contienne  au  moins  p  lettres.  Le  groupe 
(Bt,Bt, ...)  étant  transitif,  l'une  au  moins  des  substitutions  dont  il  dérive, 
par  exemple  Bt,  doit  déplacer  le  système  «;  donc  elle  déplacera  toutes  ses 
lettres.  Hais  leur  nombre  est  supérieur  au  nombre  des  cycles  de  B„  lequel 
est  au  plus  égal  à  q.  Donc  Bs  contiendra  deux  de  ces  lettres,  a  et  a',  dans  un 
même  cycle.  Si  elles  s'y  suivent  à  m  rangs  de  distance,  la  substitution  B", 
remplaçant  a  par  a ,  ne  déplacera  pas  s;  et  B,,  qui  en  est  une  puissance, 
ne  le  déplacera  pas  non  plus,  contrairement  à  notre  supposition. 

Les  lettres  contenues  dans  chacun  des  cycles  de  lune  quelconque  des  substi- 
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tutions  Bj,  Bt, ...,  telle  que  Bs,  appartiendront  toutes  à  des  systèmes  diffé- 
rents; car  si  l'un  de  ces  cycles  contenait  deux  lettres  des,  a  et  a\  se  sui- 
vant à  m  rangs  d'intervalle,  BJ  et  par  suite  B„  qui  en  est  une  puissance,  ne 
déplacerait  pas  s  ;  donc  elle  permuterait  exclusivement  entre  elles  les  lettres 
de  ce  système,  résultat  absurde,  puisqu'elles  sont  en  nombre  insuffisant 
pour  former  un  cycle  dans  Bt. 

Donc  chacune  des  subslilulions  Bt,  B„  ...  permutera  les  systèmes  p  kp. 
Donc  le  groupe  5$,  formé  par  les  déplacements  que  les  substitutions  du 
groupe  (Bi9B19 ...)  font  éprouver  aux  systèmes,  sera  dérivé  de  substitutions 
d'ordre  p  ;  p  étant  impair,  ces  substitutions  seront  toutes  contenues  dans  le 

hn  -4-  h' 

groupe  alterné.  5$  aura  pour  degré  _l_L__.  D'ailleurs  il  sera  primitif;  car 

autrement  on  pourrait  grouper  les  systèmes  en  hypersystèmes  contenant 
plus  de  p  lettres,  contrairement  à  notre  hypothèse. 

Enfin  la  substitution  Bt  déplace  bp  lettres,  appartenant  à  —  systèmes, 
qu'elle  permute/;  kp.  Donc  |S  divise  b,  et  la  substitution  de  S  correspon- 
dant à  Bt  sera  d'ordre  p  è  -  cycles.  9 

59.  On  verra  de  même  que  les  lettres  du  groupe  (Ct,  C„  ...)  peuvent  être 

réparties  en  systèmes  contenant  chacun  y  lettres,  7  étant  un  diviseur  de  c 

qui  peut  se  réduire  à  l'unité;  et  que  les  déplacements  opérés  sur  les 

systèmes  par  les  substitutions  (Ct,  G,, ...)  forment  un  groupe  primitif  6 

cv  -f-c* 
de  degré  — ,  contenu  dans  le  groupe  alterné,  et  contenant  une  sub 

stitution  d'ordre  p  à  -  cycles.  De  même  pour  chacun  des  groupes  suivants 

\"i»  "1»  •••}»  •••• 
Ici  deux  cas  seront  à  distinguer  : 

60.  Première  hypothèse.  —  Aucun  des  groupes  5J,  C,  ...  ne  contient  le 

groupe  alterné. 

b  c 
Notre  théorème  étant  supposé  établi  pour  les  nombres  r»  -, ...  qui  sont 

P  7 
tous  <  (/,  on  aura 


?<»G>  ï*»(0 


d'où 


(14)       pq  +  A  =  H-  bp  +  fc'  +  cp  +  d  +  ... 
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Or  supposons  d'abord  que-,-,  ...  soient  tous<|;  jfy  (-)  +yJ-\+..  . 
est  évidemment  l'une  des  valeurs  que  peut  prendre  l'expression 

où  «,  t, ...  sont  des  entiers  variables,  assujettis  aux  conditions 
(16)  #  +  *+.. .  =  &+c+. ..=</,   |>i>*>.... 

On  aura  donc,  en  désignant  par  lït  la  valeur  maximum  de  cette  ex- 
pression, 

(i7)  a  <  i  +  m. 

61.  Soit  au  contraire ->|,  d'où  (3  =  1;  (Bt,  Bj, ...)  sera  primitif;  mais 

nous  allons  montrer  que  ce  groupe  sera  simplement  transitif,  si  p  est  suffi- 
samment grand.  Dès  lors  on  aura,  en  outre  de  l'hypothèse  admise, 

(18)  h'  <  +(6), 
et,  par  suite, 

(19)  A<l  +  W)  +  7?(^)+...> 
et  a  fortiori 

(20)  a<1+%, 

%  désignant  le  maximum  de  l'expression 

(21)  *(»)  +  ?(«)  +  f(Q  4-  ...     («  +  *+  ...  =q-bt  b  >  ?). 

62.  Supposons  en  effet  que  (B19  B„  ...)  fût  plusieurs  fois  transitif,  et 
soient  :  x  la  lettre  déplacée  par  Ir  sans  l'être  par  Ir_i  ;  J  le  groupe  formé 
parcelles  des  substitutions  de  Ir  qui  laissent  x  immobile.  Le  groupe  Ir.t  est 
dérivé,  par  définition,  de  celles  des  substitutions  de  J  qui  sont  semblables 
à  A;  et  les  substitutions  de  J,  les  transformant  évidemment  les  unes  dans 
les  autres,  seront  permutables  à  Ir_r,  donc  elles  remplaceront  les  lettres 
de  chaque  classe  par  celles  d'une  môme  classe.  Mais  les  classes  contiennent 
respectivement  bp-\-b\  cp -{-(/, ...  lettres;  et,  comme  on  a  par  hypothèse 

i>|  et  fc-hc-K..  =  ç,  on  aurat>c>....  Si  donc  on  a 

(22)  p  >  1  +  %, 
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d'où  a  fortiori 

(23)  P>!  +  7?(-)  +  ...  >1  +C+  ..., 

la  première  classe  contiendra  plus  de  lettres  que  toutes  les  autres  et  ne 
pourra,  par  suite,  être  permutée  avec  elles  ;  donc  J  permutera  exclusive- 
ment entre  elles  les  bp-\-V  lettres  de  la  première  classe,  d'une  part,  et  les 
(î  —  fc)  p  -h  c'  -h . . .  lettres  restantes,  d'autre  part. 

63.  Soient  maintenant  0  Tordre  de  J,  et  y,  z  deux  quelconques  des  lettres 
de  ce  groupe.  L'ordre  du  groupe  L,  formé  par  celles  des  substitutions 

de  I,  qui  laissent  immobiles  x,  y,  z,  sera  évidemment  égal  à  — -, ,  m  étant 

le  nombre  des  lettres  que  les  substitutions  de  J  permutent  avec  y>  et 
m'  le  nombre  des  lettres  que  celles  des  substitutions  de  J  qui  ne  dépla- 
cent plus  y  permutent  avec  z.  Par  hypothèse,  le  groupe  Ir-i,  et  a  fortiori 
le  groupe  J,  permute  d'une  manière  deux  fois  transitive  les  lettres  de 
la  première  classe.  Donc  si  y  et  z  appartiennent  à  cette  classe,  on  aura 
mm'  =  (bp  -+-  V )  (bp  -+-  V  —  1  ) .  Si  y  appartient  à  la  première  classe  et  z  aux 
autres  classes,  on  aura  encore  m  =  bp-\-V9  et  m'<$i(q — fc)p-f-c'-h... 
quantité  moindre  que  bp  -f-  b  —  i ,  car  on  a  par  hypothèse  q  —  6<  b,  et 
p>1  -f-c' -+-....  Si  enfin  y  et  z  n'appartiennent  ni  l'un  ni  l'autre  à  la  pre- 
mière classe,  m  et  m' seront  tous  deux  moindres  que  bp  -f-  V  —  1 .  Donc  mm' 
atteint  son  maximum  lorsque  y  et  z  appartiennent  à  la  première  classe. 

64.  Gela  posé,  soient  y,  s,  m, ...  les  lettres  de  la  première  classe;  t?,  w, ... 
les  autres.  Toute  substitution  S  du  groupe  Ir  qui  remplace  x  par  une  des 
lettres  y,  z,  ...,  telle  qne  y,  permutera  exclusivement  entre  elles  les  lettres 
xy  y y  s, ....  En  effet,  soit  Jr  le  groupe  transformé  de  J  par  S;  il  ne  dépla- 
cera pas  y  ;  et  les  autres  lettres  s'y  grouperont  en  classes,  de  telle  sorte  que 
Tordre  du  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  J'  qui  laissent  immo- 
biles deux  de  ces  lettres  sera  77 7777 r. — -  si  les  deux  lettres  sont 

(bp-\-b)(bp-\-b'—{) 

de  la  première  classe,  et  sera  plus  grand  dans  le  cas  contraire.  Or  cet  ordre 

sera  77 77777 — tt? — ït  si  les  deux  lettres  données  sont  x  et  Tune  des 

(bp -\- b')(bp -\- b' —  1) 

lettres  z,  w,  ....  Donc  la  première  classe  sera  formée  des  lettres  x9  z>  w,  .... 
Mais  elle  est  formée  des  lettres  que  S  fait  succéder  à  y,  s,  u, . ...  Donc  S  per- 
mute exclusivement  entre  elles  les  lettres  x,  y9  2,  m,  ...,  comme  nous  l'avons 
annoncé. 

On  déduit  aisément  de  là  (Traité  des  substitutions,  n°  396)  que  le  groupe 
Ir  ne  pourrait  être  primitif,  ainsi  que  nous  l'avons  supposé,  mais  que  ses 
lettres  devraient  se  répartir  en  systèmes,  dont  Tun  serait  formé  des  lettres 

&%  y*  z*  **>  •••• 
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Il  est  donc  absurde  d'admettre  que  (B19  B„  ...)  soit  plusieurs  fois  tran- 
sitif. 

65.  Soit  maintenant  n=zpq-i-A-\-e\e  nombre  des  lettres  que  contient  le 
groupe  G.  Il  contient  le  groupe  primitif  et  simplement  transitif  Ir;  il  sera 
donc  e -+-1  fois  transitif;  et  le  degré  pq^-$(q)  des  groupes  simplement 
transitifs  qu'il  peut  contenir  ne  pourra  dépasser  pg  4-  A  ;  on  aura  donc  ici 

(24)  +(<?)  <  a, 

à  étant  déterminé  comme  ci-dessus. 

66.  Supposons  maintenant  p  supérieur  à  la  plus  grande  des  deux  limites 
1  -f-%,  1  -f-TfTl,  trouvées  ci-dessus  pour  A. 

On  verra  comme  précédemment  (47  à  55)  :  1°  que  le  groupe  96  formé 
par  celles  des  substitutions  de  G  qui  sont  permutables  au  groupe  formé  des 
puissances  de  A  et  qui  permutent  exclusivement  entre  elles  les  lettres  de  À 
d'une  part,  et  les  lettres  nouvelles  d'autre  part,  est  e-M  fois  transitif  par 
rapport  à  ces  lettres  nouvelles  ;  2°  que  ses  substitutions  sont  de  la  forme 
XZV*W;  3°  que  si,  dans  deux  de  ces  substitutions  X^V'iW^  XjZjV^W^on  a 
Zt  =  Z,  sans  avoir  Xt  =  Xf ,  et  si  l'on  suppose  e  >  2,  G  contiendra  un  groupe 
de  substitutions  de  la  forme  X,  qui  sera  e  fois  transitif  et  de  degré  e  +  A. 
Par  suite,  G  sera  n  —  A  fois  transitif;  et  comme  il  ne  peut  l'être  plus  de 

— =—  fois,  on  aura 
5 

A^-*  +  4    a*  •      ^3A-M 
n  — A<     .     ,  dou  n< — 3 — $ 

résultat  absurde,  n  étant  égal  à  pç  4-  A  H-  e,  oùtf>l,p>A,  e>2. 

Supposons  au  contraire  qu'on  ne  puisse  avoir  Zt  =  lt  sans  avoir  Xt=Xt. 
On  verra,  comme  précédemment  (56),  que  l'on  a 

(25)  1.2...ç  =  0    mod  (e  +  A)(e  +  A  —  1)...A, 

d'où,  en  donnant  à  A  sa  valeur  minimum  1 , 

(26)  e  <  q, 

limite  au  moins  égale  à  la  limite  6  =  2  trouvée  dans  l'autre  hypothèse. 

On  aura  donc,  pour  la  limite  supérieure  de  e  -+-  A,  l'une  des  deux  expres- 
sions   - 

(27)  ?fo)<g  +  <p(«)  +  ?(0  +  ...    (i  +  t  +  ...  =  q,  |>*>f...j. 


ou 


(28)    ?to)<ç  +  +(&)  +  9(«) +  ?(*)+...     («  +  <+...=  q-b,  6>|) 
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67.  Seconde  hypothèse.  —  Le  groupe  £B  est  alterné. 

Ce  groupe  sera  simple  et  aura  pour  ordre  «  =  5.4...  pit  en  posant,  pour 

abréger,  p1  =  ^-5 — .  Ce  sera  d'ailleurs  le  premier  groupe  composant  de 

P 
(Bj,  Bf, ...). 

68.  Lemme.  —  Chacun  des  groupes  (Ct.C,, ...),  (Dl$  Df,V.), ...  aura  Fun 
au  moins  de  ses  groupes  composants  isomorphe  à  5$ . 

Supposons  en  effet,  pour  fixer  les  idées,  que  le  groupe  (Ct,  C,,  ...)  jouisse 
de  cette  propriété,  à  l'exclusion  des  autres  groupes  de  la  suite.  11  a  pour 
groupes  composants  ceux  du  groupe  C,  suivis  de  ceux  du  groupe  formé  par 
celles  des  substitutions  de  (C^C,, ...)  qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes 
de  y  lettres  entre  lesquels  se  répartissent  les  lettres  de  (CPC2, ...).  Mais 
chacun  de  ces  derniers  groupes  composants  a  évidemment  pour  ordre  un 
diviseur  de  1 . 2 ...  7,  nombre  <  «  (car  7  <  ?  <  P  <Pi) •  Donc  l'un  des  groupes 
composants  de  G  sera  isomorphe  à  5$ . 

Cela  posé,  soient  B'C,  B"C", ...  celles  des  substitutions  de  ïr_,  qui  se  ré- 
duisent à  la  forme  BC.  Le  groupe  (B',  B", ...)  sera  évidemment  contenu 
dans  (Bt,Bs, ...)  et  permutable  à  ses  substitutions;  d'ailleurs  il  aura  con- 
servé celui  des  facteurs  de  composition  de  (BnB„ ...)  qui  est  afférent  au 
groupe  A  (Sur  la  limite  de  transitivité des  groupes  non  alternes,  n°  10).  De 
même  (C',C", ...)  sera  contenu  dans  (Ct,  C,, ...)  et  permutable  à  ses  substi- 
tutions, et  le  groupe  C  formé  par  celles  des  substitutions  de  C  qui  corres- 
pondent à  celles  de  (C,  C", ...)  aura  conservé  le  facteur  de  composition  «. 

69.  Ici  deux  cas  seront  à  distinguer,  suivant  que  C  sera  ou  non  altemé. 


1°  Si  C  n'est  pas  alterné,  ce  groupe  étant  d'ordre  — et  contenant 

.7 

une  substitution  d'ordre  p  à  -  cycles,  on  aura  par  hypothèse 

7  <  9Vr)'  d < 7<p(t)  <  Pf  **+<>'<  (c  +  i)p9 

à  cause  de  la  relation  (23). 

Cela  posé,  le  groupe  alterné  5$  contient  une  substitution  circulaire 
d'ordre  p;  la  substitution  correspondante  du  groupe  (B',  B", ...)  sera  de  la 
forme  MN,  M  permutant  circulairementp  systèmes  et  N  permutant  ensemble 
les  lettres  des  autres  systèmes,  sans  déplacer  ces  systèmes  eux-mêmes.  Le 
nombre  .p  des  lettres  de  chaque  système  étant  <p,  l'orâre  de  N  sera  évi- 
demment premier  hp.  Donc,  en  élevant  MNà  une  puissance  convenable,  on 
obtiendra  une  substitution,  contenue  dans  (B',  B", ...)  et  ne  déplaçant  que 
les  lettres  de  p  systèmes,  en  nombre  |9p.  Soient  B'  cette  substitution,  B'C  la 
substitution  correspondante  dans  le  groupe  (B'C',B"C", ...).  Le  nombre  to- 
tal des  lettres  que  C  peut  déplacer  étant  <  (c-f-  l)pt  le  nombre  k  des  cy- 
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* 

cles  d'ordre  p  que  C  peut  contenir  ne  saurait  dépasser  c.  Mais  il  est  clair 
qu'en  élevant  B'C  à  une  puissance  convenable,  on  obtiendra  une  substitution 
d'ordre  p  à  p-\-k  cycles.  Ce  résultat  est  absurde  ;  car  p  divisant  6,  on  aura 
|S<t,  et 

$  +  k<^b  +  c<b~\-c  +  d+ ...  <  g, 

et,  par  hypothèse,  G  ne  contient  aucune  substitution  d'ordre  p  à  moins  de 
q  cycles. 

70.  2°  Si  G  est  alterné,  il  sera  simple,  et  aura  pour  ordre  3 . 4 ...  -±- ; 

ce  nombre  devant  être  égal  à  &>,  on  aura  — =Pi- 

y 

Cela  posé,  à  chaque  substitution  du  groupe  (B'C,  B"C", ...)  correspon- 
dent une  substitution  de  Si  et  une  de  G.  Si  à- deux  substitutions  différentes 
B'C,  B"C"  correspondaient  dans  35  deux  substitutions  différentes  5J'  et  3$'\ 
et  dans  G  une  seule  substitution  C,  à  la  substitution  [B'C]"  ty'C"  corres- 
pondraient  dans  C  l'unité,  et  dans  35  la  substitution  Ur~  3$"  qui  diffère  de 
l'unité.  Celles  des  substitutions  de  (B'C,  B"C",  ...),  auxquelles  correspond 
dans  G  l'unité,  forment  évidemment  un  groupe  permutable  aux  substitutions 
B'C',  B"C", ...;  leurs  correspondantes  dans  35  formeront  un  groupe  contenu' 
dans  5$  et  permutable  à  ses  substitutions;  mais  33  est  simple  ;  donc  ce  nou- 
veau groupe  contiendra  toutes  les  substitutions  de  S.  Il  contiendra  en  par- 
ticulier une  substitution  circulaire  d'ordre  p.  La  substitution  correspondante 
dans  (B'C,  B"C", ...)  sera  de  la  forme  MNP,  M  permutant  circulairement p 
des  systèmes  de  |9  lettres,  N  permutant  les  lettres  des  autres  systèmes  de 
35  sans  déplacer  ces  systèmes,  et  P  permutant  les  lettres  des  systèmes  de  G 
sans  déplacer  ces  systèmes  ;  d'ailleurs  il  est  clair  que  N  et  P  ont  leur  ordre 
premier  à  p  ;  donc  MNP,  élevé  à  une  puissance  convenable,  donnera  une 
substitution  d'ordre  p,  à  p  cycles  seulement;  résultat  absurde. 

74 .  Il  faut  donc  admettre  que  la  correspondance  établie  entre  les  substi- 
tutions de  35  et  de  C  est  telle  qu'à  chaque  substitution  de  6  réponde  une 
seule  substitution  de  35.  Or  soient*,*', ...  les  divers  systèmes  de  p  lettres 
que  35  déplace;  t,  t\  ...  les  divers  systèmes  de  y  lettres  que  G  déplace. 
Deux  substitutions  correspondantes  $'  et  G'  déplaceront  de  la  même  manière 
les  systèmes  «,  s', ...  et  leurs  homologues  t,t',.... 

En  effet,  celles  des  substitutions  de  35  qui  laissent  immobile  s  forment  un 
groupe  contenu  dans  35  et  renfermant  3...(pt — 1)  substitutions.  Les  substi- 
tutions correspondantes  de  G  devront  former  un  groupe  homologuer,  d'ordre 
3...  (pt  —  1).  Mais,  en  vertu  d'un  théorème  de  M.  Bertrand,  tout  groupe  de 
degré  p{  et  d'ordre  3...  (pt  —  1)  (caractérisant  une  fonction  à  ipx  valeurs) 
sera  alterné  par  rapport  à  pt  —  i  lettres,  pourvu  toulefois  qu'on  ait  pt>7  ; 
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on  vérifie  d'ailleurs  aisément  que  cela  est  encore  vrai  pour  ^=7.  Mais 
Pt>>/>,  etp  est  premier;  donc  cette  condition  sera  satisfaite  si  l'on  a 

(20)  p  >  5. 

Cette  inégalité  étant  admise,  le  groupe  r  sera  alterné  par  rapport  à 
/>t  —  4  systèmes  de  la  suite  {,(', ...;  et  ses  substitutions  laisseront  immobile 
le  système  restant  t. 

Donc  à  chacun  des  systèmes  s,  s', ...  sera  associé  un  des  systèmes  t,  f,..., 
de  telle  sorte  qu'à  celles  des  substitutions  de  38  qui  ne  déplacent  pas  l'un 
des  systèmes  s,  *', ...  correspondent  des  substitutions  qui  ne  déplacent  pas 
son  associé. 

72.  Cela  posé,  soient  s,  s',  *",  s"'  quatre  quelconques  des  systèmes  de 
31;  t,  t[,  t",  t"  leurs  correspondants  dans  C;  38,  étant  alterné,  contient 
les  substitutions  S  =  (ss'sn)  et  SA  =  (ss's'")  ;  à  la  première  correspond  dans 
C  une  substitution  ternaire  T,  ne  déplaçant  que  t,  fett";  ce  sera  donc 
(tt'C)  ou  (tt't)  ;  à  la  seconde  correspondra  de  même  une  substitution  Tt 
de  l'une  des  deux  formes  («Y")»  (tt"t).  Mais  St  S-1  laisse  *  invariable; 
donc  Tt  T"1  doit  laisser  *  invariable  ;  il  faut  évidemment  pour  cela  qu'on  ait 
T=(Utf)91i=(ttt"). 

Donc  à  chacune  des  substitutions  circulaires  ternaires  telles  que  («V), 
dont  5J  est  dérivé,  correspondra  dansC  une  substitution  analogue  («Y'). 
Donc  chaque  substitution  de  C  déplacera  les  t  de  la  même  manière  que  sa 
correspondante  dans  38  déplace  les  *. 

73.  Cela  posé,  38  contient  une  substitution  circulaire  <x  d'ordre  p  ;  son  homo- 
logue dans  C  sera  circulaire  et  d'ordre  p  ;  et  la  substitution  correspondante 
dans  le  groupe  (B'tf,B"C", ...)  sera  de  la  forme  MNM'N',  M  étant  une  substi- 
tution qui  permute  circulairement  p  des  systèmes  de  38,  N  une  substitution 
qui  permute  les  lettres  dans  l'intérieur  des  autres  systèmes,  M'  une  substi- 
tution circulaire  entre  p  systèmes  de  C,  N'  une  substitution  qui  permute 
les  lettres  dans  l'intérieur  des  autres  systèmes.  D'ailleurs  N  et  N'  ont  leur 
ordre  évidemment  premier  à  p.  Donc  la  substitution  considérée,  élevée  à 
une  puissance  convenable,  donnera  une  nouvelle  substitution  de  la  forme 
MM'  et  déplaçant  seulement  {$-\-i)p  lettres;  résultat  absurde,  j3-+-y  étant 

Notre  lemme  est  donc  établi. 

74.  Pour  continuer  notre  recherche,  nous  distinguerons  deux  cas. 
Premier  cas.  —  Les  groupes  Siy  C,...  sont  tous  alternes. 

Nous  admettrons,  pour  fixer  les  idées,  que  cette  suite  ne  contient  que 

deux  groupes  38  et  C. 

n»      x                                                         bp-t-V     cp-\-<?   _      . 
D  après  ce  que  nous  avons  vu ,  on  aura pt=  -£-? — =  — •  De  plus, 

P  7 

Ir_i  contiendra  une  substitution  d'ordre  p  déplaçant  (p-4-y)p  lettres;  or 
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il  ne  peut  par  hypothèse  en  contenir  aucune  déplaçant  moins  de  qp=(b-\-c)p 

(b         c 
—  et  —  devant  être 

entiers). 

D'ailleurs,  chacun  des  systèmes  s,  s',...  de  SB  doit  être  associé  à  un  des 
systèmes  f,  f*,...  de  6.  En  joignant  ensemble  les  lettres  des  systèmes  asso- 
ciés, on  obtiendra  des  systèmes  de  (3-4-7  =  g  lettres,  tels  que  les  substitu- 
tions de  Ir_!  remplacent  chacune  les  lettres  d'un  système  par  celles  d'un 
même  système,  et  permutent  d'ailleurs  les  systèmes  d'une  manière  alternée. 
Si  donc  on  fait  correspondre  d'une  manière  arbitraire  les  lettres  de  chaque 
système  avec  celles  d'un  autre  système,  chaque  substitution  de  lr_i  sera  de 
la  forme  111% ,  lit  étant  une  substitution  qui  permute  les  systèmes  en 

remplaçant  chaque  lettre  par  sa  correspondante,  et%  une  substitution  qui 
permute  exclusivement  entre  elles  les  lettres  d'un  même  système. 

75.  Supposons  maintenant  que  Ton  ait  la  condition 

(30)  p  >  Zq  +  2. 

On  pourra  trouver  un  nombre  premier  tt,  supérieur  à  9,  et  inférieur  à 
(r-h  1.  On  le  vérifie  aisément  par  les  tables  de  nombres  premiers,  si  q  est 

petit,  et  par  les  formules  de  H.  Tchébychef,  si  q  est  grand.  Cela  posé,  nous 
allons  voir  que  la  'correspondance  entre  les  lettres  des  divers  systèmes 
peut  être  établie  de  telle  sorte  que  celles  des  substitutions  de  If  _t  qui  se  ré- 
duisent à  la  forme  TU  permutent  encore  les  systèmes  d'une  façon  alternée. 

Soient  <r0,  0^,  ..., ...  les  systèmes  ;  Ir_t  contient  une  substitution  ITC'Sfê/ 
qui  permute  circulairement  <r0, ...,  ow  1,  sans  déplacer  les  autres  systèmes. 
Son  ordre  sera  évidemment  multiple  de  *;  et,  en  l'élevant  à  une  puissance 
convenable,  on  obtiendra  une  substitution  TïljS&t  d'ordre  w,  qui  permute 
encore  circulairement  ces  *•  systèmes. 

La  substitution  %i  sera  le  produit  de  deux  autres,  dont  l'une  S  déplace 
les  lettres  des  systèmes  <r0, ...  o-r-i  et  l'autre  2*  celles  des  autres  systèmes. 
Cette  dernière  substitution  étant  échangeable  à  cVPLiS1 ,  son  ordre  divisera 
tt,  ordre  de  cÏÏÏiit1&1  ;  mais  2*  permute  exclusivement  entre  elles  les  lettres 
de  chaque  système,  en  nombre^  <>.  Donc  son  ordre  est  premier  à  ?r,  et  se 
réduit  à  l'unité.  Donc  Tlt^t  se  réduit  à  lïT^. 

Cela  posé,  faisons  correspondre  à  chaque  lettre  de  <r0  la  lettre  de  <r{  que 
lïltfîi  lui  fait  succéder  ;  puis  celle  de  <r,  que  Tlti^i  fait  succéder  à  cette 
dernière,  etc.  La  substitution  Tdl  âfi,  étant  d'ordre  rr,  fera  succéder  à  cha- 
cune des  lettres  de  owi  la  lettre  correspondante  de  <r0.  Donc  elle  se  réduira 
à  la  forme  tilt. 

76.  On  verra  de  même  que  Ir-i  contient  une  substitution  lit,,  d'ordre  ir  et 
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permutant  entre  eux,  et  d'une  manière  circulaire,  les  systèmes  <r0,  »«, ..., 

Les  substitutions  cïlïl  et  cïltî,  combinées  entre  elles,  fourniront  un  groupe 
transitif  de  déplacements  entre  les  systèmes  <r0, ...,  c»*— ,.  Ce  groupe  fi, 
de  degré  2* —  1  et  dérivé  de  substitutions  circulaires  d'ordre  rc,  sera 
alterné.  Ses  substitutions,  remplaçant  d'ailleurs  chaque  lettre  par  sa  corres- 
pondante, seront  de  la  forme  Tït*  et  celle  d'entre  elles,  S,  qui  permute  circu- 
lairement  les  trois  systèmes  <r0,  <rt,  <r,  sans  déplacer  les  autres,  déplacera  en 
tout  5q  lettres. 

77.  Cela  posé,  on  a#p4  >p  >  2ir— 1 .  Si  Ton  a  pt  =  2« — 1 ,  notre  proposi- 
tion sera  démontrée.  Si  au  contraire  Pt>2ir — 1,  on  peut  admettre  que  la  dif- 
férence de  ces  deux  nombres  est  paire.  Sans  quoi,  au  lieu  de  raisonner  sur 
le  groupe  fi  comme  nous  allons  le  faire,  on  raisonnerait  sur  le  groupe 

fit  formé  des  substitutions  de  fi  qui  laissent  immobile  le  système  <rt«— ,.  Ce 
groupe  contient  S,  et  il  est  alterné  comme  Ç;  mais  il  ne  déplace  que 
2ir — 2  systèmes,  nombre  dont  la  différence  avecp4  sera  paire. 

Soit  donc  pt — 2ir-M  =  un  nombre  pair;  les  systèmes  non  déplacés  par 
fi  pourront  se  répartir  en  couples.  Soient  ^,  o\,  les  deux  systèmes  d'un 
même  couple;  le  groupe  Ir_t,  permutant  les  systèmes  d'une  manière 
alternée,  contient  une  substitution  T  qui  permute  c>  avec  <rt  et  <rv  avec  <rf 
sans  déplacer  les  autres  systèmes;  il  contiendra  T_1ST  =  S'  laquelle  per- 
mute les  trois  systèmes  <r0,  o^,  o\  et  ne  déplace  aucune  autre  lettre.  Faisons 
maintenant  correspondre  à  chaque  lettre  de  <r0  celle  des  lettres  de  <*>  que 
S' lui  fait  succéder,  puis  celles  des  lettres  de  o\  que  S'  fait  succéder  à  ces 
dernières  ;  S'  étant  d'ordre  3,  comme  S  dont  elle  est  transformée,  rempla- 
cera chaque  lettre  de  <rv  par  sa  correspondante  de  <r0. 

Soit  de  môme  oy,  ov  un  autre  couple  de  systèmes  ;  on  pourra  faire  cor- 
respondre leurs  lettres  à  celles  de  <r0,  de  telle  sorte  que  Ir_t  contienne  une 
substitution  S"  qui  permute  entre  eux  ces  trois  systèmes  ,  en  remplaçant 
les  unes  par  les  autres  les  lettres  correspondantes,  sans  déplacer  aucune 
autre  lettre. 

Cela  posé,  il  est  clair  qu'en  adjoignant  à  fi  les  substitutions  S',  S",..., 
on  obtiendra  un  groupe  résultant  J  dont  les  substitutions  seront  de  la 
forme  TCf  et  permuteront  les  systèmes  d'une  façon  alternée. 

78.  Soient  t^V..  les  q  lettres  du  système  <r0,  umvm...  leurs  correspon- 
dantes dans  <rm.  En  groupant  ensemble  celles  de  ces  lettres  que  J  permute 
entre  elles, on  les  répartira  en  q  classes,  u0ut...,  v0vt ...,  .... 

Soit  S  une  de  celles  des  substitutions  de  G  qui  déplacent  le  moins  de 
lettres  ;  N  le  nombre  de  ses  lettres  ;  on  aura  N  <<  3<?,  J  étant  dérivé  de 
substitutions  ternaires  à  q  cycles. 

Le  groupe  G  étant  primitif,  le  groupe  K,  dérivé  de  celles  de  ses  substitu- 
tions qui  sont  semblables  à  S,  sera  transitif.  Si  donc  G  contient  plus  de  qpt 
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lettres,  ce  que  nous  supposerons  pour  plus  de  généralité ,  Tune  au  moins 
S  des  substitutions  de  K  mêlera  dans  ses  cycles  les  lettres  de  J  à  des  lettres 
nouvelles  x,  y, ....  Or  celles  des  lettres  de  J  que  S  déplace  sont  en  nombre 
inférieur  à  N,  et  a  fortiori  à  ?>q.  Donc,  parmi  les  systèmes  <r0,  <xt, ...  en 
nombre  p^ 3g-f-  2,  il  en  existe  au  moins  deux,  <j0  et<xt,  dont  S  ne  déplace 
aucune  lettre.  Soit  au  contraire  <rt  un  quelconque  des  systèmes  dont  S 
déplace  des  lettres;  et  soit  v  le  nombre  de  lettres  de  <x,  que  contient  S  . 
Le  groupe  J  contient  une  substitution  T  qui  permute  circulairemcnt  les  trois 
systèmes  <x0,  <rlt  cy,  et  G  contiendras"  T~  ST,  qui  laisse  toutes  les  lettres 
immobiles ,  sauf  les  v  lettres  de  o-,  que  S  déplace,  celles  que  S  leur  lait 
succéder,  et  les  lettres  correspondantes  de  <r0  ;  en  tout  5v  lettres,  qui  même 
peuvent  n'être  pas  toutes  distinctes  ;  mais  elle  en  déplace  au  moins  N  ;  donc 
on  aura 

Par  suite,  les  lettres  de  J  que  S  déplace  ne  peuvent  appartenir  à  plus  de 
trois  systèmes  différents.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'elles  appar- 
tiennent toutes  à  l'un  des  trois  systèmes  <r„  o-s,  <r4. 

79.  Considérons  le  groupe  (J,  8)  obtenu  en  adjoignant  S  aux  substitutions 
de  J;  et  groupons  ensemble  celles  de  ses  lettres  qu'il  permute  transitivement 
entre  elles;  on  obtiendra  ainsi  une  ou  plusieurs  catégories  de  lettres,  dont 
chacune  pourra  contenir,  avec  les  lettres  d'une  ou  plusieurs  des  classes 
UqIIi  ...,  w...,  •••>  une  ou  plusieurs  lettres  nouvelles.  En  particulier,  si 
une  catégorie  était  uniquement  formée  de  lettres  nouvelles,  elles  fourni- 
raient un  cycle  dans  S  ;  et  les  déplacements  que  (J,  8)  leur  fait  subir  se  ré- 
duiraient évidemment  aux  puissances  d'une  seule  substitution  circulaire. 
D'ailleurs,  S  mêlant  dans  ses  cycles  les  lettres  anciennes  aux  nouvelles, 
l'une  au  moins  des  catégories  contiendra  à  la  fois  ces  deux  sortes  de 
lettres. 

Enfin  chaque  substitution  de  (J,  S),  telle  que  S,  est  le  produit  de  substi- 
tutions partielles  St,  S„...  respectivement  opérées  entre  les  lettres  de  chaque 
catégorie.  Soit  (J19  Sf)  le  groupe  formé  par  les  déplacements  ainsi  opérés 
entre  les  lettres  de  la  première  catégorie  par  les  substitutions  (J,  8) . 

Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  première  catégorie  contienne  les 
lettres  des  bt  premières  classes  m,  v,  ...  et  b/  lettres  nouvelles  x%  y, ....  Ce 
groupe  (Jt,  St)  peut  être  primitif  ou  non  ;  mais,  dans  ce  dernier  cas,  le 
nombre  des  lettres  de  chaque  système  sera  nécessairement  un  diviseur  de  bt . 

En  effet,  s'il  en  était  autrement,  les  bt  lettres  u0v0 ...  de  <r0  que  (Jt,  8t)  dé- 
place ne  fourniraient  pas  à  elles  seules  un  nombre  entier  de  systèmes; 
doue  l'une  d'elles,  u0,  appartiendrait  au  même  système  qu'une  autre  lettre, 
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laquelle  pourrait  être  une  des  lettres  de  la  même  classe  que  m,  telle  que  ul9 
ou  une  lettre  d'une  autre  classe,  telle  que  v„  ou  enfin  une  lettre  nouvelle, 
telle  que  x. 

Si  Uq  était  dans  le  même  système  que  vt  ou  que  x,  il  serait  dans  le  même 
système  queut;  car  J  contient  une  substitution  qui  permute  circulaireraent 
o-o^ff,.  Cette  substitution,  laissant  vt  et  x  immobiles,  ne  déplacera  pas  le 
système  qui  les  contient;  donc  ut  qu'elle  fait  succéder  àu0  appartiendra  à 
ce  système. 

11  faut  donc  admettre  que  u^  est  dans  le  même  système  que  ut  ;  mais  alors 
ce  système  contiendra  les^  lettres  u^....  En  effet,  soit  u9  l'une  d'elles. 
J  contient  une  substitution  qui  permute  circulairement  <r0*i<v  Cette  substi- 
tution, remplaçant  u0  par  tilf  ne  déplacera  pas  le  système  qui  les  contient; 
donc  u?  qu'elle  fait  succéder  à  i/t  appartiendra  à  ce  système. 

Donc  chaque  système  contiendrait  au  moins  pt  lettres.  Hais  (Jt1  S  t)  étant 
primitif,  Tune  au  moins  des  substitutions  dont  il  est  dérivé  déplacerait  les 
systèmes,  et  par  suite  déplacerait  au  moins  <2pi  lettres;  résultat  absurde, 
car  (J19  8t)  est  dérivé  de  substitutions  ternaires  à  q  cycles,  et  de  la  substitu- 
tion partielle  St  formée  par  ceux  des  cycles  de  S  qui  déplacent  les  lettres  de 
la  première  catégorie ,  lesquels  cycles  contiennent  un  nombre  de  lettres 
<N<39. 

Parmi  les  diverses  répartitions  possibles  des  lettres  de  (Jt,  S4)  en  sys- 
tèmes, choisissons  Tune  de  celles  où  le  nombre  pi  des  lettres  de  chaque 
système  est  maximum.  Les  déplacements  des  systèmes  par  les  substitu- 
tions de(Jt,  8t)  formeront  un  groupe  primitif  5$t   de  degré  -^1- — L. 

Gela  posé,  la  substitution  o  ne  déplaçant  par  hypothèse  que  des  lettres  ap- 
partenant aux  trois  systèmes  ?„  ?s,  ?4,  et  les  autres  substitutions  dont  J  est 
dérivé  remplaçant  les  lettres  de  chacun  des  systèmes  cr0,  cr^  ...  par  les 
lettres  correspondantes  d'un  même  système,  il  faudra  évidemment ,  pour 
que  (J,  8)  permute  transitivement  entre  elles  les  lettres  de  la  première  caté- 
gorie, que  le  groupe  dérivé  de  la  substitution  8  et  de  celle  U  des  substitu- 
tions de  J  qui  permute  circulairement  les  trois  systèmes  <rf ,  ff5,  <rk  soit  tran- 
sitif par  rapport  aux  3^-t-fc/  lettres  de  première  catégorie  qu'il  dé- 
place. 

Le  groupe  (U^  8t)  formé  par  les  déplacements  que  (U,S)  fait  éprouver  à 
ces  lettres  sera  donc  transitif,  et  contenu  dans  (Jt,  St).  D'ailleurs  ces  lettres 

PL        .      L' 

formeront  — ^ — *  systèmes  ;  et  les  déplacements  d'ensemble  opérés  sur 

Pt 
ces  systèmes  par  les  substitutions  de  (Jlf  St)  formeront  un  groupe  transitif, 

BL     j,      L' 

de  degré  —~ — '  et  contenu  dans  3ik. 

Pi 

Le  groupe  $â  sera  donc  alterné  (Théorèmes  sur  les  groupes  primitifs, 
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n°  11),  si  son  degré  -^r — *  surpasse  3(  -~ — M— 2,  ce  qui  aura  lieu 
si  fi,  et  a  fortiori  si  />,  est  supérieur  à  la  limite 

Or  le  nombre  total  N  des  lettres  déplacées  par  S  est  <  3ç,  parmi  les- 

N 
quelles  =  au  moins  sont  des  lettres  anciennes;  donc  b't  <  2g,  ce  qui  réduit 

la  limite  de  p  à 

Hais  nous  avons  déjà  supposé  p  ^>  Zq  -4-2  ;  et  cette  ancienne  limite  sera 
supérieure  à  celle  que  nous  trouvons  icï,  à  moins  qu'on  n'ait 

*•  =  !, 
ou 

bt  =  2  et  q  <  6, 

OU 

&(  =  3  et  g  <  4. 

Hais  si  bt  =  1 ,  d'où  ft  =  1 ,  le  groupe  Jt  sera  alterné,  et  le  groupe  5Jlf  qui 
se  confond  ici  avec  (J^Sj,  étant  primitif  et  contenant  J£,  sera  alterné. 
Dans  les  autres  cas  d'exception,  on  aura  pour  maximum  de  la  limite 

(51)  p  >  18, 

inégalité  que  nous  supposerons  satisfaite»  Dés  lors  il  sera  établi  que  5Jt  est 
alterné. 

80.  Soit  de  même  ty-t-ci  le  nombre  des  lettres  de  la  seconde  catégorie. 

Elles  pourront  se  répartir  en  -**-* systèmes,  yt  étant  un  diviseur  de 

7i 

ct;  et  les  déplacements  de  ces  systèmes  par  les  substitutions  de  (J,S)  for- 
meront un  groupe  alterné  6t.  De  même  pour  chacune  des  autres  catégories 
qui  renferment  des  lettres  anciennes. 

81.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  toutes  les  catégories,  sauf  le9 
deux  premières  ci-dessus,  soient  exclusivement  formées  de  lettres  nouvelles. 
Les  déplacements  de  ces  lettres  nouvelles  par  les  substitutions  de  (J,  S)  se 
réduiront  aux  déplacements  opérés  par  S  et  ses  puissances;  et  le  groupe  L, 
formé  par  celles  des  substitutions  de  (J,S)  qui  ne  déplacent  que  les  lettres 
des  deux  premières  catégories,  sera  contenu  dans  (J,S)  et  permutable  à  ces 
substitutions.  Il  aura  d'ailleurs  évidemment  conservé  tous  ceux  des  groupes 


—  208  — 

composants  de  (J,  S)  qui  ne  sont  pas  des  puissances  d'une  même  substitu- 
tion; et  notamment  ceux  qui  sont  afférents  aux  groupes  &t,  6t. 

82.  Cela  posé,  on  verra  comme  plus  haut  (68  à  73)  que  G  contiendrait 

une  substitution  d'ordre  p  à  moins  de  q  cycles  (ce  qui  est  absurde),  à  moins 

•                        b.p.-\-bt      cfPi-t-c.'  *  ,       ,   , 

qu  on  ne  suppose  -^ =  -^ *,  fi.  =  bi%  y.  =  ci%  et  qu  on  n  admette 

Pi  7i 

en  outre  que  les  groupes  $i9  C{  se  correspondent  de  (elle  sorte  qu'à  chaque 

substitution  de  .'Bt  en  corresponde  une  seule  de  Cf,  et  réciproquement. 
Hais,  si  ces  conditions  sont  satisfaites,  on  pourra  poser,  pour  abréger, 

-^5 — f  =/>,;  et  Ton  verra  :  1°  que  les  p%q  lettres  déplacées  par  L  y  for- 

Pt 
ment  />,  systèmes  tels,  que  les  substitutions  de  L  remplacent  les  lettres  de 

chaque  système  par  celles  d'un  même  système  ;  2°  que  G  contient  un  groupe 
Jt  de  degré  pfl,  dont  les  lettres  se  grouperont  q  à  q  en  pt  systèmes,  que  Jt 
permute  d'une  manière  alternée,  en  remplaçant  les  unes  par  les  autres  les 
lettres  correspondantes. 

On  aura  d'ailleurs pt^>Pi  ;  car  S  mêlant  dans  ses  cycles  des  lettres  nou- 
velles avec  les  lettres  anciennes  que  J  déplaçait,  on  ne  pourra  pas  avoir  à  la 
fois  b\=  0,  c[  =  0. 

83.  Si  le  nombre  des  lettres  de  G  était  supérieur  à  ptq>  on  verrait  de 
même  que  G  contient  un  groupe  Jt  analogue  à  Jt,  mais  de  degré  psq,  p%  étant 

>Pr 

Continuant  ainsi,  on  voit  que  le  nombre  des  lettres  de  G  sera  un  mul- 
tiple de  qy  tel  (\uepmq,  et  que  G  contient  un  groupe  Jw_i  dans  lequel  ces 
lettres  forment  pm  systèmes,  u0,  v0,  ...;  nl9  vp  ...;  ...  que  Jw_!  permute 
d'une  manière  alternée,  en  remplaçant  les  unes  par  les  autres  les  lettres  cor- 
respondantes. 

II  n'existe  d'ailleurs  aucune  autre  manière  de  répartir  les  lettres  de  Jw_t 
en  systèmes  de  q  lettres.  En  effet,  supposons  qu'un  de  ces  nouveaux  systè- 
mes s  contint  les  deux  lettres  u0  et  ul  par  exemple;  et  soit  u?  une  quel- 
conque des  pm — 2  lettres  u,,  m,,  ...;  JM_t  contient  une  substitution  qui 
permute  circulairement  m0,  ul%  ur  Cette  substitution  ne  déplace  pas  le 
système  s;  donc  w?  appartient  à  ce  système,  qui  contiendra  dès  lors  au 
moins  pn  lettres,  nombre  >  7,  contrairement  à  l'hypothèse. 

En  second  lieu,  si  s  contenait  u0  et  vit  Jw_t  contient  des  substitutions  qui 
laissent  w0  immobile  et  permutent  ensemble  vlt  v„  ....  Ces  lettres  appartien- 
draient à  s,  qui  contiendrait  encore  au  moins  pm  lettres. 

84.  Soit  maintenants  une  quelconque  des  substitutions  de  G  qui  ne  dé- 
placent que  N  lettres.  On  peut  supposer  que  son  ordre  k  est  un  nombre  pre- 
mier; car,  au  besoin,  ou  considérerait  à  sa  place  une  quelconque  de 
ses  puissances.  Adjoignons-la  au  groupe  Jm_t.  Raisonnant  sur  set  sur  Jm.i 
connue  tout  à  l'heure  sur  8  et  sur  J,  on  voit  que  G  contiendra  une  substitu- 
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tion  d'ordre />  à  moins  de  q  cycles  (résultat  absurde),  à  moins  que  les  lettres  de 
(Jw_i,  2)  ne  puissent  se  répartir  en  systèmes  de  q  lettres.  Mais  il  n'y  a  qu'une 
manière  de  grouper  les  lettres  de  Jm_i  en  systèmes  de  q  lettres.  Donc  2 
remplacera  les  lettres  de  chaque  système  par  celles  d'un  même  système.  Les 
substitutions  semblables  à  2  forment  un  groupe  K  qui  ne  sera  pas  primitif, 
d'après  ce  qui  précède  ;  il  est  permutable  à  G,  et  par  suite  transitif.  Donc 
l'une  au  moins  de  ses  substitutions,  2  par  exemple,  déplacera  les  systèmes. 

Soit  d'ailleurs  <r  l'un  des  systèmes  qu'elle  déplace;  G  l'un  des  cycles  de 
2,  qui  contienne  une  des  lettres  de  2.  Les  k  lettres  de  ce  cycle  appartien- 
dront à  k  systèmes  distincts;  car  si  deux  d'entre  elles  appartenaient  à  un 
même  système  <rt,  et  se  suivaient  à  p  rangs  de  distance  dans  C,  il  est  clair 
que  1*  et  par  suite  2 ,  qui  en  est  une  puissance,  ne  déplacerait  pas  ce 
système.  Donc  les  lettres  de  C  appartiendraient  toutes  à  <rn  contrairement  à 
l'hypothèse. 

Donc  2  déplace  au  moins  k  systèmes;  elle  déplacera  toutes  leurs  lettres, 
en  nombre  kq;  d'où  N  >  kq.  Mais  Jm_i  contient  des  substitutions  d'ordre  3 
à  q  cycles  ;  donc  N  <  Zq  et  par  suite  k  <$  3. 

La  substitution  2  ne  déplaçant  ainsi  que  deux  ou  trois  systèmes,  ses 
transformées  par  lesdiverses  substitutions  de  Jm_i,  qui  permute  les  systèmes 
d'une  manière  alternée,  formeront  évidemment  un  groupe  ï)C  qui  permute 
les  systèmes  d'une  manière  alternée  si  4  =  5,  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles si  k  =  2.  On  en  conclut  comme  précédemment  (75  à  77  et  83)  :  1°  que 
l'on  pourrait  établir  entre  les  lettres  des  divers  systèmes  une  correspon- 
dance telle,  que^C  contint  un  groupe  9C£  permutant  les  systèmes  d'une  ma- 
nière alternée,  en  remplaçant  les  unes  par  les  autres  les  lettres  corres- 
pondantes; 2°  qu'il  n'existe  qu'une  manière  de  répartir  les  lettres  q  à  q  en 
systèmes  dans  le  groupe  9C19  et  a  fortiori  dans  le  groupe  K,  qui  con- 
tient 9C4. 

Gela  posé,  soit  T  une  substitution  quelconque  de  G;  elle  remplace  les 
divers  systèmes  de  q  lettres  que  renferme  K  par  de  nouveaux  systèmes  tels, 
que  les  substitutions  du  groupe  transformé  de  K  par  T,  lequel  groupe  n'est 
autre  que  K,  remplacent  les  lettres  de  chaque  système  par  celles  d'un  même 
système.  Comme  il  n'y  a  qu'une  répartition  possible  des  lettres  de  K  en 
systèmes  de  q  lettres,  les  nouveaux  systèmes  se  confondront  avec  les  an- 
ciens. Donc  T  remplacera  les  lettres  de  chaque  système  par  celles  d'un  même 
système.  Donc  G  ne  pourra  être  primitif,  comme  on  l'a  supposé.  Nous  non* 
trouvons  ainsi  conduits  à  une  absurdité. 

85.  Second  cas.* —  L'un  des  groupes  C, ...,  par  exemple  C,  n'est  pas 
alterné. 

Ici  encore  nous  allons  démontrer  qu'on  arrive  à  une  impossibilité  si  p 
satisfait  aux  inégalités  (30)  et  (31)  et  à  la  suivante 

(32)  p  >  *(*)    (•==  1,2 g—  i). 

1  %  U 
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86.  Et  d'abord,  si  C  était  simple,  il  serait  isomorphe  à  iB  ;  mais  c'est 
impossible.  En  effet,  si  cela  était,  on  sait  (Traité des  substitutions,  69  à  75) 
qu'il  existerait  une  fonction  $  des  pi  systèmes  permutés  par  S  dont  les  dé- 
placements par  les  substitutions  de  S$  formeraient  uiî  groupe  semblable  à 
C  Le  nombre  des  valeurs  distinctes  que  prend  cette  fonction  par  les  substi- 

CD    1    c 

tutions  de  5$  serait  donc  égal  à  — >  degré  de  C;  et  suivant  qu'elle 

7 

serait  altérée  ou  non  par  une  transposition  effectuée  entre  deux  systèmes, 

CD  -4—  cf  CD  m^m  C* 

elle  prendrait  2  — ou  — valeurs  distinctes  par  toutes  les  substi- 

7  7 

tutions  possibles  opérées  sur  les  p{  systèmes.  Or,  d'après  un  théorème  de 

M.  Bertrand,  une  fonction  quelconque  àespL  systèmes  prendra  pt  valeurs  si 

elle  est  symétrique  par  rapport  à  pt —  1  systèmes;  2^ si  elle  est  alternée 

par  rapport  à pt — 1, systèmes;  au  moins ^^ -valeurs  dans  tous  les 

autres  cas.  D'ailleurs  ona-<  nij^P  e*>  Par  su^e> 

Pji£ip}ï>EiP^)>n>(e+i)p>T±£. 

11  faut  donc  admettre  que  *  est  symétrique  ou  alternée  par  rapport  àpd  —  i 
systèmes;  mais  alors  elle  prendra  pt  valeurs  distinctes  par  les  déplacements 
des  systèmes;  et  si  l'on  fait  correspondre  à  chacune  de  ces  pt  fonctions 
*,*',...  celui  des  systèmes  qui  y  figure  d'une  manière  dissymétrique,  il  est 
clair  que  les  diverses  fonctions  *,  *',...  seront  permutées  les  unes  dans  les 
autres  par  les  substitutions  de  55  de  la  même  manière  que  les  systèmes  cor- 
respondants ;  le  groupe  formé  par  les  déplacements  de  ces  fonctions  sera 
donc  alterné  comme  $,  et  le  groupe  C,  qui  lui  est  semblable,  le  sera  aussi, 
contrairement  à  l'hypothèse. 

87.  Supposons  donc  que  G  soit  composé.  Nous  remarquerons  d'abord 

que  son  ordre  est  divisible  jxir  p  (puisqu'il  dérive  de  substitutions  d'ordre/?), 

mais  non  divisible  par  p1.  En  effet,  les  systèmes  qu'il  permute  sont  en 

c        d 
nombre  -p  H —  ;  et  l'on  voit  comme  précédemment  (47)  que  l'ordre  a  du 

groupe  G  contient  le  facteur  p  à  la  même  puissance  que  l'ordre  0  du  groupe 

formé  par  celles  de  ses  substituions  qui  ne  déplacent  que  les  -  p  systèmes 

que  A  déplace  ;  de  plus,  si  0  était  divisible  par  p*,  G  contiendrait  une  sub- 

c                     c 
slilution  d'ordre  p  à  moins  de  -  cycles.  Soit k  le  nombre  de  ces  cycles. 

G  étant  primitif  et  ne  contenant  pas  le  groupe  alterné,  on  aurait  par  hy- 
pothèse la  relation 
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9\ï~k)>kp  +  ï1 


ce  qui  est  absurde,  en  vertu  de  l'inégalité  (32). 

88.  En  second  lieu,  soit  6'  le  groupe  le  plus  général  parmi  ceux  qui  sont 
contenus  dans  G  et  permutables  à  ses  substitutions  ;  le  nombre  p  divisera 

g 

tordre  de  -37,  premier  groupe  composant  de  (3.  Supposons  en  effet  quep  divi- 

sât  au  contraire  Tordre  de  C.  Ce  groupe  contiendrait  un  groupe  d'ordre  p. 
Étant  permutable  aux  substitutions  de  (3,  il  contiendrait  tous  les  groupes 
transformés  de  celui-là  par  les  substitutions  de  6.  Hais,  d'une  part,  tous  les 
groupes  d'ordre  p  contenus  dans  G  sont  les  transformés  de  l'un  quelconque 
d'entre  eux  par  les  substitutions  de  G  (théorème  de  H.  Sylow)  ;  d'autre  part, 
G  est  dérivé  de  substitutions  d'ordre  p  (respectivement  correspondantes  à 
Q«  C,»  •••)  ;  donc  C,  contenant  toutes  ces  substitutions,  se  confondrait  avec  C. 
Si  donc  G  a,  comme  on  le  suppose,  un  groupe  composant  isomorphe  à  3$, 

dont  l'ordre  o»  =  3.4...pi  est  divisible  par  j>,  ce  groupe  composant  ne 

G 
pourra  être  que  le  premier-^ 

89.  Cela  posé,  soient  Mt,  ...,  M,  les  substitutions  de  G'.  On  pourra  dé- 
terminer dans  G  des  substitutions  N4,  ...,  NM  en  nombre  w,  incongrues 
(mod  Gf)  ;  et  les  substitutions  de  C  seront  données  par  le  tableau 


MHN|,  . . . ,  MJlu. 


CD    1     C  C 

Posons  pour  abréger  -£ =  V  -  =  «,  et  admettons,  pour  plus  de  gé- 
néralité, que  Ton  ait  t>  0.  Le  groupe  Ct  formé  parcelles  des  substitutions 
de  G  qui  laissent  immobile  un  des  e  systèmes  qui  figurent  dans  (3,  mais 
que  Ane  déplaçait  pas,  a  pour  ordre  celui  de  G,  divisé  par  l.  Celles  des  lignes 
du  tableau  précédent  dont  quelque  substitution  est  contenue  dans  Ct  for- 
ment donc  au  moins  la  >iôme  partie  du  nombre  total  ;  donc  Tordre  wt  du 

e,  C 

groupe  —  formé  par  les  substitutions  correspondantes  du  groupe  —  sera 

e 

au  moins  égal  à  £.  Le  groupe  5S,  étant  isomorphe  à  -^,  devra  de  môme  con- 

A  v-> 

tenir  un  groupe  5$u  isomorphe  à  — ,  et  d'ordre»,.  Mais,  d  après  le  théorème 

de  M.  Bertrand,  si  ut  <  *>,  il  sera  égal  à  -,  ou  au  moins  égal  à  -y- tt  «. 

Pi  Pi\Pi  — 1) 
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Cette  dernière  hypothèse  est  absurde,  — étant  <       Q — — •  D'ailleurs, 

y  L 


ùi 


en  vertu  du  même  théorème,  si  o)i  =  —yS>l  sera  le  groupe  d'une  fonction 

alternée  par  rapport  à  pi —  1  systèmes,  et  sera  un  groupe  simple,  d'ordre 
ZA.^iPi  —  i).  Enfin,  si  Wi-.u,  3B4  se  confond  avec  38,  et  par  suite  sera 

simple,  et  d'ordre  3.4  ...pt.  Donc  le  groupe  ^7- sera  simple,  et  isomorphe 
au  groupe  alterné  de  degré  pâ  —  Bi9  0â  étant  égal  à  0  ou  à  i. 
9Q.  D'ailleurs  p% —  0t>p.  En  effet,  s'il  en  était  autrement,  -^  n'aurait 

pas  son  ordre  divisible  par/);  les  autres  groupes  composant  de  Gl9  étant 
contenus  dans  C,  leur  ordre  ne  sera  pas  non  plus  divisible  par  p.  Donc 
Tordre  de  C4  serait  premier  à/?;  résultat  absurde,  car  il  contient  une  sub- 
stitution d'ordre  p,  correspondant  à  la  substitution  A. 

9i.  Soient  Ct,  C», ...  les  groupes  respectivement  formés  par  celles  des 
substitutions  de  6  qui  laissent  immobiles  deux,  trois,  etc. ,  des  c  systèmes  que 

A  ne  déplaçait  pas;  on  voit  de  la  même  manière  que  —,  -^-,  ...  sont  iso- 

morphes  aux  groupes  alternés  de  degrés  pt  —  0„  pt  —  05,  . . . ,  0?  + 1  étant  égal 
à  0e  ou  à  0P  H- 1 ,  et  par  suite  contenu  entre  0  et  p  ;  pt  —  0P  étant  d'ailleurs  au 

e 

moins  égal  à  p.  Donc  enfin  ~  sera  isomorphe  à  tin  groupe  alterné  de  degré 

pi  —  Go  °i  ctanf  compris  entre  0  et  iy  et  pt  —  0»  au  moins  égal  à  p. 

92.  Donc  l'un  des  groupes  composants  de  Ct  est  isomorphe  à  un  groupe 
alterné  de  degré  p'  ^>p.  Le  groupe  X,  dérivé  de  celles  des  substitutions  de 
C,  qui  sont  d'ordre/?,  jouira  de  la  môme  propriété.  En  effet,  il  est  évidem- 
ment permutable  aux  substitutions  de  C,  ;  donc  il  possédera  comme  groupes 
composants  une  partie  de  ceux  de  C„  et  notamment  celui  dont  l'ordre  est 
divisible  par/?,  puisque  Tordre  de  X  est  divisible  par  p. 

CI) 

93.  Le   groupe  X  déplace  —  systèmes,  et  dérive  de  substitutions  qui 

les  permutent  p  à  /).  Si  doncX  ne  les  permute  pas  transitivement,  on  pourra, 
en  groupant  ensemble  ceux  que  X  permute  mire  eux,  les  répartir  en 
classes,  contenant  respectivement  ktp,  k^j), ...  systèmes,  avec  la  condition 

c 
kt-\-kt-\-  ...= —  Soient  XpX*,...  les  groupes  partiels  formés  par  les  dépla- 
cements que  les  substitutions  de  X  (ont  éprouver  aux  systèmes  des  diverses 
classes.  Ils  seront  respectivement  dérivés  de  substitutions  d'ordre/;,  à  À*t 
cycles,  à  A,  cycles,  etc. 
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94.  Considérons  Tun  de  ces  groupes  Xt.  Il  est  transitif  et  de  degré  ktp; 
donc  son  ordre  est  divisible  parp;  donc  un  au  moins  de  ses  facteurs  de 
composition  est  divisible  par  p.  Hais  les  facteurs  de  composition  de  Xt  sont 
tous  des  facteurs  de  composition  de  X,  lequel  a  un  facteur  de  composition 
divisible  par  3.4.../;,  les  autres  étant  tous  premiers  à  p  (car  Tordre  de  X, 
divisant  celui  de  C,  ne  sera  pas  divisible  parp2).  Donc  Xft  n'a  qu'un  groupe 
composant  dont  Tordre  soit  divisible  parp,  et  cet  ordre  sera  3.4...  p\  D'ail- 
leurs Xft,  étant  dérivé  de  substitutions  d'ordre  p,  ce  groupe  composant  sera 
nécessairement  le  premier  (88).  • 

95.  Parmi  les  diverses  répartitions  possibles  des  systèmes  que  Xt  déplace 
en  hypersystèmes  (tels  que  chaque  substitution  de  Xt  remplace  les  systèmes 
de  chaque  hypersystème  par  celles  d'un  même  hypersy sterne),  choisissons 
celle  où  le  nombre  u  des  systèmes  contenus  dans  chaque  hypersystème  est 
maximum  (si  Xt  était  primitif,  on  aurait  p  =  1).  On  aura  /*<$&!•  En  effet,  Xt 
est  dérivé  de  substitutions  d'ordre  p  à  kt  cycles.  Si  donc  une  de  ses  substitu- 
tions S  déplace  Tun  des  systèmes,  s,  elle  déplacera  ses  p  lettres.  Si  p  était 
>>&!,  deux  au  moins  de  ces  lettres  se  trouveraient  dans  un  même  cycle  de  S  ; 
et  par  suite  S  ne  déplacerait  pas  ce  système,  ainsi  qu'on  Ta  supposé.  D'ail- 
leurs u  divise  ktpt  nombre  total  des  systèmes  ;  et  comme  il  est  <  ki9  il  sera 
<p,  et  divisera  kv 

k  p 
Hais  on  aura  p=fct.  En  effet,  soit  Yt  le  groupe  primitif  de  degré  —  formé 

par  les  déplacements  que  X4  fait  éprouver  aux  hypersystèmes  ;  Xâ  aura  pour 

premier  facteur  de  composition  le  premier  facteur  de  composition  de  Yt, 

lequel  sera,  par  suite,  3.4...  p'.  Soit  maintenant  Zt  le  groupe  dérivé  de  Yt 

par  la  suppression  de  ce  facteur  de  composition.  L'ordre  de  Zt  n'étant  plus 

divisible  par  p,  ce  groupe  ne  sera  plus  transitif  ;  donc  il  se  réduira  à  la  seule 

substitution  1,  sans  quoi  Yt  ne  serait  pas  primitif  comme  il  doit  l'être.  Donc 

kp     p'ip' i) 

YA  est  simple,  et  à  pour  ordre  3.4 ...  p'.  Hais  son  degré  -^  <r-^-$ — -•  Donc, 

d'après  le  théorème  de  H.  Bertrand,  il  se  réduira  à  p';  (Tailleurs  3.4  ..  p' 
n'étant  pas  divisible  par  p1  (87),  j/  sera<  2p;  on  aura  donc  p'=p  et 
[i=kt.  De  plus,  Yt  sera  alterné. 

Donc  les  systèmes  de  X,  se  groupent  kiàkien  p  hypersystèmes,  que  Ytper- 
mute  d'une  manière  alternée. 

96.  On  verra  de  même  que  les  systèmes  de  X,  se  groupent  A^  à  k%  en  p 
hypersystèmes,  et  que  les  déplacements  que  X,  fait  subir  à  ces  hypersystèmes 
forment  un  groupe  .alterné  Yt,  etc. 

Cela  posé,  à  chaque  substitution  de  X  correspond  une  substitution  dans 
chacun  des  groupes  Yt,  Y„ .. .;  et  cette  correspondance  doit  être  telle,  qu'à 
chaque  substitution  de  Tun  des  groupes  Yt,  Yt, ...  corresponde  une  seule 
substitution  dans  chacun  des  autres  groupes.  Car  si  à  deux  substitutions  S  et 
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T  du  groupe  X  correspondaient  deux  substitutions  distinctes  St  et  Ttdans  Y,  et 
une  seule  St  dans  Yt,  à  la  substitution  S^lT  correspondrait  l'unité  dans  Yt 
et  une  autre  substitution  S~lrr2  dans  Y8.  Ses  transformées  par  les  substitutions 
de  X  donneraient  des  substitutions  auxquelles  correspondraient  dans  Yt 
l'unité,  et  dans  Y,  les  transformées  de  S,""  T,  par  les  substitutions  de  Yt,  les- 
quelles reproduisent  tout  le  groupe  Y„  ce  groupe  étant  simple.  Cela  posé, 
l'ordre  de  X  serait  évidemment  égal  à  3.4...  p,  ordre  de  Yt,  multiplié  par 
3.4... p,  ordre  de  Y„  multiplié  par  l'ordre  du  groupe  formé  par  celles  des 
substitutions  de  X  auxquelles  correspond  l'unité  dans  Yt  et  dans  Y,.  DoncX 
aurait  son  ordre  divisible  par  p*,  ce  qui  est  impossible. 

97.  Cela  posé,  on  verra  comme  précédemment  (74  à  84):  i°que  chacun  des 
hypersystèmes  de  Xt  peut  être  associé  à  l'un  des  hypersystèmes  de  X„  etc.,  de 

manière  à  former  des  hypersystèmes  de  —  systèmes,  que  X  permute  d'une 

manière  alternée;  2° que  Ton  peut  faire  correspondre  les  uns  aux  autres  les 
systèmes  de  ces  hypersystèmes,  de  telle  sorte  que  X  contienne  un  groupe  J 
qui  permute  les  hypersystèmes  d'une  manière  alternée  en  remplaçant  les 
uns  par  les  autres  les  systèmes  correspondants;  3°  que  la  supposition 

d'après  laquelle  6,  qui  contient  J ,  serait  primitif  sans  contenir  le  groupe 
alterné,  est  absurde. 


VI 

98.  11  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  le  groupe  I,  dérivé  de  celles  des 
substitutions  semblables  à  A  quî  ne  déplacent  que  les  pq  lettres  de  À,  est 
transitif.  Ce  cas  n'offre  aucune  difficulté. 

Si  I  est  primitif,  et  si  Ton  désigne  par  pq  -+-  y(q)  le  nombre  des  lettres 
de  G,  G  sera  y(q)-+-  4  fois  transitif;  ce  qui  ne  sera  possible  que  si  Ton  a 

(33)  9(q)  <  q, 

ou 

(54)  9(q)  <  5 

(Sur  la  limite  de  transitivité  des  groupes  non  alternes,  même  tome,  p.  50). 
Quant  à  ^  (7),  il  sera  égal  à  zéro. 

99.  Supposons  au  contraire  I  non  primitif.  Répartissons  les  lettres  en  sys- 
tèmes contenant  le  plus  grand  nombre  possible  [de  lettres;  on  aura  ti<^q. 
Car  si  l'on  avait  f*  >  7,  une  au  moins  S  des  substitutions  semblables  à  A  dont 
I  est  dérivé  déplacerait  un  système  s.  Elle  déplacerait  toutes  ses  lettres,  en 
nombre  > q  ;  donc  elle  contiendrait  plusieurs  de  ces  lettres  dans  un  même 
cycle,  et  par  suite  ne  pourrait  pas  déplacer  *  comme  on  le  suppose. 


/ 
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Cela  posé,  G  contenant  un  groupe  I  de  degré  pq  et  transitif,  où  les  lettres 
se  répartissent  p  à  p  en  systèmes,  contiendra  un  groupe  deux  fois  transitif 
de  degré  d  au  plus  égal  à  />ç4-2v — 1,  v  étant  un  diviseur  de  p.  (Théo- 
rèmes sur  les  groupes  primitifs;  Journal  de  Liouville,  2e  série,  t.  XVI,  n0>  2 
à  8).  On  aura  par  suite 

A  =  d  —  pq  <  q  —  1. 

D'ailleurs  A  sera  au  moins  égal  à  1 ,  l  n'étant  pas  primitif. 

Raisonnant  maintenant  comme  plus  haut  (n08  47  à  55),  on  trouvera  la  re- 
lation 

1.2...ç  =  0    mod  (e  +  A)(«  +  A-  1)...A, 
d'où  l'on  déduira,  dans  le  cas  le  plus  défavorable,  où  A  ==  1 , 

e  <g. 
On  aura  par  suite,  pour  la  limite  y(q)  de  la  somme  e+ A, 

(35)  tfa)<39-l.     . 

Oh  aura  d'ailleurs 

(36)  )(q)<q  -  t 


Vil 

100.  En  récapitulant  les  résultats  précédents,  on  voit  que  f{q)  aura 
pour  limite  supérieure  la  plus  grande  des  quantités  suivantes  : 

(37)  a=s.jh|/m  -}-5p  —  4    (f*  diviseur  de  q  et  >  1), 

(38)  A  +  q  -3,        (39)    q  +  lit,        (40)    ç  +  %, 

Ht  étant  le  maximum  de  l'expression 

«(«)  +  <?(*)  +  •••    (« -M  +  •••  =  0,  !>•£>'*>  ...j» 
et  %  le  maximum  de  l'expression 

«+<+.. ,=ç— *,  6>|y, 

(«)  "4,  («)  Sf-'iî 
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et  que  $(q)  aura  pour  limite  supérieure  la  plus  grande  des  quantités 

a-4,  4+111,  4  +  %,  q~\, 

pourvu  que  p  soit  supérieur  à  la  plus  grande  f(q)  des  quantités  suivantes  : 

A,  4+111,  i  +96,  Sq  +  2;  18,  ?(*)  («  =  4,2,  ...,?  — 4). 

401.  Or  il  est  aisé  devoir  que,  quelles  que  soient  celles  des  inégalités  pré- 
cédentes dont  on  se  serve  pour  déterminer  f(q)  et  ^  (7),  on  aura 

2  2 

« 

En  effet,  ces  inégalités  sont  satisfaites  pour  q  =  1  ;  et  nous  allons  montrer 
qu'elles  le  seront,  pour  une  valeur  quelconque  de  9,  si  elles  le  sont  pour  les 
valeurs  inférieures. 

En  effet,  on  aura 

(45)       A-l  =  rt(ï)+Jf-S<l»s|5!|ogJ  +  Fi+^-8 

^  ijs  q  ldg  q  +  q  -  Egi ,og  *  +  3(1  ~  2  <  ïsfâ  9  ,og  q  +  q' 

car  les  trois  termes  négligés  auront  évidemment  une  somme  négative,  sauf 
dans  le  cas  le  plus  défavorable  où  Ton  aura  fA=ç=2,  auquel  cas  la  somme 
s'annulera. 
On  aura,  d'autre  part, 

i+€rrc=i+çw+5pw  +  ...<i  +  j^(«iogf+Mog*+...)+2(«+<+..  ), 

et  comme  on  a  d'une  part  s -M +-...= g,  et  d'autre  part  log  s  <logg — log2, 
Iog*<logç— log2,  etc., 

(44)  i+m<i  +  ^log9-j^9log«  +  «g<E|1çlogç  +  g. 

En  troisième  lieu,  on  a    . 

(45)  l+%  =  4+*(*)+çW  +  .'..<i  +  j^ftIogft+d  +  j^5irlogf  +  ii+. 

<  1  +  i^2  Mog?  +  b  +  top*(,og?  ~ log2)  +  *  +  - 
2  2 

<1  +  *  +  top(*  +  *  +  ---)1°s?<9+j^?i<>g9- 

Enfin  il  est  clair  que  q  —  1  est  inférieur  à  cette  même  limite.  On  aura 

donc  nécessairement 

2 
+fa)  <  j^2  q  log  q  +  g. 
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D'ailleurs  les  limites  que  les  relations  (57),  (38),  (39),  (40),  (41),  (42) 
donnent  pour  y(q)  seront  évidemment  inférieures  à 

Enfin  f(q),  limite  inférieure  de  p,  sera  évidemment  égale  à  la  plus 
grande  des  quantités 

^qiogq  +  q  +  i,    3? -h  2,  18  (*). 

On  voit  d'ailleurs,  d'après  la  manière  dont  les  limites  ci-dessus  ont  été 
trouvées,  qu'elles  sont  trop  élevées.  En  serrant  la  question  de  plus  près,  on 
en  trouvera  de  plus  rapprochées,  pour  chaque  valeur  de  q. 

Nous  allons  en  donner  un  exemple. 


VIII 


102.  Proposons-nous  d'étudier  les  groupes  primitifs  qui  contiennent  une 
substitution  circulaire  d'ordre  p  à  2  cycles.  On  aura  par  suite  q  =  2. 

103.  Les  groupes  I,  I|f ...  étant  définis  comme  ci-dessus,  soit  Ir  le  premier 
groupe  transitif  de  cette  suite. 

On  peut  admettre  que  G  ne  contient  aucune  groupe  transitif  dérivé  de 
substitutions' semblables  à  A,  et  déplaçant  moins  de  lettres  que  Iftf^.  Sup- 
posons en  effet  que  Ton  eût  un  pareil  groupe  J.  Le  groupe  K  dérivé  de 
toutes  les  substitutions  semblables  à  À  qui  ne  déplacent  que  les  lettres  de  J 
sera  a  fortiori  transitif.  Soient  B'  celle  des  substitutions  d'ordre  p  dont  il 
est  dérivé  qui  déplace  le  moins  de  lettres  parmi  celles  que  À  ne  déplaçait 
pas  ;  C  celle  qui  déplace  le  moins  de  lettres  parmi  celles  que  À  et  B'  ne  dé- 
plaçaient pas;  etc.  ;  soient  de  plus  E'  celle  des  substitutions  d'ordre  p  con- 
tenues dans  G  qui  déplace  le  nombre  minimum  de  lettres  nouvelles,  autres 
que  celles  de  J  ;  etc.  Il  est  clair  que  la  suite  A,  B',  C,  ...,  E', ...  jouira  des 
propriétés  imposées  au  n°  i  à  la  suite  A,  B,  C, ...;  mais  elle  permettra  d'ar- 
river à  la  transitivité  après  adjonction  d'un  moindre  nombre  de  lettres 
nouvelles  à  celles  que  A  déplaçait. 

Or,  il  est  clair  qu'on  peut  admettre  que,  parmi  les  diverses  manières  de 
déterminer  la  suite  A,  B,  C, ...,  on  ait  choisi  dès  l'abord  celle  qui  permettait 

2 
(*)  On  peut  admettre  toujours  la  limite  : — 5  qlogq  +  q  -+■ 1.  En  effet,  si  ç>  5,  cette 

quantité  sera  supérieure  aux  deux  autres;  et  *i  q  <  5,  il  résulte  de  nos  recherches  que  la 
vraie  limite  de  p  est  égale  à  q  (Voir  la  section  suivante). 
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d'arriver  le  plus  tôt  à  la  transitivité.  Si  l'on  s'est  imposé  cette  condition, 
l'existence  de  la  nouvelle  suite  A,  B\  C, ...,  E', ...  sera  impossible. 

104.  1°  Si  If  n'est  pas  primitif,  ses  lettres  se  grouperont  en  systèmes  p 
à  fi;  et  p,  étant  >  1  et  divisant  q,  sera  égal  à  2.  Le  groupe  Ir_i  n'étant  pas 
transitif,  par  hypothèse,  ses  lettres  formeront  deux  classes.  Ceux  des  systè- 
mes de  deux  lettres  que  Ir_i  déplace  auront  une  de  leurs  letlres  dans 
chaque  classe.  Considérons  en  effet  Tune  de  ces  classes,  et  soit  p  +  «  le 
nombre  de  lettres  qu'elle  contient.  Le  groupe  partiel  formé  par  les  dépla- 
cements que  Ir_t  fait  subir  aux  lettres  de  cette  classe,  étant  dérivé  de  sub- 
stitutions circulaires  d'ordre  />,  sera  a  -+- 1  fois  transitif.  Si  donc  deux  de 
ces  lettres  a  et  b  appartenaient  à  un  môme  système,  Ir.t  contiendrait  une 
substitution  S  d'ordre p  permutant  ces  deux  lettres;  et  le  système  qui  les 
contient  n'étant  pas  déplacé  par  S,  les  p  lettres  contenues  dans  le  même 
cycle  de  S  appartiendraient  à  ce  système,  qui  contiendrait  ainsi  plus  de  deux 
lettres,  contrairement  à  notre  supposition. 

Donc  les  deux  classes  contiendront  le  même  nombre  de  lettres  ;  et  les 
substitutions  de  lr_t,  remplaçant  les  deux  lettres  de  chaque  système  par 
celles  d'un  même  système,  permuteront  de  la  même  manière  les  lettres  cor- 
respondantes des  deux  classes. 

105.  Si  a  =  0,  et  si  l'on  désigne  paiSp  -+-  k  le  nombre  des  lettres  de  6, 
soient  comme  précédemment  r  le  groupe  formé  par  les  puissances  de  À  ; 
%  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  G  qui  sont  permutables 
à  r  et  qui  permutent  exclusivement  entre  elles  les  k  lettres  nouvelles;  ses 
substitutions  seront  de  la  forme  XJ^  XtY„  ...,.Xlf  X„  ...  étant  des  substitu- 
tions entre  ces  k  lettres,  et  Ylf  Y„  ...  des  substitutions  entre  les  2/>  lettres 
de  A  ;  ces  dernières,  étant  permutables  à  r,  remplaceront  les  lettres  de 
chaque  cycle  par  celles  d'un  même  cycle.  On  verra  d'ailleurs  comme  pré- 
cédemment que  la  groupe Xt,X„  ...  contiendra  toutes  les  substitutions  pos- 
sibles entre  les  k  lettres  nouvelles. 

Soient  %'  le  groupe  formé  par  celles  des  substitutions  de  %  qui  ne  dé- 
placent pas  les  cycles  de  A;  X'Y',  X"Y", ...  ses  substitutions.  Il  est  clair  que 
leurs  premiers  facteurs  X', X", ...  formeront  un  groupe  contenu  dans 
(Xt,  Xs, ...)  et  renfermant  au  moins  la  moitié  de  ses  substitutions.  Donc  le 
groupe  (X',X", ...)  contiendra  le  groupe  alterné.  On  aura  d'ailleurs 
Y'  =  V'W,  Y"=V*"W", ...,  V,  f,  W", ...  étant  des  substitutions  de  même 
forme  qu'à  l'endroit  cité. 

Gela  posé,  si  *>  3,  le  groupe  alterné  (X',  X", ...)  contiendra  au  moins 
deux  substitutions  non  échangeables  entre  elles.  En  combinant  entre  elles 
lessubstitutions  correspondantes  de %',  on  obtiendra  une  substitution  qui 
se  réduit  à  la  forme  XW. 

Soient  x'w' *  x"w" , ...  les  substitutions  de  cette  forme  que  contient  %;  le 
groupe  (a/,  j*",  ...)  sera  évidemment  permutable  à  (Xt,  X„  ,..);  donc  il  con- 
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tiendra  des  substitutions  binaires  à  2  cycles  (il  en  contient  si  k  =  4  ;  et  si 
/;>£,  il  contient  le  groupe  alterné). 

Supposons  donc  que  x'  soit  une  substitution  binaire  à  2  cycles;  wf  étant 
d'ordre  p,  G  contiendra  (tfV)*,  substitution  binaire  à  2  cycles.  Hais  son 
degré  2p-f-&>  9;  donc  G  contiendra  le  groupe  alterné. 

Si  fc<5,  l'ordre  de  G  sera  0(2p-f-2)  ...  (2p-f-A),  0  étant  l'ordre  du 
groupe  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui  ne  déplacent  que  2p  lettres. 

106.  Il  resterait  à  discuter  l'hypothèse  a>0.  Mais  ce  cas  doit  être 
exclu.  En  effet,  Ir  étant  transitif,  parmi  les  substitutions  S,  T,  ...  d'ordre 
p  dont  il  est  dérivé,  il  en  est  une  S  qui  mêlera  dans  ses  cycles  les  lettres  des 
deux  classes.  Car  s'il  en  pouvait  être  autrement,  soient  a:,  y  les  deux  lettres 
nouvelles  contenues  dans  Ir  et  que  Ir_t  ne  déplaçait  pas.  Pour  que  Ir  fût 
transitif,  il  faudrait  qu'une  des  substitutions  S,  T, ...  contint  dans  un  de  ses 
cycles  x  et  des  lettres  de  la  première  classe,  et  dans  l'autre  y  et  des  lettres 
de  la  seconde  classe  ;  tandis  qu'une  autre  de  ces  substitutions,  U,  permu- 
terait x  avec  des  lettres  de  seconde  classe,  et  y  avec  des  lettres  de  première 
classe.  Mais  il  est  clair  que  T~1UT=  S  mêlerait  dans  ses  cycles  les  lettres 
des  deux  classes.  Donc  la  substitution  S  existe  nécessairement.  Elle  laisse 
immobiles  a-f-1  systèmes  de  lettres.  Soient  s  l'un  d'eux,  t  celui  de  ces 
systèmes  que  Ir_t  déplace,  mais  que  Ir-t  ne  déplaçait  pas  :  Ir- 1  contient 
une  substitution  T  qui  remplace  le  système  s  par  le  système  t,  sans  mêler 
ensemble  les  lettres  des  deux  classes;  T~lST  laissera  immobiles  les  lettres 
de  t,  tout  en  mêlant  encore  les  lettres  de  deux  classes.  En  l'adjoignant  à 
Ir_s,  on  obtiendra  un  groupe  J  ne  déplaçant  que  2p  -h  2a  lettres,  mais  tran- 
sitif; résultat  inadmissible  (103).  t 

107.  2°  Si  lr  est  primitif,  les  lettres  de  Ir_t  formeront  deux  classes,  con- 
tenant respectivement  p  -H  a  et  p  H-  (3  lettres. 

Si  a  >  2,  les  déplacements  que  lr_i  font  subir  auxjettres  de  la  première 
classe  formeront  un  groupe  alterné  (Sur  la  limite  de  transitivité  des  groupes 
non  alternés y  théorème  I);  et,  d'après  l'analyse  précédente,  G  contiendra  le 
groupe  alterné,  à  moins  qu'on  n'ait  «  =  (3,  et  que  les  substitutions  de  Ir_t 
ne  permutent  de  la  même  manière  les  lettres  correspondantes  des  deux 
classes. 

Soient  respectivement  a,...  apxx ...  xai  br..  bpy^ ...  t/«  ces  lettres  ;  x%y%  le 
dernier  couple  de  lettres  introduit  dans  le  passage  de  Ir_s  à  lr_i. 

Soit  z  la  nouvelle  lettre  introduite  dans  le  passage  au  groupe  suivant  Ir. 
Ce  groupe,  étant  transitif,  contiendra  une  substitution  S  qui  mêle  dans  ses 
cycles  les  lettres  des  deux  classes.  "Parmi  les  2a +i  lettres  qu'elle  laisse 
immobiles,  on  peut  admettre  que  se  trouve  Tune  des  deux  lettres  ar„,  y., 
par  exemple  t/«.  Car  si  elle  laissait  immobile  bv  il  suffirait  de  considérer  au 
lieu  de  S  sa  transformée  par  une  substitution  de  Ir-i  qui  remplace  b9  par  y«. 

Cela  posé,  si  S  mêlait  dans  ses  cycles  les  lettres  ai...apxi  ...x«_t  aux 
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lettres  6t...  b9yt...ym-u  il  est  clair  qu'en  l'adjoignant  à  Ir^t  on  aurait  un 
groupe  transitif,  de  degré  moindre  que  Ir,  résultat  inadmissible.  Donc  S 
devra  déplacer  xa  et  celui  de  ses  cycles  qui  contient  cette  lettre  ne  pourra 
renfermer  que  des  lettres  de  la  suite  bt...  bpyi...y9L_iz. 

Hais  si  z  faisait  partie  de  ce  cycle,  et  y  suivait  x«h  m  rangs  de  distance, 
par  exemple,  le  groupe  transformé  de  Ir.y  par  Sm,  ne  déplaçant  plus  z,  se- 
rait contenu  dans  1>1J  et  ces  substitutions  déplaceraient  x*  sans  déplacer  sa 
correspondante^.,  ce  qui  est  inadmissible. 

Il  faut  donc  admettre  que  le  premier  cycle  de  S  ne  contient  avec  x*  que 
des  lettres  de  la  suite  bv. .  bpyt...  y«_t.  Le  second  devra  contenir  z  avec  des 
lettres  de  cette  même  suite,  ou  des  lettres  de  l'autre  suite  ^...x*^. 

Hais  si  ce  cycle  contenait  z  avec  des  lettres  b{...  y«_i,  le  groupe  dérivé  de 
S  et  de  Ir_!  permuterait  d'une  manière  alternée  les  p-j-a-M  lettres 
bt...y%^{zx  dune  part,  les  p-f-«  —  1  letlres  a|...:r«_i  d'autre  part.  Ce 
groupe,  réduit  à  celles  de  ses  substitutions  qui  ne  déplacent  pas  ces  der- 
nières lettres,  permuterait  encore  les  autres  d'une  manière  alternée,  et  G 
qui  le  contient  serait  alterné. 

Donc  le  second  cycle  de  S  ne  contiendra  aucune  des  lettres  bt ...  y«_4; 
et  S  laissera  immobiles  a  de  ces  lettres.  Soit  s  Tune  de  ces  lettres  immo- 
biles; If_i,  étant  a -f- 1  fois  transitif,  contiendra  une  substitution  T  d'ordre 
p  qui  remplace  s  par  y*  ;  et  T~  lST,  qui  ne  déplace  pas  y«,  contiendra  dans  son 
premier  cycle  la  lettre  que  T  fait  succéder  à  a:«,  laquelle  est  de  la  suite 
at  ...#,_  i,  et  celles  que  T  fait  succéder  aux  autres  lettres  du  cycle,  lesquelles 
sont  de  la  suite  6t...y«_i  :  on  retombe  ainsi  sur  un  cas  où  l'impossibilité 
est  démontrée. 

108.  Il  faut  donc  supposer  a<$  2,  |3<  2.  D'ailleurs  Ir_i  ne  doit  contenir 
qu'une  lettre  de  plus  que  Ir_s,  sans  quoi,  les  lettres  de  ïr_i  se  groupant  deux 
à  deux  en  systèmes,  on  pourrait  appliquer  le  raisonnement  qui  précède. 

109.  Supposons  d'abord  a>0,  p>0;  et  soient  at ...  apxi  ...#«, 
bl...b9yi...  y*  les  lettres  des  deux  classes;  x«la  dernière  lettre  introduite. 
Le  groupe  Ir  contiendra  une  substitution  S  semblable  à  A  et  mêlant  dans  ses 
cycles  les  lettres  des  deux  classes.  Comme  elle  ne  déplace  que  2/>  lettres, 
elle  laissera  immobiles  a  H-  |3-f- 1  lettres  de  ces  classes*. 

Si  elle  laisse  immobile  une  lettre  de  la  première  classe,  on  peut  admettre 
que  c'est  ra;  mais  alors  il  est  clair  qu'en  adjoignant  Sa  Ir_8  on  obtiendrait 
un  groupe  transitif  contenu  dans  G,  dérivé  de  substitutions  d'ordre  p  et  dé- 
plaçant moins  de  lettres  que  Ir,  ce  qui  ne  peut  être,  par  hypothèse. 

Si  au  contraire  les  «  -f-  (3  H- 1  lettres  que  S  laisse  immobiles  appartiennent 
toutes  à  la  seconde  classe,  on  pourra  admettre  que  dans  le  nombre  se  trou- 
vent les  |9  lettres  yi$  ...,t/j  que  À  ne  dépjaçait  pas;  et  celles  des  lettres 
bt...b9  que  S  déplace,  en  nombre  p — a  —  1  (on  suppose  p>3et  a<$2), 
ne  pourront  former  un  cycle  à  elles  seules.  Si  l'une  de  ces  lettres  figure 
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dans  le  môme  cycle  de  S  que  l'une  des  lettres  at . . .  ap,  ce  cycle  ne  contiendra 
qu'une  partie  des  lettres  at...apt  et  les  autres  seront  contenues  dans  l'autre 
cycle.  Dès  lors  il  est  clair  que  le  groupe  dérivé  de  A  et  de  S,  qui  déplace 
moins  de  lettres  que  Ir,  serait  transitif,  résultat  inadmissible. 

Supposons  au  contraire  que  S  eût  un  de  ses  cycles  formé  des  lettres at ...  ap 
et  l'autre  des  lettres  zxi . . .  x*  j  ointes  à  des  lettres  b.  Le  groupe  Ir _  i  contient 
une  substitution  T  d'ordre  p  qui  déplacer*;  son  premier  cycle  sera  formé 
de  lettres  de  la  première  classe,  parmi  lesquelles  p  —  a  au  moins  seront  ries 
a  ;  son  second  cycle  contiendra  p  lettres  de  seconde  classe  ;  les  autres  reste- 
ront immobiles,  et  Ton  peut  admettre  que  yp  est  de  ces  dernières.  Mais 
alors  le  groupe  dérivé  de  S  et  de  T  sera  transitif,  quoique  déplaçant  moins 
de  lettres  que  Ir,  ce  qui  est  inadmissible. 

110.  Il  faut  donc  admettre  que  (3  =  0  ;  mais  alors  le  raisonnement  des 
n°*  65-64  montre  que  a  doit  être  nul  aussi  pour  que  lr  soit  primitif. 

111.  On  aura  donc  a  =(3  =  0;  et  l'on  eu»conclut,  comme  au  n°  105,  que 
si  2p  -f-  k  est  le  nombre  des  lettres  de  G,  on  aura  &<$  3.  De  plus,  Tordre  de 
G  sera  0(2^  -+-  1  ) . ..  (2/>  -+- k). 

On  aura  donc  dans  toua  les  cas  k  <  3. 

Notre  démonstration  suppose  que/;  est  supérieur  à  5.  Hais  on  s'assure 
aisément,  en  traitant  directement  le  cas  où  p  =  3,  qu'on  obtiendra  pour  k  la 
même  limite  5. 

112.  En  raisonnant  d'une  manière  analogue  sur  les  cas  où  Ton  a  q  =  3, 
4  ou  5,  nous  avons  obtenu  des  résultats  tout  semblables,  qui  peuvent  se 
formuler  dans  le  théorème  suivant. 

Tu  ko  rè  me.  —  Soit  q  un nombre  inférieur  à  6;  p  un  nombre  premier  quel- 
conque supérieur  à  q  ;  -Perdre  d'un  groupe  primitif  G  qui  contient  une  substi- 
tution d'ordre  p  àq  cycles  (sans  contenir  le  groupe  alterné)  ne  peut  dépasser 


Sur  un  problème  de  probabilités  ;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  30  avril  1875) 

Une  tige  se  brise  en  n  morceaux;  quelle  est  la  probabilité  que  ces  n  mor 
ceaux  soient  propres  à  former  un  polygone  fermé  ? 
Le  cas  le  plus  simple  de  ce  problème,  celui  où  le  nombre  n  est  égal  à  3, 

1 
a  été  traité  par  M.  Lemoine,  qui  a  trouvé  ^  pour  la  probabilité  demandée. 

Chaque  événement  possible  est  caractérisé  par  les  longueurs  xt, .?,,  ..., 
jrB_t,  a  —  (.i4 -t- t, -*-... -4- .*'R— i),  des  n  morceaux  dans  lesquels  se  répare 
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la  tige.  A  de  longueur  a.  On  fait  l'hypothèse  que  ces  morceaux  peuvent 
acquérir  toutes  les  longueurs  de  0  à  a,  et  que  la  probabilité  de  chaque 
événement  est  la  même  ;  c'est-à-dire  que  la  probabilité  de  l'événement 
[xt,  xit  ...,  #n_i,  a —  (xt  -H  ...H-#»-i)]  est  indépendante  de  xiy ...,  *»_ t. 

Prenons  une  autre  tige  B  de  môme  longueur  a,  supposons  que  n  —  1 
points  s'y  placent  au  hasard,  et  qu'on  la  brise  en  ces  n  —  1  points.  La  pro- 
babilité d'obtenir  de  cette  façon  n  morceaux  donnés,  et  disposes  dans  un 
ordre  donné  sur  la  tige,  est  évidemment  indépendante  des  longeurs  de  ces 
morceaux  et  de  leur  ordre.-  Car  ce  n'est  pas  autre  chose  que  la  probabilité 
que  les  n  —  1  points  se  placent  en  n  —  1  positions  données  sur  la  tige.  Or 
cette  probabilité  ne  dépend  pas  de  ces  positions,  puisque  les  points  se  placent 
au  hasard.  Par  suite,  la  probabilité  d'obtenir,  avec  la  tige  B,  n  morceaux 
donnés,  indépendamment  de  leur  ordre  sur  cette  tige,  est  égale  à  4 .2.5.  ..n  fois 
cette  dernière  probabilité;  c'est-à-dire  qu'elle  est  constante.  D'ailleurs,  sur 
la  tige  B,  les  morceaux  peuvent  acquérir  toutes  les  longueurs  de  0  à  a.  Donc 
la  probabilité  de  chaque  événement  [xt,xt,  ...#„_!, a —  (#1+  ...-+-  #»-i)J 
est  la  même  avec  les  tiges  À  et  B. 

Pour  que  les  n  morceaux  d'une  tige  soient  propres  à  former  un  polygone, 
il  faut  et  il  suffit  que  chacun  dieux  soit  inférieur  à  la  moitié  de  la  tige.  Il 
sera  plus  simple  de  considérer  l'événement  opposé,  et  de  chercher  la  proba- 
bilité pour  qu'un  morceau  soit  supérieur  à  la  moitié  de  la  tige,  condition 
qui  ne  peut  être  réalisée  que  par  un  seul  morceau  à  la  fois.  • 

Il  est  clair  que  cette  probabilité  est  la  même  pour  les  tiges  À  et  B, 

Supposons  maintenant  n  —  \  autres  tiges  BjjBj,  ...,B»_i,  sur  chacune 
desquelles  n —  1  points  se  placent  de  la  façon  suivante.  Quand,  sur  la  tige 
B,  les  morceaux  sont,  en  tenant  compte  de  leur  ordre,  à  partir  d'une  extré- 
mité déterminée,  xu  x„  ...,  zn,  ils  seront  les  mêmes  sur  les  autres  tiges, 
mais  dans  l'ordre  suivant  à  partir  d'une  extrémité  déterminée  sur  chaque 
•if}^ y  sur  Dj .  x^f  '*s,  •••>  ^n»  **"i  >  sur  Uj  i  x%,  ^4,  •••?  n>  i>  2  *  sur  B|  •  •<<> 
Zi+i,  *r«»  'i> ...»  ^-iî  etc.  On  voit  immédiatement  que,  sur  chacune  de  ces 
tiges,  considérée  isolément,  les  n — 1  points  se  placent  au  hasard.  Par 
suite,  pour  chacune  de  ces  tiges,  la  probabilité  de  l'événement  dont  il  s'agit 
est  la  même  que  pour  B  et  A. 

Chaque  fois  qu'un  des  morceaux  est  plus  grand  que  -y  il  y  une  des  tiges 

B,  Bn  ...,  Bn_i  et  une  seule,  sur  laquelle  le  morceau  ayant  l'origine  pour 

extrômilé  est  supérieur  à  5.  Par  suite,  la  probabilité  cherchée  est  égale  à 

n  fois  celle  que,  sur  une  tige  B,  où  n —  1  points  se  placent  au  hasard,  le  seg- 
ment qui  contient  upe  extrémité  donnée  soit  supérieur  à  la  moitié  de  la  tige. 
Pour  que  cet  événement  se  produise,  il  faut  et  il  suffit  que  les  n  —  1 
points  se  placent  dans  la  moitié  de  la  tige  contenant  l'autre  extrémité.  Pour 
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1 
qu'un  point  donné  s'y  place,  la  probabilité  est  5  •  Pour  qu'ils  s'y  placent 

4 

tous,  la  probabilité  est  ôïzri* 

La  probabilité  cherchée  est  donc  ^rr»  et  celle  de  l'événement  opposé, 


n 

■  1 


qui  fait  l'objet  du  problème  proposé,  est  1  — ^-^ 

Le  même  problème  peut  être  également  résolu  par  un  calcul  assez  simple. 
L'hypothèse  est  que   la  probabilité  de  l'événement   [;rj,  xt> ...,  #»_i, 
a  —  (xl-\-xi-+- ...  -h^n-O]  es*  indépendante  de^,  #„  ...,£*- 1. 
Elle  est  donc  de  la  somme 

dxidxt. .  .dxn—i 

À  étant  une  constante  que  nous  allons  déterminer. 
Posons 

Xi  -+-  Xt  -f-  X5  -H  •••  -H  £»— 1  =  $«— 1, 
^4  -h  X,  -H  ..•  -h  £»-s  =  Sn— ti 


•!»£  "t"  *Cj  — —  ûj. 

.rt,  Xj,  ...,  #„_,  étant  donnés,  xn^t  peut  varier  dans  toute  l'étendue  des 
valeurs  qui  rendent  xn  =  a —  S._i  positif,  c'est-à-dire  de  0  à  a— S».,; 
de  même,  xiyx„  ...,.rg_5 étant  donnés,  #„_,  peut  varier  de  0  à  a — S«_s;  etc. 
En  sorte  que  l'on  aura  tous  les  cas  possibles  en  faisant  varier  :  xn_t  de  0  à 
S»_t,  #„_!  de  0  à  a  —  S„_5, ...,  xt  de  0  à  a.  —  xi9  et  ^  de  0  à  a.  Tous  les 
cas  seront  répétés  1.2.3  ^..n  fois.  Par  suite,  si  l'on  intègre  la  différentielle 
ci-dessus  entre  ces  limites,  on  aura  la  probabilité  totale  de  tous  les  événe- 
ments possibles,  c'est-à-dire  l'unité,  répétée  1.2.3 ...  n  fois. 
On  a  d'ailleurs  : 


1 


1.2.3..  .(n— 1) 


Par  suite,  A  —  ?-«-* î4t4 — ; tt* 

1.2.3.. .  71.1/2.3..  .(n— 1) 

Pour  chercher  la  probabilité  d'un  événement  défini  par  des  limites  spé- 
ciales attribuées  aux  variables,  on  intégrera  la  différentielle  (Lctdrt  ...dxn_{ 
entre  les  limites  convenables.  Soit  X  cette  intégrale.  Si,  par  le  procédé  suivi, 

X 

chaque  cas  est  répété  M  fois,  la  probabilité  cherchée  sera  vrr . 
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Si  l'on  demande  la  probabilité  qu'un  morceau  soit  supérieur  à  a,  on  fera 

varier  x,i_i,  #„_*, ...,  xt  entre  les  mêmes  limites  que  précédemment,  etxt 

de  x  à  a.  Chaque  événement  est  alors  répété  i .2.3 ...  (n  —  1)  fois.  Donc  la 

X  1  2  .  n 

probabilité  cherchée  est  .  0  w — -. jr-k  =    '  X.  Mais  on  a  ici  : 

\  .z.o,.,\n — 1JA         #n— i 


X=   l    dxt  j  idx8  I  *dxt...  I  n~-*dxH-i 


Ja      !  1.2.3...(ii— 3)     •  2»-1i.2.3...(n— 


—     i 


La  probabilité  cherchée  est  donc  $ — ,  ainsi  qu'on  l'a  trouvé  précédcm- 


ment. 


Démonstration  de  la  proposition  de  Steiner  relative  à  (enveloppe  de  la  droite 

de  Simson;  par  M.  H.  Brocard. 

(Séance  du  50  avril  1873) 

1.  On  doit  à  Th.  Simson  la  proposition  suivante  : 

Les  projections  des  points  de  la  circonférence  d'un  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  sur  les  trois  côtés  de  ce  triangle  sont  en  ligne  droite. 

Steiner  a  montré  le  premier  que  : 

L  enveloppe  de  cette  droite  est  une  hypocycloide  régidière  à  trois  rehausse- 
ments. 

La  démonstration  de  cette  proposition  remarquable  a  été  donnée  par 
M.  Ferrcrs  et  par  M.  P.  Serret. 

Je  n'ai  pas  eu  connaissance  du  travail  de  M.  Ferrers,  et  j'ai  cherché  de 
mon  côté  une  démonstration  de  ce  théorème.  Celle  que  je  présente  aujour- 
d'hui m'a  paru  très-simple,  et,  pour  ce  fait,  je  l'avais  déjà  communiquée  à 
M.  Gérono. 

Soient  A,  B,  C  les  sommets  du  triangle  (fig.  t),  H  le  point  de  rencontre 
des  hauteurs,  M  un  point  du  cercle  circonscrit,  D,  E  les  projections  de  ce 
point  sur  les  côtés  AB,  AC  (nous  supprimons  le  troisième  côté  pour  simpli- 
fier la  figure)  ;  DE  sera  la  position  de  la  droite  de  Simson,  ou  ligne  pédale, 
correspondant  au  point  M. 

On  sait  que  le  milieu  I  de  Mil  se  trouve  sur  DE(*j.  Le  lieu  du  poi    r, 

(*)  Cette  proposition  fait  1  objet  de  la  question  708,  Nouvelles  Annales,  2°  série,  t.  IV  ' 
p.  177. 


« 
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quand  le  point  M  varie,  est  donc  la  figure  semblable  au  cercle  BAC  M,  le 
centre  de  similitude  étant  le  point  H,  et  le  rapport  de  similitude,  [.  Ce  lien, 
est  donc  un  cercle,  et,  comme  il  passe  par  les  milieux  des  segments  HA,  HB, 
HC,  il  se  confond  avec  le  cercle  des  neuf  points. 

Remarquons  enfin  que  si  le  point  1  se  projette  sur  AC  au  point  I',  on 
aura  01'  =  El'  ;  la  recherche  de  l'enveloppe  de  la  droite  DE  est  donc  ra- 
menée à  la  question  suivante  : 

Étant  données  une  circonférence  fixe  et  une  droite  fixe  OC  qui  la  coupe  an 
point  0,  on  projette  un  jmnt  1  de  la  circonférence  sur  la  droite  OC  en  I,  e 
ton  prend  l'E  =  l'O.  Trouver  V enveloppe  de  la  droite  EL 


-  ci  ci'e 


\ 


Fig.  3. 


Fig.  4. 


2.  Soient  (fig.  4)  U  le  centre,  1}I  =  0U  =  a  le  rayon  de  la  circonférence, 
U'  la  projection  de  U  sur  El.  Menons  par  U  une  parallèle  US  à  OE  et  par  0 
une  perpendiculaire  OL  à  OE.  Désignons  par  a,  0,  y,  $  les  angles  IUS,  UOL, 
U'UI  et  Oir  =  riE.  Prenons  sur  la  tangente  1T  au  cercle  en  I,  à  partir  du 
point  l,  un  élément  U  projeté  en  l'J'  sur  OE,  puis,  à  partir  de  E,  EE'  =  21T, 
et  joignons  E'J  qui  coupe  El  en  un  certain  point  N  dont  la  position  limite 
est  le  point  de  contact  de  IE  avec  son  enveloppe.  Soient  m,  n  les  segments 
NE,  NI.  On  a 

EE'  =  2I'J', 


m  _  EF  _   EE'  cos  $      EE'  cos  $  sin  *  __  2  cos  *  sin  « 


U  sin  9 


l'J'      sin  9 


sin  y 


d'où  l'on  tire 


Mais 
0» 


(m  +  n)  sin  *  =  û(sin  6  -f  cos  a), 


sin  8  -h  cos* 

11  =  2a s,n *  2sin2*sina  +  2sin*sin? 


$  =  a-+-<p,     2$=  90*  +  6  —  a; 


15 
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donc 

n  =  LN  =  2a  sin  9  =  ÎIU'. 

Ainsi  le  point  N  est  déterminé  par  l'intersection  de  1E  avec  la  circonfé- 
rence égale  à  la  première  et  tangente  au  point  I. 

3.  Soit  Uâ  le  centre  de  cette  circonférence,  situé  sur  la  droite  IU.  Elle  est 
tangente  à  une  circonférence  ayant  U  pour  centre  et  un  rayon  triple.  L'angle 
IU4N  est  double  de  U'UI  ou  de  ?.  Hais,  des  deux  relations  (1),  on  déduit 

2*  =  90°  4-  6  —  5x. 

L'angle  2?  est  donc  fonction  de  5a.  Ainsi  le  point  N  appartient  h  Yhypo- 
cycloïde  régulière  à  trois  rebroussements  engendrée  par  un  point  de  la  cir- 
conférence d'un  cercle  égal  au  cercle  des  neuf  points,  roulant  à  l intérieur 
d'un  cercle  de  rayon  triple,  concentrique  au  cercle  des  neuf  points  du  triangle 
proposé. 

4.  Pour  chaque  triangle  donné,  il  y  a  un  angle  0  différent;  c'est  de  cet 
angle  seul  que  dépend  l'orientation  de  l'hypocycloïde. 

Cet  angle  0  joue  le  rôle  de  paramètre  d'orientation. 

Les  angles  aigus  formés  par  les  trois  axes  de  la  courbe  avec  OE  ont  pour 

valeurs 

w,  120°  — o,  G0°  —  o>, 

avec 

26 


Mémoire  sur  la  détermination  des  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre; 

par  M.  Halphen  (*). 

(Séance  du  19  mars  1875) 


DEUXIEME  PARTIE 

I.    —   DROITES-CONIQUES    DANS   I.KS   COMPI.F.XFS   l'LAXS    DE   CONIQUES. 

Je  donne  le  nom  de  complexe  plan  de  coniques  à  l'ensemble  de  ces  cour- 
bes qui  satisfont  à  des  conditions  données  en  nombre  inférieur  à  4.  Le 
nombre  de  ces  conditions  sera  lyordre  du  complexe.  Je  désignerai  habituel- 
lement un  complexe  par  une  lettre  entre  parenthèses,  affectée  d'un  indice 
égal  à  son  ordre.  La  même  lettre,  sans  parenthèses,  désignera  une  conique 
de  ce  complexe.  Ainsi  Cs  sera  une  conique  appartenant  à  un  complexe  du 
3m0  ordre  (G5). 

(*)  Voir,  pour  la  première  partie,  même  tome,  p.  130. 
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Un  complexe  du  5me  ordre  peut,  d'une  infinité  de  manières,  être  formé 
par  une  série  de  systèmes.  Tous  ces  systèmes  peuvent  contenir  des  droites- 
coniques,  et  quelques-unes  d'entre  elles  peuvent  rester  les  mêmes  dans  tous 
les  systèmes.  Soit  Dj  une  de  ces  dernières,  et  D,  une  droite-conique  variant 
avec  le  système  considéré.  Il  y  a,  dans  le  complexe,  un  nombre  fini  de 
droites  telles  que  Dâ,  et  une  série  de  droites  telles  que  D2,  enveloppant  une 
ligne  (D,).  En  outre,  il  peut  arriver  que  quelques-uns  des  systèmes  variables 
contiennent  des  droites-coniques  de  plus.  Soit  Dj  une  de  ces  droites.  Il  y  a, 
dans  le  complexe,  un  nombre  fini  de  droites  telles  que  Dj. 

Un  complexe  du  5IU8  ordre  (G3)  peut  donc  contenir  à  la  fois  des  droites^ 
coniques  isolées  ou  de  lre  espèce,  telles  que  Dâ  ou  DJ,  et  des  droites  coniques, 
telles  que  D,,  enveloppant  une  ligne,  ou  de  2me  espèce. 

Pour  engendrer  un  même  complexe  (C5),  on  peut  choisir  les  systèmes  gé- 
nérateurs de  telle  manière  que  les  droites-coniques  de  lre  espèce  soient  toutes 
d'un  seul  type,  Dt  ou  D^,  à  volonté.  Par  exemple,  le  système  des  coniques 
C3  qui  passent  en  un-  point  ne  contient  aucune  des  droites-coniques  isolées 
de  (Cs),  à  moins  que  le  point  choisi  ne  soit  sur  une  de  ces  droites.  En  le  fai- 
sant mouvoir  sur  une  ligne  continue,  on  détermine  une  suite  de  systèmes 
qui  engendrent  (C-).  Dans  ce  mode  de  génération,  toutes  les  dioites-coniques 
de  lrc  espèce  de  (C3)  appartiennent  au  type  DJ. 

Au  contraire,  en  engendrant  le  complexe  (C5)  par  des  systèmes  de  coni- 
ques Cj  tangentes  à  une  série  de  droites,  on  range  toutes  ces  droites-coniques 
dans  le  type  Dt,  ainsi  que  je  vais  le  prouver.  Si  le  contraire  a  lieu,  une 
droite-conique  D  de  lre  espèce  de  (C5)  n'appartient  pas  au  système  des  coni-j 
ques  C-  tangentes  à  une  droite  arbitraire.  C'est-à-dire  que,  parmi  les  coniques 
Cs  infiniment  voisines  de  D,  il  n'y  on  a  aucune  dont  le  sommet  soit  infini- 
ment voisin  de  la  droite  arbitraire.  Donc  chacun  des  deux  sommets  de  ces 
coniques  est  infiniment  voisin  d'une  position-  limite  qu'il  atteint  quand  la 
conique  se  réduit  ù  D.  On  exprime  cette  propriété  en  disant  que  les  sommets 
de  la  droite-conique  D  sont  déterminés.  Soit  a  l'un  de  ces  sommets.  Le 
système  (S)  des  coniques  C-,  tangentes  à  une  droite  quelconque  L  menée 
par  a,  contient  la  droite-conique  D.  Le  système  (S')  des  coniques  C-,  tan- 
gentes à  une  droite  arbitraire  L',  ne  passant  pas  en  a,  ne  la  contient  pas. 
Soit  v  la  2me  caractéristique  de  ce  système  (S').  Pour  qu'il  y  ait  moins  de  v 
coniques  de  ce  système  tangentes  à  une  droite  L",  il  faut  que  cette  dernière 
passe  en  un  sommet  d'une  droite-conique  de  (S'),  et  cette  condition  est  suf- 
fisante. D'autre  part,  le  système  (S)  a,  pour  2me  caractéris'ique,  un  nombre 
inférieur  à  y.  Il  y  a  donc  moins  de  v  coniques  G-  tangentes  à  L  et  à  L'.  Or 
cela  est  impossible,  puisque  la  droite  L  est  une  droite  quelconque  menée 
par  a,  et  que,  par  suite,  elle  ne  passe  pas  en  un  sommet  d'une  droite-co- 
nique du  système  (S').  L'hypothèse  est  donc  impossible.  Donc  tous  les 
systèmes  tels  que  (S')  contiennent  toutes  les  droites  coniques  du  complexe. 
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Comme  conséquence  de  cette  propriété,  on  voit  que,  sur  une  droite-co- 
nique de  2me  espèce,  les  deux  sommets  sont  déterminés,  tandis  que, 
sur  une  droite-conique  de  \n  espèce,  ces  pomls  renferment  une  arbitraire. 

Soit,  par  exemple,  le  complexe  des  coniques  tangentes  à  3  courbes  A4,  ASÎ  A5. 
Les  tangentes  à  Tune  de  ces  courbes,  At,  sont  des  droites-coniques  de 
2mc  espèce,  dont  les  sommets  sont  sur  les  deux  autres.  Les  tangentes  com- 
munes à  deux  d'entre  elles  sont  des  droites-coniques  de  lre  espèce,  dont  un 
sommet  est  sur  la  troisième  et  l'autre  arbitraire.  Le  môme  complexe  con-  ' 
tient  encore  un  autre  groupe  de  droites-coniques.  Ce  sont  les  droites  qui 
passent  par  un  point  d'intersection  de  deux  des  trois  courbes.  Ce  sont  des 
droites-coniques  de  2mn  espèce.  Parmi  ces  droites,  celles  qui  sont  tangentes 
à  la  3me  courbe,  tout  en  appartenant  à  une  série  de  droites-coniques  de 
2me  espèce,  peuvent  être  considérées  comme  étant  de  la  tre  espèce,  attendu 
quelles  ont  un  sommet  indéterminé. 

Par  des  raisonnements  analogues,  on  est  conduit  à  distinguer,  dans  un 
complexe  du  2mo  ordre,  trois  espèces  de  droites  coniques  :  la  1",  formée 
de  droites  isolées,  dont  les  sommets  sont  arbitraires  ;  la  2ine,  formée  de 
droites  enveloppant  une  ligne,  et  dont  les  sommets  contiennent  une  arbi- 
traire; la  5N",  embrassant  toutes  les  droites  du  plan  ;  sur  chacune  de  ces 
droites,  les  sommets  sont  déterminés.  * 

Dans  un  complexe  du  1er  ordre,  on  distinguera  deux  espèces  de  droites 
coniques:  lalre,  formée  de  droites  enveloppant  une  ligne  et  dont  les  som- 
mets sont  arbitraires;  lu  2>ue,  embrassant  toutes  les  droites  du  plan;  sur 
chacune  de  ces  dernières,  les  sommets  contiennent  une  arbitraire. 

Dans  la  lre  partie  de  ce  mémoire  (p.  140),  on  a  eu  lieu  de  considérer  des 
conditions  telles  qu'une  droite  quelconque  du  plan,  prise  pour  une  conique, 
y  satisfait.  Une  telle  condition  définit  un  complexe  du  icr  ordre  contenant 
des  droites-coniques  de  2,nc  espèce.  Le  nombre  b  ou  /3,  défini  dans  l'endroit 
cité,  est  précisément  le  nombre  des  seconds  sommets  qui  correspondent, 
sur  une  de  ces  droites-coniques,  à  un  premier  sommet  donné.  Ce  nombre 
est  nul,  si  le  complexe  ne  contient  que  des  droites  coniques  de  lre  espèce. 
Par  exemple,  le  complexe  des  coniques  normales  à  une  courbfc  donnée  con- 
tient la  2me  espèce  de  droites-coniques  :  un  de  leurs  sommets  est  sur  la 
courbe  donnée,  et  le  nombre  j3  est  égal  au  degré  de  cette  courbe.  Le  même 
complexe  contient  aussi  la  lr<  espèce  de  droites-coniques;  ce  sont  les  nor- 
males ù  la  courbe  donnée. 

Toutes  ces  circonstances  s'expliquent  d'elles-mêmes  par  la  remarque  sui- 
vante :  les  coniques  d'un  complexe  (C„)f  pour  lesquelles  le  rapport  des  axes 
est  un  nombre  donné  s,  contiennent  (4  —  n)  arbitraires.  Il  y  a  donc  (4  —  n) 
arbitraires  dans  la  position  d'un  de  leurs  axes  et  des  sommets  de  cet  axe. 
Si  toutes  ces  arbitraires  subsistent  dans  la  position  de  cet  axe,  les  sommets 
y  sont  déterminés.  Si  Taxe  ne  contient  que  (3 — n)  arbitraires,  les  sommets, 


situés  sur  un  de  ces  axes,  renferment  une  arbitraire.  Si  Taxe  ne  contient 
que  (2  —  n)  arbitraires,  les  sommets  y  sont  indéterminés.  Ces  considérations 
sont  applicables  au  cas  où  s  est  nul,  c'est-à-dire  quand,  au  lieu  de  coni- 
ques ordinaires,  il  s'agit  de  droites-coniques. 

II.    —  DROITES-CONIQUES  DANS  UN   SYSTÈME  COMMUN  A   DEUX  COMPLEXES. 

Soient  (Ct), (C,)  deux  complexes  du  premier  et  du  troisième  ordre.  L'en- 
sembledes  conditions  qui  les  déterminent  équivaut  à  h  conditions,  en  sorte 
qu'il  existe  un  système  de  coniques  communes  à  ces  deux  complexe*.  Dé- 
signons, suivant  les  notations  de  H.  Chasles,  par  : 

N(C3,2/>)  =  p,    N(C5,ipJd):=o,    N(C3,2d):=T, 

• 

le  nombre  des  coniques  du  complexe  (C-)  qui  passent  par  2  poinls,  ou  pas- 
sent par  un  point  et  touchent  une  droite,  ou  touchent  2  droites.  Les  carac- 
téristiques des  deux  systèmes  (CsJj»)  et  (C5,lrf)  sont  respectivement  pt*  et 
cr,r.  Par  suite,  a  et  p  étant  deux  nombres  ne  dépendant  que  du  complexe 
C|,  on  a  : 

N(C„  C5,  \p)  =  «p  -f  P<x;    N(Ct,  Cs,  \d)  =  a*  +  ?r. 

Ces  deux  nombres  sont  les  caractéristiques  /*,  v  du  système  (Clf  C,)  des  co- 
niques communes  aux  deux  complexes.  Par  suite,  la  voleur  totale  des  droites- 
coniques  de  ce  système  est  : 

2a  —  v  =  a(2p  —  o)4- p(2<r  —  t).   * 

Les  deux  nombres  (2p  —  *)  et  (2<r  — t)  sont  les  valeurs  totales  des  droites- 
coniques  des  deux  systèmes  (C5,1p)  et  (Cj,M).  Cette  égalité  exprime  ainsi  un 
théorème  facile  à  énoncer. 

Les  droites-coniques  du  système  (C^C,)  ont  trois  provenances  différentes  : 
1°  Elles  sont  de  1"  espèce  dans  C,,  ce  qui  exige  qu'elles  soient  en  même 
temps  de  2me  espèce  dans  (Câ),  si  les  deux  complexes  sont  entièrement 
indépendants  l'un  de  l'autre  ;  2°  elles  sont  de  2me  espèce  dans  Cj  et  de  lro 
dans  (CJ  ;  3°  elles  sont  de  2me  espèce  dans  les  deux  complexes. 

Si  le  complexe  (Ctj  ne  contient  pas  de  droites-coniques  de  2mn  espèce,  il 
n'y  a,  dans  le  système  (CpCj)  que  des  droitcs-coni«juesde  2me  espèce  de  (C5). 
Dans  les  deux  complexes,  les  droites-coniques  à  considérer  enveloppent  des 
ligues,  en  sorte  que  les  droites-coniques  du  système  sont  des  tangentes 
communes  ;'i  ces  deux  lignes.  Dans  ce  cas,  d'après  une  remarque  déjà  faite, 
le  nombre  (3  est  nul,  et  la  valeur  totale  des  droites-coniques  du  systèr.e 
(C^C.)  est  simplement  :  a(2o  —  a).  Celte  propriété  n'est  qu'un  cas  particulier 
de  In  proposition  suivante  : 
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Dans  un  système  de  coniques  commun  à  deux  complexes  du  1er  et  du 
3me  ordre  (Ct),  (C3),  la  valeur  totale  des  droites-coniques  provenant  des  droites- 
coniques  de  lr0  espèce  du  complexe  (Ct),  est  le  produit  d'un  nombre  ne  dé- 
pendant que  de  ce  complexe  par  la  valeur  totale  des  droites-coniques  du 
système  (C^,\p)\  et,  plus  généralement,  si  les  droites-coniques  de  lre  espèce 
du  complexe  (i\)  forment  plusieurs  séries  distinctes,  la  valeur  totale  des  droi- 
tes-coniques du  système,  qui  proviennent  d'irne  de  ces  séries,  est  de  la  même 
forme. 

Je  vais  démontrer  cette  importante  proposition. 

Pour  y  parvenir,  je  considérerai  une  droite-conique  du  système  (CpC,), 
qui  soit  de  ire  espèce  dans  (G,),  et  je  chercherai  sa  valeur.  J'emploierai,  à 
cet  effe!,  le  résultat  énoncé  dans  la  \r*  partie  (page  157)  :  Soit  D  cette 
droite-conique;  je  prendrai,  sur  une  droite  arbitraire  A,  un  point  a,  à 
distance  infiniment  petite  du  iPr  ordre  de  I)  ;  je  chercherai  les  coniques  in- 
finiment aplaties  du  système  (CpC.)  qui  interceptent  sur  A  des  segments 
dont  les  milieux  soient  en  a,  et  je  ferai  la  somme  des  ordres  des  carrés  de 
ces  segments.  Cette  somme  sera  la  valeur  de  la  droite  conique  D  dans  le 
système  (C,,^). 

Considérons  d'abord  séparément  les  coniques  du  complexe  (C3)  qui  inter- 
ceptent sur  A  des  segments  dont  les  milieux  soient  en  a.  Elles  forment  un 
système  (S),  dont  les  droites-coniques  sont  les  droites-coniques  de  fc2mo  es- 
pèce de  (C5),  passant  en  a,  c'est-à-dire  les  tangentes  menées  de  a  à  l'enve- 
loppe de  ces  droites.  Considérons  l'une  de  ces  tangentes,  et  soit  a!  le  point 
où  elle  coupe  une  droite  A'  parallèle  i\  A.  La  droite  aa'  est  une  droite-coni- 
que du  système  (S).  Si  l'on  prend  sur  A'  un  point  m,  il  y  a  un  certain 
nombre  de  coniques  du  système  (S)  qui  interceptent  sur  A'  des  segments  dont 
les  milieux  soient  en  m;  et,  si  m  est  à  une  distance  infiniment  petite  du 
i*r  ordre  de  a',  un  certain  nombre  de  ces  coniques  sont  infiniment  aplaties. 
Soit  a  Tordre  du  carré  du  segment  intercepté  par  l'une  d'elles;  la  somme 
des  nombres  tels  que  a  est,  d'après  le  principe  rappelé  plus  haut,  la  valeur 
de  la  droite-conique  aa'  dans  le  système  S. 

Le  point  a  a  été  pris  à  distance  infiniment  petite  du  1"  ordre  de  la  droite 
1),  qui  est  une  tangente  à  l'enveloppe  des  droites-coniques  de  2ule  espèce  de 
C3.  Une  des  tangentes  à  cette  enveloppe,  issues  du  pointa,  fait  un  angle  in- 
finiment petit  du  l|,p  ordre  avec  D.  Soit  aa'  celte  tangente  :  les  deux  points 
a  et  a!  sont  respectivement  à  distance  infiniment  petite  du  1er  ordre  des 
points  A  et  A',  où  1)  rencontre  A  et  A'. 

Construisons  une  courbe  plane  qui  représente  la  liaison  existant  entre  la 
position  du  point  m  sur  Af  et  le  segment  <r  intercepté  sur  la  même  droite 
par  une  conique  du  système  (S),  le  milieu  de  ce  segment  étant  eu  m.  Pour 
cela,  prenons  À'w  et  a*  pour  les  coordonnées  (x,  y)  de  cette  courbe  (P).  La 
droite  aa'  étant  une  droite-conique  du  système,  l'ordonnée  y  de  la  courbe 
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(P)  s'annule  quand  le  point  m  vient  en  a',  c'est-à-dire  quand  x  devient 
égal  à  AV.  Ainsi  la  courbe  (P)  passe  au  point  de  l'axe  des  x  dont  l'abscisse 
est  A'a',  longueur  infiniment  petite  du  1er  ordre;  et  de  ce  point  parlent  di- 
verses branches  de  courbe.  Pour  chacune  de  ces  branches,  l'abscisse  étant 
infiniment  petite  du  1er  ordre,  l'ordonnée  est  infiniment  petite  d'un  ordre 
*  égal  à  l'un  des  nombres  a. 

Prenons  une  conique  dans  le  système  (S),  interceptant  sur  A'  un  segment 
de  milieu  m  ;  et  considérons  les  coniques  du  complexe  (Ct)  qui  la  touchent 
aux  extrémités  du  diamètre  am.  Ce  diamètre  est  commun  à  toutes  les  co- 
niques ainsi  construites  et  à  la  conique  du  système  (S)  considérée.  En  faisant 
varier  cette  dernière,  les  autres  coniques  forment  un  système  (S'),  et 
chacune  d'elles  touche,  aux  extrémités  du  diamètre  mené  par  a,  une  co- 
nique du  système  (S).  Deux  telles  coniques  seront  dites  conjuguées.  Si  deux 
coniques  conjuguées  interceptent  des  segments  égaux  sur  A',  elles  coïn- 
cident. 

En  cherchant  donc  les  couples  de  coniques  conjuguées  des  systèmes  (S) 
et  (S')  qui  interceptent,  sur  A',  des  segments  égaux,  on  trouvera  les  coni- 
ques du  système  (Ct,Cs)  qui  interceptent,  sur  la  droite  A,  des  segments  dont 
les  milieux  sont  en  a.  Pour  l'objet  que  Ton  se  propose  ici,  il  faut  chercher 
celles  de  ces  coniques  qui  sont  infiniment  aplaties,  et  faire  la  somme  des 
ordres  des  carrés  des  segments  qu'elles  interceptent  sur  A,  ou  sur  A'. 

Pour  qu'à  une  conique  du  système  (S),  ayant  la  droite  am  pour  diamètre 
conjugué  de  la  direction  de  A,  soit  conjuguée  une  conique  infiniment 
aplatie  du  système  (S'),  il  faut  et  il  suffit  que  la  droite  am  soit  infiniment 
voisine  d'une  droite-conique  de  1"  espèce  du  complexe  (Ct),  ainsi  qu'il  est 
très-aisé  de  le  voir.  Par  suite,  D  étant  une  droite-conique  de  lre  espèce  de 
ce  complexe,  quand  m  est  infiniment  voisin  de  A',  on  a,  dans  le  système 
(S'),  quelques  coniques  infiniment  aplaties.  On  obtient,  dans  le  même 
système,  une  droite-conique,  quand  le  point  m  vient  coïncider  avec  le 
point  a",  où  a'  est  rencontrée  par  la  tangente,  infiniment  voisine  de  D, 
menée  de  a  à  l'enveloppe  des  droites-coniques  de  1"  espèce  de  (Ct). 

Quand  le  point  m  est  infiniment  voisin  de  A',  à  chaque  conique  (S)  infini- 
ment aplatie  sont  conjuguées  des  coniques  (S")  infiniment  aplaties.  L'une 
d'elles  intercepte  sur  A'  un  segment  ?',  dont  l'ordre  a  ne  dépend  absolu- 
ment que  du  complexe  Ct.  La  somme  des  nombres  tels  que  a ,  multiplié 
par  le  nombre  des  coniques  S,  ayant  am  pour  diamètre  conjugué  de  la  di- 
rection de  A,  est  la  valeur  de  la  droite-conique  aa",  dans  le  système  (S'). 

Construisons,  pour  le  système  (S'),  comme  pour  le  système  (S),  une 
courbe  (P')  dont  les  coordonnées  (a/,  y')  soient  A'm  et  le  carré  <r'*  du  seg- 
ment a  intercepté  sur  A'  par  les  coniques  (S')  ayant  am  pour  diamètre  con- 
jugué de  la  direction  de  A. 
Celte  courbe  passe  au  point  de  l'axe  des  x*,  dont  l'abscisse  est  A'a".  De  ce 


point  partent  diverses  branches.  Sur  une  même  parallèle  à  Taxe  des  y\  les 
points  de  cette  courbe  (F)  se  partagent  en  autant  de  groupes  qu'il  y  a  de 
coniques  du  système  (S)  correspondant  à  l'abscisse  de  cette  parallèle.  Soit  r 
le  nombre  de  ces  groupes,  qui  n'est  autre  que  la  1"  caractéristique  du 
système  (S).  Si  la  parallèle  à  Taxe  des  \j  est  à  distance  du  1er  ordre  de  l'ori- 
gine, chacun  des  r  groupes  de  points,  où  elle  coupe  (F),  contient  un  cer- 
tain nombre  de  points  infiniment  voisins  de  l'origine  ;  et,  pour  chacun  de 
ces  points,  l'ordonnée  est  d'un  ordre  égal  à  l'un  des  nombres  a'. 

Si  l'on  fait  coïncider  les  axes  des  deux  courbes  (P)  et  (F),  les  points  de 
ces  courbes  qui  se  correspondent  et  qui  sont  confondus  à  distance  infini- 
ment petite  de  l'origine,  répondent  aux  coniques  infiniment  aplaties  du 
système  (Glf  C5)  qui  interceptent  sur  A  des  segments  dont  les  milieux  sont 
en  a.  Nous  avons  à  chercher  la  somme  des  ordres  des  carrés  des  segments 
interceptés  par  ces  coniques  sur  a',  c'est-à-dire  la  somme  des  ordres  des 
ordonnées  des  points  des  courbes  (P)  et  (P')  correspondants  qui  sont  confondus 
à  distance  infiniment  petite  de  l  origine.  Pour  y  parvenir,  considérons  isolé- 
ment deux  branches  correspondantes  des  deux  courbes  ;  soient  a  et  ol  les 
ordres  des  ordonnées  de  ces  branches  pour  une  abscisse  du  1er  ordre.  On 
voit  aisément  que,  si  a  est  le  plus  grand  de  ces  deux  nombres,  le  nombre 
des  points  d'intersection  des  deux  branches  infiniment  voisins  de  l'origine 
est  a ,  et  que  l'ordre  des  ordonnées  de  chacun  d'eux  est  a.  La  somme  des 
ordres  de  leurs  ordonnées  est  donc  aa  .'Par  suite,  la  somme  cherchée  n'est 
autre  chose  que  laïa.  Telle  est  la  valeur  de  la  droite-conique  D  dans  le 
système  (C^Cs). 

Considérons  maintenant,  dans  le  complexe  (Gt)  une  série  continue  et  in- 
décomposable de  droites-conique  de  lre  espèce,  enveloppant  une  ligne  indé- 
composable de  classe  K'.  Pour  chaque  droite  de  cette  série,  le  nombre  la' 
reste  le  même.  Désignons-le  par  À'.  De  même,  considérons  dans  (Cs)  une 
série  indécomposable  de  droites-coniques  de  2me  espèce,  enveloppant  une 
ligne  de  classe  K.  Pour  chaque  droite  de  cette  série,  le  nombre  z«  reste  le 
même.  Désignons-le  par  A.  Les  deux  enveloppes  ont  K'K  tangentes  com- 
munes. Chacune  d'elles  est,  dans  le  système  (Ct,  C.)  une  droite-conique 
dont  la  valeur  est  A'A.  Les  deux  séries  considérées  fournissent  donc  à  ce 
système  des  droites-coniques  ayant  pour  valeur  totale  le  nombre  A'K'.AK. 
Prenons  successivement  dans  (C5)  toutes  les  séries  distinctes  de  droites-co- 
niques de  2me  espèce,  pour  les  combiner  avec  la  même  série  de  droites- 
coniques  de  (Ct).  Nous  concluons  facilement  que  la  série  considérée  de 
droites-coniqnes  de  lw  espèce  de  (Câ)  fournit  au  système  des  droites-coni- 
ques ayant  pour  valeur  totale  le  nombre  A'K'iAK.  Prenons,  en  particulier, 
pour  (Ct)  le  complexe  des  coniques  passant  en  un  point.  Les  nombres  K'  et 
A'  sont  faciles  à  déterminer.  Ce  sont  les  nombres  1  et  2.  Donc  2zAK  est  la 
valeur  totale  des  droites-coniques  du  système  (C5, 1  p),  ou  (2p  —  a).  Donc 
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la  valeur  totale  des  droites-coniques  du  système,  qui  proviennent  d'une 

série  de  droites-coniques  de  lrc  espèce  de  (Ct)  est -^ — — ,  ce  qui  dé- 

montre  la  proposition  énoncée  plus  haut. 

III.    —   THÉORÈME   DE  M.   CREMONA 

De  même  qu'on  vient  de  trouver  directement  la  valeur  totale  dps  droites- 
coniques  d'un  système  (CpC5),  qui  sont  de  1"  espèce  dans  le  complexe  Cp 
on  peut  aussi  trouver  directement  celle  des  droites-coniques  du  même 
système  qui  sont  de  2me  espèce  dans  ce  complexe.  Ce  problème  ne  présente 
pas  de  difficultés  plus  grandes  que  le  précédent;  mais  je  ne  m'y  arrêterai 
pas.  Je  n'ai  traité  le  problème  qui  fait  l'objet  principal  du  précédent  cha- 
pitre, que  pour  en  conclure  la  démonstration  du  théorème  de  M.  Cremona, 
dont  je  vais  m'occuper  actuellement 

Ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut,  les  caractéristiques  du  système  (C^C-),  com- 
mun aux  deux  complexes  (Ct),  (G3),  sont  : 

p.  =  ap  -f-  P*,     v  =  aa  -H  Pt. 

Si  donc  on  assujettit  les  coniques  de  ce  système  à  une  autre  condition 
simple,  définissant  un  complexe  C\,  le  nombre  des  coniques  satisfaisant  à  la 
question  est  : 

K(Ci.C;,Cs)  =  *>  +  P'v  =  *a'p  +  (*P'  +  a'P)«  -f-  pp'r. 

Ce  nombre  s'exprime  donc  linéairement  par  les  5  nombres  p,  <r,  t,  qu'on 
peut  appeler  les  caractéristiques  du  complexe  (€,). 

Le  théorème  énoncé  par  H.  Cremona  consiste  en  ce  que  cette  propriété 
subsiste  dans  le  cas  où,  au  lieu  de  joindre  à  la  condition  triple  défin  ssant 
le  complexe  Cs  deux  conditions  simples,  on  lui  joint  une  condition  double 
indécomposable  en  deux  conditions  simples.  On  peut  donc  l'énoncer  ainsi  : 

Le  nombre  des  coniques  satisfaisant  à  une  condition  triple  et  à  une  condi- 
tion double  indépendantes  est  de  la  forme  70  -H  ta  -+-  1?,  les  nombres  p,  o\  t 
ne  dépendant  que  de  la  condition  triple  (ce  sont  les  caractéristiques  du  com- 
plexe défini  par  cette  condition),  et  les  nombres  7,  $,  c,  ne  dépendant  que  de 
la  condition  double. 

Ainsi  que  je  l'ai  fait  observer  dans  l'introduction  de  ce  mémoire,  ce 
théorème  est  implicitement  contenu  dans  les  travaux  de  M.  Chasles.  C'est 
de  là  que  H.  Cremona  l'a  tiré,  ainsi  qu'il  le  dit  expressément  (Comptes  rendus, 
t.  LIX,  p.  776),  et  il  s'est  borné  à  l'énoncer  explicitement.  Je  vais  actuelle- 
ment démontrer  ce  théorème.  Cette  démonstration  se  fera  aisément  en 
suivant  une  méthode  analogue  à  celle  que  j'ai  employée  pour  démontrer, 
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dans  la  i"  partie,  le  théorème  de  M.  Chasles,  et  en  s'appuyant  sur  la  pro- 
position qui  a  fait  l'objet  principal  du  chapitre  précèdent. 

Soient  donnés  deux  complexes  (C5),  (C,)  du  5me  et  du  2œ*  ordre,  dont  on 
cherche  le  nombre  des  coniques  communes.  Il  existe  une  infinité,  à  une 
arbitraire,  de  coup'es  de  coniques  (C,),  (Cs)  de  ces  deux  complexes,  dont 
les  4  points  d'intersection  sont  sur  une  conique  fixe  £.  Ces  couples  forment 
deux  systèmes  de  coniques  se  correspondant  une  à  une,  de  telle  sorte  qu'à 
une  conique  de  l'un  des  systèmes  correspond  une  seule  conique  de  l'autre, 
laquelle  coupe  la  conique  fixe  2  aux  mêmes  4 points.  Considérons,  pour  ces 
deux  systèmes,  les  indicatrices  relatives  à  une  droite  arbitraire  A,  ces  indi- 
catrices étant  les  lignes  définies  dans  la  \Tt  partie  (page  154).  Ces  deux  in- 
dicatrices se  correspondent  point  à  point  ;  et,  suivant  une  remarque  faite  plus 
haut  (lre  partie,  page  159),  la  droite  qui  joint  deux  points  correspondants 
passe  au  point  fixe  C,  représentatif  des  deux  points  d'intersection  de  la 
droite  A  et  de  la  conique  fixe  1.  Les  indicatrices  ne  passent  pas  en  ce  point. 
Donc,  d'après  le  théorème  III  (ire  partie,  page  155),  le  degré  de  ces  deux 
courbes  est  le  même,  et  marque  aussi  le  nombre  des  couples  de  points  cor- 
respondants de  ces  deux  courbes  qui  sont  confondus.  Ce  même  nombre  est 
la  1"  caractéristique  de  chacun  des  deux  systèmes  considérés;  c'est  aussi 
le  nombre  des  couples  de  coniques  correspondantes  de  ces  deux  systèmes 
qui  sont  confondues.  En  en  retranchant  le  nombre  des  couples  de  points 
correspondants  confondus  sur  les  deux  indicatrices,  et  afférents  aux  droites- 
coniques  communes  aux  deux  systèmes,  on  aura  donc  le  nombre  cherché 
des  coniques  propres  communes  aux  deux  complexes  (C2)  et  (GJ. 

En  suivant  le  raisonnement  fait  dans  la  lre  partie,  on  voit  que  deux 
droites-coniques  correspondantes  confondues  ont  même  valeur  dans  les 
deux  systèmes;  cette  valeur  commune  est,  en  même  temps,  le  nombre  des 
couples  de  points  correspondants  des  deux  indicatrices  confondus,  et  ab 
sorbes  par  cette  droite  conique  On  aura  donc  le  nombre  total  de  ces  points, 
en  faisant  la  somme  des  valeurs  des  droites-coniques  communes  aux  deux 
systèmes,  considérées  dans  l'un  ou  l'autre  de  ces  systèmes  à  volonté.  Je  vais 
chercher  cette  somme,  dans  le  système  engendré  par  les  coniques  C5,  sa- 
tisfaisant à  la  condition  simple  de  rencontrer  2  en  4  points  tels  qu'on  y  puisse 
faire  passer  une  conique  du  complexe  (C2). 

En  désignant,  comme  ci-dessus,  par  o,  <7,  t,  les  caractéristiques  du  com- 
plexe (C3),  on  a,  pour  celles  du  système  considéré  (S)  : 

m  et  n  étant  deux  nombres  ne  dépendant  que  de  la  condition  simple  qui 
vient  d'être  énoncée,  c'est-à-dire  ne  dépendant  que  du  complexe  (C4).  La 
valeur  totale  des  droites -coniques  de  ce  système  est  :  2p— v=m(2/> —  <t)  -+- 
n(2<r—  t).  Mais  ce  nombre  diffère  de  celui  que  l'on  cherche,  attendu  qu'il 
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existe,  dans  le  système  (S),  des  droites-coniques  n'appartenant  pas  à  l'autre 
système.  Les  droites-coniques  du  complexe  du  1er  ordre  (Ct),  défini  par  la 
condition  simple  que  les  coniques  qui  le  composent  coupent  s  en  4  points 
par  où  on  peut  mener  une  conique  du  complexe  (C,),  contient,  en  effet,  les 
droites-coniques  de  (C,)  ;  mais,  en  outre,  la  corde  de  contact  de  toute  co- 
nique C„  bitangente  à  z,  est  une  droite-conique  de  ce  complexe.  Ces  cordes 
de  contact  enveloppent  une  ligne.  Elles  forment  donc  une  série  distincte  de 
droites-coniques  de  in  espèce  du  co  nplexe  du  1er  ordre  (Cx).  On  trouvera 
donc,  d'après  le  théorème  du  chapitre  précédent,  la  valeur  totale  de  ces 
droites-coniques  du  système  (S)  ou  (C^C,)*  en  multipliant  (2/>— <r)  par  un 
nombre  B,  ne  dépendant  que  du  complexe  (C^. 

Par  suite,  la  valeur  totale  des  droites-coniques  communes  aux  deux 
systèmes  est  :  w=  2/x —  v  —  B(2p  —  <r).  D'ailleurs,  a  est  le  nombre  tolal  des 
couples  de  points  correspondants  confondus  sur  les  deux  indicatrices.  Donc 
le  nombre  des  coniques  communes  aux  deux  complexes  est  : 

N(CifCs)  =  a  —  w  =  (2B  -  m)?  +  (m  —  n  —  B)o  +  ht  =  y  -+-  $<j  -h  *-, 

ce  qui  démontre  entièrement  le  théorème  annoncé. 

Il  est  facile  de  trouver  la  signification  géométrique  du  nombre  B.  Prenons, 
pour  le  complexe  (C5),  celui  des  coniques  qui  touchent  une  conique  fixe 
aux  deux  points  d'intersection  de  celte  conique  avec  une  droite  mobile  pas- 
sant en  un  point  fixe.  On  reconnaît  aisément  que  les  caractéristiques  de  ce 
complexe  sont  :  o  =  *  =  t  =  2.  On  a  donc  :  NfC^CJ  =  2B,  c'est-à-dire  que 
2B  est  la  classe  de  l'enveloppe  des  cordes  de  contact  des  coniques  du  com- 
plexe (C,)  bitangentes  ù  une  conique  fixe. 

Il  est  bon  d'observer  que,  si  le  complexe  (C,)  ne  contient  pas  de  droites- 
coniques  de  3me  espèce,  c'est-à-dire  couvrant  le  plan,  le  complexe  (C^)  ne 
contient  pas  de  droites-coniques  de2me  espèce,  et  le  nombre  n  ou  c  est  nul. 

Si,  de  plus,  le  complexe  (C,)  ne  contient  que  des  droites-coniques  de 
\n  espèce,  c'est-à:dire  isolées,  le  nombre  &>  est  nul.  Dans  ce  cas,  le  nombre 
n  étant  nul  aussi,  on  en  conclut  m  =  B,  et  le  nombre  N(C„CS)  sj  réduit  à 
77io }  c'est-à-dire  que  c  et  S  sont  nuls. 

On  peut  aisément  obtenir  les  expressions  des  nombres  B,  m,  n  en  fonc- 
tion des  nombres  N(C„5/>),  N(C,,2/>,id),  N(C„1/>,2<J),  ...  en  supposant  suc- 
cessivement que  les  complexes  (C5)  sont  (3p),  (2p,i</),  (\pt2d)9  et  en  par- 
tant des  relations  : 

K(5d)  =  N(5/>)  =  l,    X(4p,\d)  =  H{Âd,ip)  =  2,    N(5/»f2d)  =  N(3rf,2p)  =  4. 

On  obtient  ainsi  : 

K(C„5/?)  =  m  -f-  2«, 
N(C,,tyfM)  =  2m, 
N(Cl,1/>,2d)  =  4B-f-2ir 
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d'où  l'on  peut  déduire  B,  m,  n.  La  ir*  de  ces  relations  exprime  que  N(C„orf) 
est  égal  à  N(Ct,4p)  ;  il  est  aisé  d'établir  a  priori  celte  relation  ;  je  ne  m'y  ar- 
rêterai pas. 

1T.  —    REPRÉSENTATION    SYMBOLIQUE  DES  THEOREMES  RELATIFS  A   LA  DÉTERMINATION 

DES  COMQIES  FUR   LE   «'LAN. 

Les  caractéristiques  d'un  système  plan  de  coniques,  supposé  indéter- 
miné, étant  p,v,  M.  Chasles  a  donné  le  nom  de  module  d'une  condition 
simple  à  l'expression  au  +  j3v,  où  a  et  p  sont  des  nombres  relatifs  à  cette 
condition,  et  qui  représente  le  nombre  des  coniques  satisfaisant  à  cette 
condition  et  faisant  partie  du  système  (/*  v). 

Je  remplace  les  lettres  p,v  par  les  lettres  pt  d,  initiales  des  mots  point, 
droite. 

Le  module  d'un  complexe  (Ct),  du  lrr  ordre,  est  donc  la  forme  binaire  du 
\er  degré  m1  =  ap-T-|3d;  et  ce  module  jouit  de  la  propriété  que,  si  on  y 
remplace  p  et  d  par  N(C4J/>),  N(C4,1rf).  (C4)  étant  un  système  quelconque,  on 
obtient,  par  cette  substitution,  le  nombre  N(GPC4).    . 

De  cette  façon,  un  complexe  (C,)  est  caractérisé  par  les  deux  nombres 
a,  j3.  On  peut  désirer  d'exprimer  ces  nombres  en  fonction  de  ceux  des  co- 
niques du  complexe  (Ct)  qui  satisfont  à  4  conditions  élémentaires. 

Pour  abréger,  désignons  par  le  symbole  pUV-*  le  nombre  des  coniques 
d'un  complexe  (CJ,  qui  passent  en  i  points  et  touchent  (4 —  i)  droites;  en 
d'autres  termes,  posons  :  N(C1,?/;,(4  —  i)d)  =  pidï~i.  On  obtient  immédia- 
tement les  relations  suivantes  : 

/>*  =  <x  +  2P,    jrV/  =  2a-MP,    />*rfi  =  4*  +  4p,    /wP  =  4*  +  2p,    d*  =  2a  +  p, 

d'où  l'on  conclut  qu'il  y  a  toujours,  entre  1rs  5  nombres  représentés  par  les 
symboles  p'd1"',  les  3  relations  : 

(1)  p\l  —  2/>*  =  0,    j>d3  —  2</*  —  0,    4/>M  4<P  -  Sp'cP  =  0  ; 

et  que  a  et  |3  s'expriment  linéairement  en  fonction  de  ces  nombres  de  la  n  a- 
nière  suivante  : 

*  =      5  P  +  >,(F'rf -  v)  +  >*(K -  •<*')  +  >5(V  +  M* -  <p*<i%      ' 

0  _  V  ~  d*  +  ^pw  _  2pi)  -f  Vi[p<P  -  2,/*)  +  ,,,( V  +  id*  -  7,,W), 
o 

les  lettres  X  et  u  désignant  des  arbitraires. 
Si  l'on  porte  a s  valeurs  do  a  et  p  dans  la  relation 

ti{Ct.ZA)  =  «N(C4,lp)  +  |tfi(C4,1rf), 
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et  qu'on  y  remplace  ces  deux  nombres  N(C411/>),  N(C4,id)  par  A  et  B,  on 
o'ilieul  : 

[2B Al 
4m,  —  Su»  H g —  p*  +  u^d  —  3ttsp«d*  -h  M,pd5  -h  ... 

-h  [4^  -  s., + ?^y, 

où  Ton  a  posé  :  ut  =  \k  -f-  ^B,  ut  =  >,A  -+-  jx,B,  M3  =  >-A  -H  f*5B. 

Cette  expression  contient  trois  arbitraires  ut,  w„  w3,  dont  on  peut  dis- 
poser, par  exemple,  pour  annuler  3  termes  à  volonté. 

En  y  considérant  p  et  d  comme  des  variables,  cette  expression  est  une 
forme  binaire  du  4me  degré,  que  je  nomme  le  module  du  système  (C4).  On 
voit  que  ce  module,  dont  les  coefficients  ne  dépendent  que  du  système  C4, 
jouit  de  cette  propriété  que  si  Ton  y  remplace  chaque  expression />W*~ 'par 
le  nombre  N(C&,i^,(4 — i)d),  Ct  étant  un  complexe  du  1"  ordre  quel- 
conque, le  résultat  de  cette  substitution  est  le  nombre  iN^C^Cj. 

Si  l'on  désigne  par  le  symbole  pV/5"1  le  nombre  des  coniques  qui  passent 
en  t  points  et  touchent  5  —  i  droites,  on  obtient  le  nombre  N(C4,1/>),  en 
augmentant ,  dans  le  module  m4  de  (C4),  tous  les  exposants  de  p  d'une 
unité,  c'est-à-dire  en  multipliant  symboliquement  m4  par  p.  On  a  donc  : 
N(C4,1/;)=pm4  ;  et  de  même  :  N(C4,ld)=dro4.  Par  suite,  on  a  : 
N(C„C4)  =  apmk  -+-  pdmk%  ou  :  N(Cl,C4)  =  mtmkt  puisque  le  module  mt  de  C4 
est  ap  -H  pd. 

Ainsi  le  nombre  des  coniques  communes  à  un  système  (C4)  et  à  un  com- 
plexe (Cj)  du  1er  ordre  est  représenté  par  le  produit  des  modules  du 
système  et  du  complexe,  où  Ion  remplace  chaque  terme,  tel  que  /AP— ',  par 
le  nombre  des  coniques  qui  passent  en  i  points  et  touchent  5  —  t  droites. 

Procédons  d'une  manière  analogue  sur  le  résultat  fourni  par  le  théorème 
de  M.  Cremona.  Représentons  par  p»pd9d*  les  nombres  K(C5,2/>),  N(C5.i/?,ld) 
et  N(C3,  Sd).  On  aura  : 

N(CâX,)  =  7PJ  +  ^-fid1, 

où  7,  £,  c  sont  des  coefficients  ne  dépendant  que  de  (C,).  En  considérant, 
dans  l'expression  du  second  membre,  p  et  d  comme  des  variables,  on  a  une 
forme  binaire  du  2me  degré,  que  j'appelle  le  module  m*  du  complexe  (Ct). 
La  propriété  de  ce  module  est  exprimée  par  la  relation  : 

N(C,.C5)  =<fl(C»*p)  +  *W»*PM  +  *(Ç»M)f 

qui  a  lieu,  quel  que  soit  le  complexe  du  3me  ordre  (Cj). 

Soit  maintenant  représenté  par  pW-*  le  nombre  des  coniques  du  com- 
plexe (Ct)  qui  passent  en  t  points  et  louchent  (5  — t)  droites.  Si  Ton  veut 
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exprimer  7,  $,  c  par  les  nombres  pUP -',  on  fera  varier  le  complexe  (C5),  et 
Ton  obtiendra  les  relations  : 

p*=.  7  +  2*  +  ji, 

/wi*  =  *7  +  4£  -j-  2«, 
d*  =  l~  +  ï*  +  t, 

d'où  l'on  conclura  d'abord  qu'il  y  a  toujours,  entre  les  nombres /jW3-',  la 
relation  suivante  : 

(2)  U  =  2p*  —  5/>*rf  4-  5/>cP  -  2c/5  =  0. 

On  tirera  de  trois  de  ces  relations  les  expressions  de  7,  S,  e,  que  Ton 
pourra  compléter  en  ajoutant  à  chacune  d'elles  un  lenne  tel  que  XU,  >.  étant 
une  arbitraire.  Que  Ton  porte  ces  valeurs  dans  la  relation  : 

S(CifC,)  =  1[N(C,f9p)  +  «(Clf1|>fifl  +  «N(Ci.M); 

on  obtiendra  le  nombre  NIC^C,)  sous  la  forme  d'un  polynôme  homogène  du 
7)me  degré  en  p,  d,  dont  les  coefficients  contiennent  une  arbitraire,  et  ne 
dépendent  que  du  complexe  (C5).  Je  nomme  ce  polynôme  le  module  m-  du 
complexe  (G,).  Ce  module  jouit  de  la  propriété  analogue  à  celle  des  pré- 
cédents. 
En  conservant  les  mômes  conventions  que  ci-dessus,  on  aura  : 

N(C3,2/>)=;;X,    N(C5,1/^1rf)  =/*/m-,     N(C3,2d)  =  tf*m5. 

On  en  conclut  : 

K(Ci,Cs)  =  (ip»  +  fyd  4-  erfâ)wr>  =  m±m.. 

Ainsi  /e  nombre  N((la,C3)  t*«J  représenté  par  le  produit  des  modules  des  deux 
complexes  (C4),  (C3),  où  /on  remplace,  après  la  multiplication,  chaque 
nombre  p^d*"*  par  le  nombre  des  coniques  qui  passent  en  i  points  et  touchent 
5  —  i  droites. 

On  voit  la  complète  analogie  de  cette  proposition  avec  celle  qui  est  rela- 
tive au  nombre  iNfCpCJ.  Mais,  pour  compléter  cette  théorie,  il  faut  chercher 
quel  est  le  module  d'un  complexe  ou  d'un  système  composé  des  coniques 
communes  à  deux  complexes  distincts.  Soit  mt  le  module  d'un  complexe 
(C,)  d'ordre  i,  on  aura,  en  général  R(Chjp,  (5  —  i  —  j)d)=j>>d*-i-hni. 
On  en  conclut  que,  si  mv  est  le  module  d'un  autre  complexe  (Q)  dont 
l'ordre  i'  est  inférieur  à  5  —  t,  on  a,  en  général  : 

K(C,,Crf>/»f(3-i-i'-;)i0===|P«s-'-«'-Jiiilmf. 
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tët  enfin   si  m5_<_f  est  le   module   d'un   complexe  (C3-f_f),  d'ordre 
(5  —  i  —  i'),  on  a  : 

N(Q,  Cf ,  C5  _  /  _  i»)  =  m&  _  i  _  f  x  mpif. 

On  conclut  donc  de  cette  relation  que  le  produit  m^ro?  est  le  module  du 
complexe  (C/,(y.  On  voit  que  celte  proposition  comprend,  comme  cas  par- 
ticulier, celles  relatives  au  cas  où  la  somme  des  deux  nombres  i  et  i'  est 
égale  à  5.  Le  module  mtmv  devient  alors  le  nombre  N(C<,C5_<). 

On  peut  donc  enfin  résumer  toutes  les  propositions  ci-dessus  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Théorème  I.  —  Chaque  condition,  relative  à  des  coniques  sur  un  plan 
est  caractérisée  par  une  forme  binaire,  de  degré  égal,  à  la  multiplicité  de 
cette  condition.  Cette  forme  est  appelée  module  de  la  condition.  Ce  module 
jouit  de  la  propriété  suivante  :  si  n  est  son  degré,  petd  les  deux  variables  qui 
y  entrent,  et  qu'on  y  remplace  chaque  terme  tel  que  phi*-*  par  le  nombre  des 
coniques  qui  passent  en  i  points,  touchent  (n  —  i)  droites  et  satisfont  à  une 
autre  condition,  dont  la  multiplicité  est  (5 —  n);  le  résultat  de  celte  substi- 
tution est  le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  à  la  fois  à  la  condition  pro- 
posée  et  à  cette  dernière. 

Théorème  II.  —  Le  module  d'une  condition  composée  est  le  produit  des  mo- 
dules des  conditions  composantes.  En  particulier,  le  produit  des  modules  de 
plusieurs  conditions  dont  la  somme  des  ordres  de  multiplicité  est  égale  à 
5,  représente  le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  à  ces  conditions,  si  l'on  y 
remplace  chaque  terme  pW"1  par  le  nombre  des  coniques  qui  passent  en  i 
points  et  touchent  (5  —  i)  droites. 

Je  terminerai  cette  deuxième  partie  en  appliquant  ces  deux  derniers 
théorèmes  à  quelques  exemples,  dont  j'emprunterai  les  données  à  M.  Chas- 
les  (Comptes  rendus  de  V Académie,  t.  LIX,  p.  545  et  suiv.). 

1°  Soit  le  complexe  (C3)  des  coniques  qui  touchent  une  conique  fixe  en  un 
point  fixe  et  en  un  point  variable.  Le  résultat,  relatif  à  ce  complexe,  donné 
par  M.  Chastes  (loc.  cit.,  p.  351),  est  le  suivant  :  (C,)  étant  un  complexe  du 
2mo  ordre,  et  p,  v'  les  caractéristiques  du  système  (C„2p)  ;  v"  la  2me  carac- 
téristique du  système  (Ct,ip,ld),  on  a  : 

N(C8,Cs)  =  J(2a'-v')-h^. 

Avec  nos  notations,  ce  résultat  s'énonce  de  la  manière  suivante  :  Le  module 

m3  de  (CL)  est  :  m,  =  ±(2p*-p*d)  +  *2pd*. 

2°  Complexe  (C,)  des  coniques  bilangenles  à  une  conique  fixe  (loc.  cit  , 
p.  552): 

"4  =5  Pi* -!«*)  +  #• 


—  240  - 

5°  Complexe  (C^)  des  coniques  osculatrices  à  une  conique  fixe  en  un 
point  fixe  (p.  353)  : 

m;  =  •!  (3p'if  —  2p»)  =  \(Zpd*  -  2<T»)  [en  vertu  de  la  relation  (2)]. 

4°  Complexe  (Cs)des  coniques  osculatrices  à  une  conique  fixe  en  un  point 
variable  (p.  354)  : 

m't  =  Zpd. 

5°  Complexe  (Q  des  coniques  surosculatrices  à  une  conique  fixe  en  un 
point  variable  (p.  356)  : 

Si  Ton  veut  avoir  les  caractéristiques  du  système  (C„C^)  des  coniques  bi- 
tangentes  à  une  conique  fixe  et  osculatrice  à  une  autre  conique  fixe,  on 
formera  le  module  mtm\  de  ce  système;  et  les  deux  caractéristiques  seront  : 
pmjn't  et  dmfn't. 

Le  module  m^rn^  est  : 

m*™;  =  3pd  [1(2^  -  pd)  +  d*]  =  5p*d -  \p*d* +  BjmP  =  4(/>* +  d*)% 

en  vertu  des  relations  (1).  Les  deux  caractéristiques  du  système  sont  : 
4  (/>5  4-  d%p)  et  4(p*rf  -f-//5) ,  ou  1 2 . 
On  aura  de  même  : 

HW  =  mtmz  =  ±p  ^  -  ipd  -f-  <*')*= p(p*  4-  rf*)  =  3, 

K(Ct.C;)=mtm;  =  i    (>-  l  pd  +  d<y5p*d-2p*)  =  \pW(M~p)  =  <2, 

N(Ci,C;)  =  msm:  =  2N(Cî,C5)  =  6> 
N(C;,Cji)=m>is  =  6, 

N(c;,c;)-m>;=G, 
.\(c;fc;)  =  mx  =  i2. 
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Mémoire  sur  la  géométrie  de  la  sphère;  par  M.  Lagoerre. 

(Séance  du  14  mai  1873) 

1.    —    CONSIDÉRATIONS  PRÉLIMINAIRES   SUR   LE  RAPPORT  ANHARMONIQUE   DANS  LE   PLAN. 

1.  Je  rappellerai  d'abord  la  signification  de  quelques  termes  et  de  quel- 
ques notations  que  j'emploierai  constamment  dans  ce  mémoire. 

On  sait  que  tous  les  cercles  tracés  dans  un  plan  se  coupent  en  deux  points 
fixes  situés  sur  la  droite  de  l'infini  ;  je  les  désignerai  sous  le  nom  d'ombilics 
du  plan;  les  droites  du  plan,  qui  convergent  vers  ces  points,  ont  respec- 
tivement, si  Ton  suppose  la  figure  rapportée  à  des  axes  rectangulaires,  pour 
coefficients  angulaires  -+- 1  et  —  t. 

Je  désigne  ai  les  droites,  dont  le  coefficient  angulaire  est  + 1,  sous  le 
nom  de  droites  isotropes  du  premier  système;  l'ombilic  par  lequel  elles 
passent,  par  la  lettre  I.  Les  droites  isotropes  du  second  système  ont  leur  coef- 
ficient angulaire  égal  à  —  i;  elles  passent  toutes  par  lcsecond  ombilic  que 
je  désignerai  par  la  lettre  J. 

2.  Soit  un  point  imaginaire  a  d'un  plan;  par  ce  point  passent  une  droite 
isotrope  du  premier  système  contenant  un  seul  point  réel  À  et  une  droite 
isotrope  du  second  système  contenant  un  seul  point  réel  À'.  Il  est  cl-ir  que 
ces  deux  points  sont  complètement  déterminés  par  le  point  a,  et  que  réci- 
proquement ce  dernier  est  déterminé  sans  ambiguïté  par  les  points  A  et  À'. 

Je  dirai  (*)  que  AA'  est  le  segment  représentatif  du  point  «,  A  étant  l'ori- 
gine et  A'  l'extrémité  de  ce  segment. 

Je  rappellerai  à  ce  sujet  les  deux  propositions  fondamentales  suivantes  : 

Si  les  segments  A  A',  BB',  CC,  ...  représentent  des  points  en  ligne  droite, 
le  polygone  ABC...  formé  par  les  origines  des  segments  et  le  polygone  A'B'C... 
formé  par  leurs  extrémités  sont  semblables  çt  inversement  places. 

Étant  donnés  deux  points  imaginaires  représentés  par  les  segments  A  A'  et 
BB',  le  carré  de  la  distance  de  ces  deux  points  est  une  quantité  imaginaire, 
dont  le  module  est  le  produit  des  longueurs  AB  et  A'B\  et  dont  V argument  est 
V angle  dont  il  faut  faire  tourner  la  droite  AB  autour  du  point  A,  le  point  B 
se  mouvant  sur  un  cercle  dans  le  sens  direct  (c'est-à-dire  dans  le  sens  des 
aiguilles  d'une  montre),  jusqu'à- ce  que  cette  droite  soit  parallèle  à  A'B'  et 
dirigée  dans  le  même  sens. 

3.  Étant  données  deux  droites  D  et  D'  situées  dans  le  plan,  j'appelle,  ai 

angle  de  la  droite  D  avec  la  droite  D',  et  je  désignerai  par  la  notation  DD\ 
l'angle  dont  il  faut  faire  tourner,  dans  le  sens  direct,  la  droite  D  pour  qu'elle 

(*)  Voir  nur  note  Sur  V emploi  des  imaginaires  en  géométrie;  Nouv.  Ann.  de  raatb., 
2'  série,  t.  IX. 
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vienne  coïncider  avec  D'.  Il  est  clair  que,  celle  coïncidence  obtenue,  une 
nouvelle  rotation  égale  à  n  ramènera  de  nouveau  la  coïncidence.  L'angle  de 
deux  droites  est  donc  déterminé  à  un  multiple  près  de  rc. 

Supposons  maintenant  que  non-seulement  les  droites  D  et  D'. soient  don- 
nées, mais  encore  que,  sur  chacune  d'elles,  on  donne  le  sens  dans  lequel 
on  doit  compter  les  longueurs  positives  ;  j'appellerai  alors  angle  de  la  droite 
D  avec  la  droite  D' l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  la  droite  D  dans  le  sens 
direct,  jusqu'à  ce  qu'elles  coïncident  et  que  sur  chacune  d'elles  les  lon- 
gueurs positives  soient  comptées  dans  le  même  sens. 

Dn  tel  angle  est  «Widemmont  déterminé  à  un  multiple  près  de  2*,  et,  par 
suite,  toutes  ses  lignes  trigonométriques  sont  parfaitement  déterminées. 

4.  Étant  donnés  trois  points  A,  B,  D,  je  désignerai  par  la  notation  BAI) 
l'angle  de  la  droite  BA  (BA  étant  considéré  comme  un  segment  positif)  avec 
la  droite  DA  (DA  étant  également  considéré  comme  un  segment  positif). 

C'est,  par  conséquent,  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  (dans  le  sens  des 
aiguilles  d'une  montre)  le  point  B  pour  qu'il  se  rabatte,  non-seulement  sur 
la  droite  AD,  mais  encore  du  même  côté  que  le  point  D,  par  rapport  au 
sommet  de  l'angle  k. 

Si  deux  arcs  de  courbe  BA  et  DA  se  croisent,  sur  une  sphère,  au  point  A, 
j'appellerai  angle  de  l'arc  BA  avec  l'arc  DA,  et  je  désignerai  par  la  notation 
BAD,  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  la  droite  menée  par  le  point  A  tan- 
gentiellement  à  l'arc  AB  et  dirigée  dans  le  même  sens,  jusqu'à  ce  qu'elle 
coïncide  avec  la  droite  menée  par  le  point  A  tangentiellement  à  Tare  AI) 
et  dirigée  dans  le  même  sens  ;  le  mouvement  ayant  lieu  dans  le  sens  des 
aiguilles  d'une  montre  pour  un  spectateur  placé  au-dessus  de  la  sphère. 

5.  Soient  trois  points  réels  A,  B,  G.  Menons  par  ces  points  trois  droites 
isotropes  du  premier  système  ;  une  droite  quelconque  D  tracée  dans  le  plan 

les  rencontre  en  trois  points  a,  p,  y,  et  il  est  clair  que  le  rapport  --  est  in- 

dépendant  de  la  direction  de  la  flroite  D. 

Pour  évaluer  ce  rapport,  on  peut  donc  supposer  cette  droite  réelle,  et,  eu 
se  reportant  aux  propositions  données  (n°  2),  ou  bien  par  une  recherche  di- 
recte très-facile,  on  trouve 

afi AB  bac.< 

a*Y        AC 

Il  est  important  de  remarquer  que,  dans  celte  formule,  AB  et  AC  sont  des 
quantités  essentiellement  positives. 

6.  Considérons  maintenant  quatre  points  réels  du  plan  A,B,  C,  D;  les 
quatre  droites  isotropes  du  premier  système  passant  par  ces  points  forment 
un  faisceau,  dont  le  rapport  anharmonique  a  généralement  une  yaleur  ima- 
ginaire re".  Je  dirai  que  cette  quantité  est  le  rappoit  anharmonique  des 
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quatre  points  A,  B,  C,  D,  et  je  la  désignerai,  suivant  rasage  habituel,  par  h 
notation  (A,  B,C,D);  la  quantité  r,  qui  est  essentiellement  positive,  sera  dite 
le  module  du  rapport  anharmonique  et  l'angle  9  l'argument  de  ce  rapport. 
Pour  évaluer  ces  quantités,  coupons  le  faisceau  de  droites  isotropes  par 
une  droite  quelconque  qui  les  rencontre  aux  points  a,  |3,  y  et  $.  On  aura 

(A,  B,  C,  D)  =  ~  :  -£,  ou,  en  vertu  de  la  formule  donnée  dans  le  numéro 

nn        «vrt 


précédent, 


(A.'B.CDJ^rgé*»-"3». 


D'où  les  conclusions  suivantes  : 

Étant  donnés  quatre  points  réels  d'un  plan  A,  B,  C,  D,  le  module  de  leur 
rapport   anharmonique    (quantité    essentiellement   positive)    est  égal  à 

An  '  fïV  et  ^ar9ument  de  ce  rapport  est  C  angle  BAD  —  BCD  ou  encore  Van- 

^/e"ABC  — ADC. 

Remarque.  —  Il  est  évident  que  l'argument  est  déterminé  à  un  multiple 
près  de  2iz. 

7.  Si  l'on  avait  mené  par  les  points  A,  B,  C,  D  les  droites  isotropes  du 
second  système,  le  faisceau  ainsi  obtenu  aurait  eu  pour  rapport  anhar- 
monique re~~u;  je  dirai  de  deux  rapports  anharmoniques,  qui  ont  même 
module  et  qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe  de  l'argument,  qu'ils  sont  im- 
proprement égaux. 

Si  quatre  points  sont  situés  sur  un  cercle  (ou  sur  une  droite),  les  faisceaux , 
passant  par  ces  points  et  chacun  des  ombilics,  ont  même  rapport  anhar- 
monique ;  le  rapport  anharmonique  d^e  ces  quatre  points  est  donc  réel.  D'où 
celte  conclusion  : 

Si  quatre  points  d'un  plan  sont  situés  sur  une  même  circonférence  (ou  sur 
une  même  droite),  Vargument  de  leur  rapport  anliarmonique  est  un  mul- 
tiple de  n. 

La  réciproque  est  évidemment  vraie. 

Lorsque  quatre  points  se  trouvent  ainsi  sur  une  circonférence  (ou  sur  une 
droite),  le  rapport  anharmonique,  tel  que  je  l'ai  défini  dans  le  numéro  pré- 
cédent, a  évidemment  la  même  valeur  que  le  rapport  tel  qu'on  le  définit  ha- 
bituellement. Il  n'y  a,  par  suite,  aucune  ambiguïté  à  craindre  dans  l'ex- 
tension que  j'ai  donnée  à  la  signification  du  mot  rapport  anharmonique. 

8.  Étant  donnés  quatre  points  a,  |3,  y,  S  situés  sur  une  droite  réelle  ou 
imaginaire,  soient  AA',  BBr,  CC,  DD'  les  segments  représentatifs  de  ces 
points;  de  la  définition  que  j'ai  donnée  ci-dessus,  il  résulte  immédiatement 
que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a,  |3,  y,  S  est  égal  à  celui  des 
points  À,  B,  C,  D. 


H  en  est  de  môme,,  lorsque  ces  points  sont  situés  sur  une  circonférence. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  quatre  points  sont  sHués  sur  une  circonférence  (ou  une  droite)  réelle  ou 
imaginaire,  leur  rapport  anharmonique  est  égal  au  rapport  anharmonique 
des  quatre  ]X)ints  réels  qui  sont  les  origines  des  segments  représentatifs  de  ces 
droites ,  ou  bien  encore  au  rapport  anharmonique  des  quatre  points  réels  qui 
en  sont  les  extrémités. 

9.  Pour  faire  une  application  simple  de  cette  proposition,  je  prendrai 
pour  point  du  départ  la  propriété  suivante,  fondamentale  dans  la  théorie  des 
sections  coniques  :  Étant  donnée  une  conique  tangente  à  quatre  droites  fixes, 
toute  tangente  à  cette  conique  coupe  les  quatre  tangentes  fixes  en  quatre  points 
dont  le  rapport  anharmonique  est  constant;  et  je  supposerai  qu'une  ou 
plusieurs  de  ces  droites  deviennent  imaginaires. 

Considérons,  par  exemple,  un  triangle  circonscrit  à  une  conique  et  la 
droite  isotrope  du  premier  système  issue  d'un  de  ses  foyers  F,  cette  droite 
et  les  trois  côtés  du  triangle  forment  un  quadrilatère  circonscrit  à  la  co- 
nique. Une  tangente  mobile  coupe  les  côtés  du  triangle  aux  points  a,  £,  7  et 
la  droite  isotrope  en  un  point  imaginaire  représenté  par  un  segment  dont 
l'origine  est  le  point  F.  On  en  conclut  que  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  a,  |3,  7  et  F  demeure  constant,  lorsque  la  tangente  mobile  se 
déplace.  Par  suite  des  formules  données  (n°  6),  on  a  donc 

Fft       =  const .    et    aFp  —  a«$  =  const., 

d'où 

aFp  =  const.  -f-  a-$. 

Au  premier  abord,  on  pourrait  croire  que  l'angle  aF/3  est  constant, 
puisque  les  points  a,  (3,  7  sont  en  ligne  droite;  mais  il  faut  remarquer  que, 
d'après  nos  conventions  (n°  4),  ayp  est  égal  à  0  ou  à  tt,  suivant  que  le  point 
7  est  en  dehors  du  segment  «|3  ou  dans  l'intérieur  de  ce  segment;  l'angle 
aïp  peut  donc  varier  d'une  demi-circonférence. 

Quant  ù  l'angle  des  deux  droites  Fa  et  Yp  (ces  droites  étant  considérées 
indépendamment  de  leur  direction),  il  demeure  constant. 

Considérons  encore  une  droite  T  tangente  à  une  conique,  les  deux  tan- 
gentes isotropes  issues  du  foyer  F,  et  la  tangente  isotrope  du  second  système 
bsuc  du  foyer  G;  ces  quatre  droites  forment  un  quadrilatère  circonscrit  à 
la  conique.  Soit  T'  une  tangente  quelconque  à  cette  conique  rencontrant  la 
tangente  fixe  en  a;  elle  coupe  les  droites  isotropes  du  premier  système  issues 
des  foyers  en  des  points  imaginaires  dont  les  segments  ont  pour  origine  ces 
foyers  eux-mêmes,  et  la  droite  isotrope  du  second  système  issue  du  foyer  F 
en  un  point  représenté  par  un  segment  dont  l'extrémité  est  en  F;  l'origine 
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de  ce  segment  est  donc  le  point  F'  symétrique  de  F  par  rapport  à  la  tangente 
mobile. 

D*où  Ton  voit  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a,  F,  F'  et 
G  demeure  constant,  lorsque  la  tangente  mobile  se  déplace. 

On  déduit  de  là  les  relations  suivantes  entre  les  divers  éléments  du  qua- 
drilatère FF'aG  : 

fIg  —  rTG  =  const.,    f^G—  FTG=:const., 
JM'—FGF'==  const.,    FGÎ  —  FF7*  =  const., 

etc.,  etc.  (*), 

Ga.FF'  A      Ga.FF' 

__  =  const.,    g^^  const. 

Si  Ton  remarque  que  FG  est  constant  et  que  Fa  =  Fa,  les  deux  dernières 
égalités  donneront 

FF'  =  const.  x  jA  et  GF'  =  const. 

D'où  Ton  déduit,  en  particulier,  cette  propriété  bren  connue  que  le  lieu 
du  point  F'  est  une  circonférence  de  cercle  ayant  pour  centre  le  foyer  G. 

10.  Je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  les  nombreuses  relations  métri- 
ques que  l'on  peut  déduire  de  la  proposition  fondamentale  de  la  théorie  des 
coniques  et  qu'elle  renferme  ainsi  comme  cas  particuliers. 

Je  ferai  seulement  l'observation  suivante  :  bien  que,  dans  les  théorèmes 
que  nous  obtenons  ainsi,  les  éléments  de  la  figure  soient  essentiellement 
supposés  réels  (m  vertu  même  du  mode  de  démonstration),  ils  n'en  sont 
pas  moins  vrais  dans  toute  leur  généralité  ;  rien  n'empêche  donc,  dans  ces 
nouvelles  propositions,  de  supposer  que  certains  éléments  deviennent  ima- 
ginaires et  d'en  déduire  de  nouvelles  relations  (**). 

• 

(*)  Il  est  presque  inutile  de  faire  remarquer  que  ces  diverses  relations  se  réduisent  à 
deux  relations  distinctes. 

(**)  En  général,  quand  dans  une  figure  certains  éléments  deviennent  imaginaires,  toute 
relation  relative  à  cette  figure  donne  deux  relations,  en  mettant  en  évidence  la  partie  réelle 
et  la  partie  imaginaire.  D'une  proposition  donnée,  on  déduit  donc  deux  autres  propositions 
généralement  distinctes. 

Il  peut  arriver  néanmoins  qu'elles  se  confondent,  ou  que  l'une  des  deux  exprime  une 
simple  identité,  ou  bien  encore  que  l'une  d'entre  elles  serve  seulement  à  lever  une  ambi- 
guïté et  à  fixer  le  signe  dont  une  quantité  doit  être  affectée. 

Comme  exemple  de  ce  dernier  cas,  je  prendrai  la  proposition  suivante  : 

La  somme  des  distances  d'un  point  d'une  ellipse  aux  deux  foyers  imaginaires  situés  sur 
le  petit  axe  est  constante  et  égale  à  2&t\  b  désignant  la  longueur  du  petit  axe. 

Au  sujet  de  ce  théorème,  je  ferai  observer  que  les  distances  dont  il  s'agit  étant  comptées 
Svir  des  droites  différentes,  il  est  impossible  a  priori  de  fixer  leur  valeur.  En  désignant 
donc  par  ?  et  y  les  deux  foyers  imaginaires  de  l'ellipse  et  par  M?  et  My  deux  quelconques 
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il.  Soient  deux  faisceaux  homographiques  de  droites  isotropes  du  pre- 
mier système;  le  premier  de  ces  faisceaux  est  déterminé  par  le  système  S 
des  points  réels  A,  B,  C, ...  situés  sur  les  rayons  qui  lé  composent,  le  second 
est  également  déterminé  par  un  système  S'  de  points  réels  A',  B\  C, .. . . 

Cela  posé,  il  résulte  immédiatement  de  cette  définition  que  le  rapport  an- 
k  harmonique  de  quatre  points  quelconques  du  système  S  est  proprement  égal  an 
rapport  anharmonique  des  quatre  points  correspondants  du  système  S'.  Je 
dirai  que  ces  deux  systèmes  sont  proprement  anharmoniques. 

Soient  un  faisceau  de  droites  isotropes  du  premier  système  déterminé  par 
un  système  S  de  points  réels  A,  B,  G, ...,  et  un  faisceau  homographique  de 
droites  isotropes  du  deuxième  système  déterminé  par  [système  S'  de  points 
réels  A',  B',  C',  ...  ;  on  voit  immédiatement  que  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  points  quelconques  du  système  S  est  improprement  égal  au  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  correspondants  du  système  S'.  Je  dirai  que 
ces  deux  systèmes  sont  improprement  anhai-moniques. 

Lorsqu'on  transforme  une  figure  z  par  rayons  vecteurs  réciproques,  la 
transformée  est  improprement  anharmonique  à  2;  en  sorte  que,  quel  que  soit 
le  nombre  des  transformations  analogues  que  Ton  opère,  la  figure  trans- 
formée sera  toujours  proprement  ou  improprement  anharmonique  à  la  fi- 
gure primitive,  suivant  que  le  nombre  des  transformations  sera  pair  ou 
impair. 

12.  De  la  notion  qui  précède  résulte  immédiatement  la  proposition 
suivante  : 

des  valeurs  dont  sont  susceptibles  les  distances  du  point  M  de  l'ellipse  aux  foyers  ?  et  y, 
le  théorème  précédent  s'exprime  par  l'égalité  suivante  : 

e  et  ri  étant  des  constantes  dont  la  valeur  est  4- 1  ou  —  1. 

F  et  G  désignant  les  deux  foyers  réels  de  l'ellipse,  on  a  y  =  (F,  G)  et  y  =  (G,  F)  ;  j'ex- 
prime ainsi  que  ?  et  y  ont  respectivement  pour  segments  représentatils  les  segments  FG 
et  GF. 

Le  point  M,  étant  supposé  réel,  d'après  la  formule  donnée  au  n°  2,  on  a,  /  désignant 
l'angle  positif,  inférieur  à  un  droit,  que  fait  avec  la  normale  MX  chacun  des  rayons  vecteurs 
FM  et  G», 

My  =  v'MF.MGev'    et    M?=  y/MF.MG  e~lt; 
on  déduit  de  là 

VMF.MG  (te" ki -h  ut'**)  =  2M, 

ou,  en  égalant  de  part  et  d'autre  les  parties  réelles  et  les  pafties  imaginaires, 

V'MF.MG  (e4->j)  cosi  =  0 
V'MF.MGf»,—  «)isina  =  26i. 

La  première  équation  montre  que  l'on  a  e  =  —  >j;  portant  cette  valeur  dans  la  seconde 
équation  et  élevant  au  carré,  après  avoir  supprimé  le  facteur  —  4,  il  vient  : 

MF  shù.MGsin  >,  =  &*, 

ou  bien  FP.GQ  =  &*,  en  désignant  par  P  et  Q  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des 
fbyvrs  sur  la  tangente  en  M. 


-  247  — 

Si,  sur  une  droite  (ou  un  cercle)  réelle  ou  imaginaire,  on  a  une  série  de 
points  représentés  par  des  segments  dont  les  origines  forment  un  polygone  P  ; 
si,  sur  une  autre  droite  (ou  un  autre  cercle),  on  a  une  série  homographique  de 
points  représentés  par  des  segments  dont  les  origines  forment  un  polygone 
F,  les  deux  polygones  P  et  P'  sont  proprement  anharmoniques. 

Pour  faire  une  application  de  cette  proposition,  considérons  une  conique 
réelle  K  et  une  droite  imaginaire  a  tangente  à  cette  courbe,  que,  par  suite, 
touchera  également  la  droite  a  imaginai  rement  conjuguée  de  la  première. 
Une  droite  réelle  mobile  tangente  à  K  rencontre  a  en  un  point  (A,  A'),  et  a 
au  point  imaginai  rement  conjugué  (A',  A). 

Pendant  le  déplacement  de  la  tangente,  le  point  (A,  À')  se  meut  sur  une 
droite;  donc  la  figure  (A),  décrite  par  le  point  A,  est  semblable  à  la  figure 
(A'),  décrite  par  le  point  A',  et  inversement  placée,  et  les  deux  figures  sont 
improprement  anharmoniques.  D'autre  part,  en  vertu  de  cette  propriété  fon- 
damentale des  coniques  que  la  tangente  détermine  sur  g  et  a  des  divisions 
homographiques,  les  figures  (A)  et  (A')  sont  proprement  anharmoniques  ;  il 
en  résulte  (n°  8)  que  les  courbes  (A)  et  (A')  sont  toutes  deux  des* cercles. 

D'où  les  conclusions  suivantes  : 

Quatre  droites  réelles  tangentes  à  une  conique  réelle  coupent  une  droite 
imaginaire  quelconque  tangente  à  cette  conique  en  quatre  points  représentés 
par  des  segments  dont  les  origines  sont  situées  sur  une  même  circonférence. 

Si  un  point  mobile  M  décrit  une  circonférence,  tandis  quun  autre  point  M' 
décrit  une  autre  circonférence  en  sens  inverse  et  dans  le  même  temps,  le  point 
milieu  1  de  la  corde  MM7  décrit  une  conique  et  la  droite  menée  en  I  perpendi- 
culairement à  la  corde  enveloppe  une  autre  conique. 

43.  Tous  les  théorèmes  relatifs  à  la  division  homographique  sur  une 
même  droite  ou  sur  des  droites  différentes  donnent  évidemment  lieu  à  au- 
tant de  théorèmes  correspondants  relatifs  à  deux  systèmes  de  points  pro}>re- 
ment  anJiarmoniques  ;  pour  les  développer,  je  n'aurais  qu'à  transcrire  ici 
plusieurs  chapitres  de  la  Géométrie  supérieure  et  des  Sections  coniques  de 
M.  Chasles.  J'éviterai  au  lecteur  la  peine  de  relire,  sous  une  autre  forme,  des 
propositions  bien  connues  et  les  emploierai,  dans  la  suite  de  ce  mémoire, 
toutes  les  fois  qu'elles  me  seront  utiles,  sans  entrer  dans  plus  de  détails  à 
ce  sujet. 

Je  ferai  cependant  la  remarque  suivante,  à  cause  de  son  fréquent  emploi. 
On  connaît  (Sections  coniques,  p.  99)  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  a,  sur  une  droite,  une  série  de  points  en  involution,  les  conjugués 
harmoniques  d'un  point  P  quelconque  de  cette  droite,  relatifs  aux  couples  de 
points  de  Vinvolution,  déterminent  une  série  de  points  (P)  ;  à  un  autre  point 
F  de  la  droite  correspond  une  autre  série  (P')  ;  les  deux  divisions  (P)  et  (F) 
sont  homographiques. 

D'où  cette  conséquence  pour  une  figure  plane  : 
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Étant  donnée  dans  un  plan  une  figure  en  involution  (*),  les  conjugués  har- 
moniques d'un  point  quelconque  P  du  plan  déterminant  une  figure  (P)  ;  à  un 
autre  point  P'  correspond  une  autre  figure  (F)  ;  les  deux  figures  (?)  et  (P') 
sont  proprement  anharmoniques. 

J'appellerai  courbe  en  involution  une  courbe  dont  les  points  peuvent  se 
grouper  deux  à  deux,  de  telle  sorte  que  deux  points  conjugués  M  et  M' fassent 
partie  d'un  système  de  points  en  involution.  On  déduit  alors  de  ce  qui  pré* 
cède  la  proposition  suivante  : 

Si  Von  prend  successivement  les  points  conjugués  harmoniques  de  divers 
points  du  plan  par  rapport  aux  couples  de  points  conjugués  d'une  courbe  en 
involution,  les  diverses  courbes  ainsi  obtenues  sont  proprement  anharmo- 
niques. 

En  particulier,  si,  pour  un  point  du  plan,  la  courbe  est  un  cercle,  elle  sera 
également  un  cercle  pour  tout  autre  point;  ainsi  le  lieu  des.  points  milieux 
des  cordes  joignant  les  points  conjugués  est  un  cercle.  La  courbe  en  involu- 
tion qui  jouit  de  cette  propriété  est  par  là  même  complètement  définie,  et 
je  l'ai  déjà  étudiée  dans  une  note  Sur  les  cassiniennes  publiée  dausle  Bulletin 
de  la  Société  philomathique  (mars  4868).  Ses  nombreuses  propriétés  se  dé- 
duisent du  reste  avec  la  plus  grande  facilité,  en  employant  les  considé- 
rations qui  précèdent,  des  simples  et  élégantes  relations  données  par 
H.  Chasles  dans  sa  Géométrie  supérieure,  relativement  à  un  système  de  seg- 
ments en  involution  et  aux  milieux  de  ces  segments. 

14.  Soient  (A)  et  (À')  deux  systèmes  de  points  improprement  anharmo- 
niques, le  faisceau  déterminé  par  le  système  (A)  el  l'ombilic  I  et  le  faisceau 
déterminé  par  le  second  système  et  l'ombilic  J  sont  homographiques  ;  par 
suite,  tous  les  points  imaginaires  (A,  A')  sont  situés  sur  un  même  cercle. 
D'où  cette  conclusion  : 

Si  deux  systèmes  de  points  (A)  et  (A')  sont  improprement  anharmoniques, 
tous  les  points  imaginaires  (A,  A')  sont  situés  sur  un  même  cercle. 

Réciproquement  : 

Si  un  certain  nombre  de  points  (A,  A'),  (B,  B'), ...  sont  situés  sur  un  même 

cercle,  les  deux  systèmes  de  points  A,  B, ...  et  A',  B',  ...  sont  improprement 

anharmoniques. 

(A  suivre.) 

m 

(*)  Par  la  propriété  fondamentale  de  l'involulion,  on  voit  qi:e  A  et  A' étant  deux  points 
conjugués,  ces  deux  points  et  les  deux  points  doubles  P  et  Q  sont  situés  sur  un  même  cercle; 
de  plus,  les  quatre  points  A,  A',  P  et  Q  déterminent  sur  ce  cercle  une  division  harmonique. 
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EXTRAITS    DES    PROCÈS-VERBAUX 


SÉANCE  DU  MERCREDI  28  MAI  1875 

m 

PRÉSIDENCE  DE  H.   CIIASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  annonce  que  M.  de  la  Gournerie,  membre  de  la  Société, 
vient  d'être  élu  membre  de  1*  Académie  des  sciences. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Bailloud,  inspecteur  des  ponts  et  chaussées  en  retraite,  à  Paris  ; 
Perrier,  capitaine  d'état-major,  membre  du  Bureau  des  longitudes,  h  Paris  ; 
Saltel,  professeur,  à  Chauny. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Laguerre  donne  lecture,  de  la  part  de  M.  Liguine,  professeur  à  l'uni- 
versité d'Odessa,  d'une  Note  historique  sur  le  problème  des  engrenages  cylin 
driques. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  Quelques  applications  nouvelles  d'une 
proposition  sur  les  congruences  de  droites. 

M.  Camille  Jordan  communique  à  la  Société  la  solution  de  Quelques 
questions  de  probabilités. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  formule  de  Stirling. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  11  JUIN  1873 

PRÉSIDENCE   DE  M.   CBASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

.Le  secrétaire  donne  communication  d'une  lettre  du  secrétaire  de  l'Aca- 
démie des  sciences  de  Saint-Pétersbourg,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange 
de  son  Bulletin.  Le  secrétaire  annonce  en  outre  que  la  Société  mathéma- 
tique de  Bohême  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses  Publications. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

M.  Ch.  Sainte-Claire  Deville,  membre  de  l'Académie  des  sciences,  à  Paris. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Desboves  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  un  théorème  de 
Legendre. 

M.  Darboux  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  l  appareil  cinéma- 
tique de  Poinsot  et  le  travail  de  M.  Sylvester  relatif  à  cette  question. 
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H.  Ribaucourfait  à  la  Société  une  communication  Sur  un  point  de  la  théorie 
des  surfaces. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  un  genre  particulier 
de  surfaces  dont  on  peut  intégrer  les  lignes  géodésiques. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  25  JUIN  1873 

PRÉSIDÉE   PAR   M.    LAFFON   DE   LA  DÉBAT 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Studnicka,  professeur  à  l'université  de  Prague  ;  Hilaire,  professeur 
au  lvcée  de  Douai. 

M.  Halphen  communiquée  la  Société  une  note  Sur  la  géométrie  à  n  dimen- 
sions. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  à  la  Société  une  communication  relative 
au  tribunal  des  mathématiques  de  Pékin. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  9  JUILLET  1873 

PRÉSIDÉE  PAR  N.   MOUTARD 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  annonce  que  M.  Emile  Weyr  fait  hommage  à  la  Société  de 
la  plus  grande  partie  do  ses  mémoires,  dont  on  trouvera  les  titres  aux 
Ouvrages  reçus  par  la  Société. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

M.  A.  Picart,  professeur  à  la  faculté  des  sciences  de  Poitiers. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  une  note  Sur  l'application  du  principe 
de  correspondance  à  la  détermination  du  nombre  des  points  d'intersection  de 
trois  surfaces  ou  d'une  courbe  gauche  et  d'une  surface. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  25  JUILLET  1873 

PRÉSIDENCE   DE   M.    CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  communique  à  la  Société,  de  la  part  de  M.  Sallel,  une  note 
Sur  la  détermination  des  caractéristiques  dans  les  courbes  de  degré  supérieur. 

M.  Picquet  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  courbes  gauches 
algébriques. 
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H.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  relative  à  Nasir- 
Eddin,  et  dépose  sur  le  Bureau  six  volumes  relatifs  à  la  statistique  ,  dont  il 
fait  hommage  à  la  Société. 

M.  de  Saint-Germain  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  durée  des 
oscillations  du  pendule  composé. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  une  note  Sur  le  déplacement  d\m 
solide  invariable. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Note  historique  sur  le  problème  des  engrenages  cylindriques; 

par  H.  V.  LiGciiNE. 

iSéance  du  28  mai  1873) 

On  sait  qu'il  existe  deux  modes  de  solution  complètement  généraux  du 
problème  de  la  détermination  des  profils  conjugués  des  engrenages  cylin- 
driques :  la  méthode  des  enveloppes  et  la  méthode  des  roulettes  (*).  La  pre- 
mière est  due  à  P  on  ce  1  et,  qui  l'a  exposée  pour  la  première  fois  dans  ses 
Leçons  de  mécanique  industrielle  professées,  en  1830,  à  l'École  d'application 
de  Metz  (*'  ).  Quant  à  la  seconde,  dans  les  ouvrages  cjui  traitent  de  la  théorie 
des  engrenages,  on  ne  trouve  point  d'indications  sur  son  origine;  cela  tient 
peut-être  à  ce  que,  dans  les  anciens  écrits  généralement  connus  sur  les 
roues  dentées,  comme  le  mémoire  de  de  la  Hire  Sur  les  épicycloïdes  et  leurs 
applications  dans  la  mécanique  (1694)  et  le  Cours  de  mathématiques  de 
Camus  (an.  1752,  livr.  X),  ce  deuxième  mode  de  solution  s'était  primi- 
tivement présenté  sous  des  formes  très-particulières  et  fut  ensuite  généralisé 
par  divers  géomètres  jusqu'à  obtenir  le  caractère  complètement  général 
qu'il  porte  aujourd'hui,  de  sorte  qu'il  était,  sous  ce  point  de  vue,  assez  dif- 
ficile d'en  signaler  le  véritable  auteur.  Cependant,  comme  l'a  indiqué 
M.  Willis  en  1870,  dans  la  seconde  édition  de  son  savant  et  célèbre  ouvrage 
Principles  of  mechanism  (p.  90),  il  existe  un  mémoire  datant  de  1733  qui 
contient  l'énoncé  et  la  démonstration  complète  de  la  méthode  des  roulettes 
sous  une  forme  tout  a  fait  générale,  car  on  lit  dans  ce  mémoire  le  passage 
suivant  :  «  Si  l'on  veut  que  le  pignon  tourne  comme  la  roue  avec  une  force 
toujours  uniforme,  la  courbure  de  l'aile  et  la  courbure  de  la  dent  doivent 
être  engendrées  comme  les  épicycloïdes,  par  une  môme  courbe,  qui  roulera 
audedans  du  pignon  sur  sa  circonférence  (primitive)  pour  décrire  l'aile,  et 

(*)  Voir  Hatox  de  la  Goupillierk,  Traité  théorique  et  pratique  des  engrenages,  p.  5  et  10. 
(**)  Voir  les  Leçons  l'dhographiccs  de  H.  Poncelet,  rédigées  par  M.  Gossclin,  capitaine 
du  génie.  Metz,  1830,  partie  III,  p.  88-00. 
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extérieurement  sur  la  circonférence  (primitive)  de  la  roue  pour  décrire  la 
dent,  etc.  »  (Suit  la  démonsl ration.)  M  Wil lis,  en  renvoyant  pour  la  lec- 
ture de  cet  article  aux  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris  pour 
1733,  p.  117,  l'attribue  à  François-Joseph  Camus  et  ajoute  dans  une  note  : 
«  que  ce  principe  général  n'est  pas  contenu  dans  le  Cours  de  mathématiques  * 
de  M.  Camus,  »  mais  que  le  mémoire  cité  et  le  cours  paraissent  avoir  été 
écrits  par  la  même  personne.  L'objet  de  la  présente  note  est  de  faire  voir 
que  le  mémoire,  et  par  cela  môme  la  méthode  générale  des  roulettes,  ont 
pour  auteur  non  pas  François-Joseph  Camus,  qui  était  un  mécanicien  ha- 
bile et  auteur  d'un  Traité  des  forces  mouvantes  (1 722) ,  mais  Charles-Etienne- 
Louis  Camus,  savant  bien  connu  par  plusieurs  écrits  sur  la  mécanique  ap- 
pliquée et  comme  compagnon  de  Maupertuis  dans  la  célèbre  expédition  du 
Nord  de  1736,  ce  qui  mettra  en  même  temps  hors  de  doute  l'identité  des 
auteurs  de  ce  mémoire  et  du  Cours  de  mathématiques. 

En  effet,  le  mémoire  en  question  est  intitulé  :  Sur  la  figure  des  dents  des 
roues  et  des  ailes  des  pignons  pour  rendre  les  horloges  plus  parfaites,  par 
H.  Camus,  lu  le  21  février  1733  (Mém.  de  VAcad.  des  sciences,  pour  1733, 
p.  117-140),  et  ne  fournit  ainsi  lui-même  aucun  renseignement  sur  la  per- 
sonne de  l'auteur.  On  n'apprend  pas  davantage  sur  ce  sujet  dans  la  nouvelle 
édition  de  VHisloire  des  mathématiques  de  Montucla,  publiée  par  Lalande, 
t.  IH,  p.  752,  où  il  est  fait  mention  de  ce  mémoire  dans  les  termes  sui- 
vants :  «  ...  On  y  a  substitué  des  courbes  épicycloïdes  qui  ont  la  propriété 
de  donner  un  mouvement  uniforme,  ainsi  que  dans  les  engrenages  des 
roues  dentées,  dont  on  trouve  l'idée  dans  Rœmer  et  la  Hire,  que  Camus  a 
démontrées  dans  les  Mémoires  de  1733  et  que  j'ai  expliquées  d'une  manière 
encore  plus  simple  dans  le  Traité  d'horlogerie  par  Lepaute,  etc.  »  —  Mais, 
en  premier  lieu,  on  peut  voir  dans  la  table  générale  des  membres  de  l'an- 
cienne Académie  qui  se  trouve  à  la  fin  de  l'ouvrage  connu  de  M.  Alfred 
Maury  :  V Ancienne  Académie  des  sciences  (an.  1864-,  p.  372)  que  cette  Aca- 
démie a  compté  parmi  ses  membres  deux  différentes  personnes  portant  le 
nom  de  Camus  :  l'un,  François-Joseph  des  Camus,  ne  à  Pichome  en  1672,  mé- 
canicien, exclu  de  l'Académie  en  1723,  mort  en  Angleterre  en  1732,  dont 
Lalande  parle  dans  son  édition  de  l'ouvrage  de  Montucla  (p.  732  et  828, 
t.  III),  en  citant  «  des  Camus,  gentilhomme  lorrain,  qui  quitta  l'Académie 
en  1723,  »  comme  l'auteur  du  Traité  des  forces  mouvantes,  paru  en  1722; 
l'autre,  Charles-Étienne-Louis  Camus,  né  à  Crécy  en  1 G90,  mort  en  1768, 
entré  à  l'Académie  en  1727.  Ces  dates  démontrent  déjà  que  le  mémoire  qui 
nous  occupe,  étant  lu  à  l'Académie  le  21  février,  ne  peut  pas  avoir  été  écrit 
par  le  premier  de  ces  deux  personnages,  vu  que  François-Joseph  des  Camus 
était  mort  en  1752.  D'autre  part,  dans  l'Éloge  de  M.  Camus,  inséré  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  pour  Tannée  1768  (p.  144-154),  éloge  qui  se  rap- 
porte à  Charles-Étienne-Louis  Camus,  on  lit,  p.  147  :  i  II  donna  on  1733  un 
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mémoire  sur  les  dents  des  roues  el  les  ailes  des  pignons,  »  et  plus  loin, 
p.  152,  qu'étant  nommé  examinateur  des  Écoles  royales  du  génie  et  de  l'ar- 
tillerie, il  entreprit  de  composer  un  Cours  de  mathématiques ,  destiné  à 
l'instruction  des  élèves,  etc.,  et  enfin,  p.  148,  qu'il  était  l'un  des  quatre 
académiciens  désignés  pour  la  savante  expédition  du  Nord. 

En  résumé,  on  voit  ainsi  d'une  manière  nette  que  : 

La  méthode  générale  des  roulettes  pour  la  construction  des  engrenages 
cylindriques  est  due  à  Charles-Étienne-Louis  Camus,  auteur  du  Cours  de 
mathématiques,  et  membre  de  l'expédition  du  Nord,  qui  avait  énoncé  et  dé- 
montré cette  méthode  dans  toute  sa  généralilé  en  1753. 


Applications  nouvelles  d'une  proposition  sur  les  congruences  de  droites; 

par  M.  Halphen. 

(Séance  du  2à  mai  1873) 

Los  droites  de  l'espace  qui  satisfont  à  deux  conditions  forment  une  con- 
gruence. Le  nombre  de  ces  droites  qui  passent  par  un  point  doftné  est  Y  ordre 
de  la  congruence,  le  nombre  de  celles  qui  sont  dans  un  plan  donné  en  est 
la  classe.  Rappelons  que  les  droites  d'une  congruence  sont  tangentes  à  deux 
surfaces  (ou  à  deux  nappes  d'une  même  surface),  qui  peuvent  se  réduire  à 
des  lignes.  On  les  désigne  ordinairement  par  surfaces  ou  lignes  focales  de  la 
congruence.  On  peut  aussi  désigner  leur  ensemble  par  le  nom  de  focale  de 
la  congruence. 

J'ai  démontré  (Comptes  rendus  de  l Académie  des  sciences,  t.  LXXIV, 
2  janvier  1872),  que  :  Le  nombre  des  droites  communes  à  deux  congruences 
est  égal  au  produit  des  ordres  de  ces  congruences  augmenté  du  produit  de 
leurs  classes.  Je  me  propose  de  donner  ici  trois  applications  nouvelles  de 
ce  théorème. 

t.    —   DETERMINATION   DU   NOMBRE    DES  TÉTRAÈDRES  QUI  SATISFONT   A  CERTAINES  CONDITIONS. 

Un  tétraèdre  est  déterminé  de  grandeur  et  de  position  si  chacune  de  ses 
arêtes  est  assujettie  à  deux  conditions,  c'est-à-dire  fait  partie  d'une  con- 
gruence donnée.  Je  vais  montrer  que  le  nombre  des  tétraèdres  ainsi  déter- 
minés s'exprime  en  fonction  des  ordres  et  des  classes  des  six  congruences 
auxquelles  appartiennent  les  six  arêtes. 

Désignons  les  arêtes  du  tétraèdre  par  les  numéros  de  1  à  6,  et  par  ph  P<, 
l'ordre  et  la  classe  de  la  congruence  C<  dont  fait  partie  l'arête  (t).  Désignons 
par  [C^jCjC^gCfl]  le  nombre  des  tétraèdres  dont  les  arêtes  font  partie  des 
congruences  Câ,  C„  ...,  Ce,  et  représentons  par  (p)  la  congruence  des  droites 
qui  passent  en  un  point,  par  (P)  celles  des  droites  qui  .sont  dans  un  plan. 


Si  Ton  assujettit  simplement  les  cinq  premières  arêtes  à  faire  partie  des 
cinq  congruences  Ct, ...,  Cs,  l'arête  (6)  engendre  une  congruence  dont 
l'oidrc  et  la  classe  sont  respectivement  [C1CÎC5CAC5(^)]  et  [G^CjC^P)].  Par 
suite,  si  l'arête  (6)  doit  en  outre  faire  partie  de  la  congruence  Ce,  on  ob- 
tiendra le  nombre  de  ses  positions,  ou  le  nombre  des  solutions  du  problème, 
en  additionnant  les  deux  nombres  précédents  multipliés  respectivement  par 
p6  et  P6.  C'est  la  conséquence  immédiate  du  théorème  rappelé  plus  haut. 
On  a  donc  cette  relation  : 

[C.C^CACe]  =p6[Cfi&C&(p)}  +  P6[(C1CfC3C4C5(l»)]. 
On  aura  de  même  : 

[Cfififi&lp)]  =Ps[Vfi&C*(p)(p)]  +  PB[C,CfC5C4(P)(p)].  etc. 

On  conclut  immédiatement  de  là  que  le  nombre  cherché  se  compose  d'une 
somme  de  termes,  dont  chacun  est  le  produit  des  ordres  de  n  congruences 
C*,  Cf,  ...  par  les  classes  des  (6  —  n)  autres  congruences  Cj,  ty,  ...,  mul- 
tiplié par  un  coefficient  qui  est  le  nombre  des  tétraèdres  dont  les  arêtes 
(i),  (i'),  ...  passent  par  des  points,  et  les  arêtes  (j),  (/),  ...  sont  dans  des 
plans  donnés. 

Le  problème  sera  donc  résolu  si  Ton  connaît  le  nombre  des  solutions  des 
différents  problèmes  particuliers,  dans  lesquels  les  six  arêtes  du  tétraèdre 
sont  assujettis  à  passer  par  des  points  ou  à  être  dans  des  plans.  Or  il  est  fa- 
cile de  reconnaître  que  tous  ces  problèmes  n'admettent  qu'une  solution,  à 
l'exception  de  celui  où  trois  arêtes  d'une  même  face  passent  par  des  points 
et  les  trois  autres  sont  dans  des  plans  donnés.  Ce  dernier  problème  admet 
deux  solutions. 

Par  conséquent,  dans  l'expression  du  nombre  cherché,  tous  les  coefficients 
sont  égaux  à  l'unité,  à  l'exception  des  coefficients  des  termes  qui  contien- 
nent les  ordres  des  trois  congruences  auxquelles  appartiennent  trois  arêtes 
d'une  même  face  et  les  classes  des  trois  autres. 

Si  1 ,  2,  3  sont  les  arêtes  d'une  même  face,  et  4,  5,  6  les  arêtes  opposées 
à  1,  2,  5,  on  reconnaît  aisément  que  les  termes  dont  il  s'agit  sont  : 

Pi^pApA.  P^P^iPoK  pfiPJiPsW,  pfiPfsPoh- 

En  désignant  par  S  la  somme  de  ces  termes,  on  aura  pour  le  nombre 
cherché  N  : 

N  =  (Pi  +  Pi)(p,  +  P*)(J>5  +  PJ(f>4  +  P4)(/>i  +  MPt  +  pe)  +  S. 

Si,  par  exemple,  chaque  arête  est  assujettie  A  rencontrer  deux  droites,  les 
ordres  et  les  classes  sont  l'unité,  et  l'on  ai  N  =  264-  4  =  68. 
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II.    —   SURFACE   TRAJECTOIRE   DU   SOMMET   D'UN   ANGLE  CONSTANT. 

Un  angle  droit  se  meut  de  manière  que  l'un  de  ses  côtés  A  engendre  une 
congruence  C  et  l'autre  À',  une  congruence  C.  Quel  est  le  lieu  de  son 
sommet  ? 

Ce  lieu  est  une  surface  dont  le  degré  s'exprime  en  fonction  des  ordres  et 
des  classes  des  congruences  C  et  C. 

Si  le  côté  A  seul  est  assujetti  à  faire  partie  de  la  congruence  C,  et  que  le 
sommet  se  meuve  sur  une  droite,  le  côté  A'  engendre  une  congruence,  dont 
Tordre  et  la  classe  sont  respectivement  P  -+-  2/>  et  p,  p  et  P  étant  Tordre  et 
la  classe  de  la  congruence  C.  Si  on  assujettit,  en  outre,  le  côté  A'  à  faire 
partie  de  la  congruence  C,  dont  p'  et  F  sont  Tordre  et  la  classe,  le  nombre 
des  solutions  sera,  d'après  le  théorème  rappelé  plus  haut  : 

p'(P  +  ty)  +  F/>  =p'V  +/>F  -f  W- 

Par  suite,  si  Ton  assujettit  les  côtés  À  et  A'  à  faire  partie  respectivement 
des  congruences  C  et  C,  sans  donner  de  condition  pour  le  sommet,  ce  point 
décrit  une  surface  dont  le  degré  est  ce  dernier  nombre. 

On  reconnaît  aisément  que  cette  surface  coupe  le  plan  de  l'infini  :  4°  sui- 
vant le  cercle  commun  à  toutes  les  sphères,  qui  y  est  multiple  d'ordre  ppf  ; 
2°  suivant  les  P  droites  de  la  congruence  C,  qui  y  sont  multiples  d'ordre  pf  ; 
et  suivant  les  F  droites  de  la  congruence  C\  qui  y  sont  multiples  d'ordre  p. 

Si  une  portion  de  la  focale  d'une  des  congruences,  C,  se  réduit  à  une 
ligne,  et  que,  en  chaque  point  do  cette  ligne,  les  droites  de  la  congruence 
forment  un  cône  de  degré  /*,  cette  ligne  fait  partie  de  la  surface  et  y  est 
multiple  d'ordre  pp'. 

On  remarquera  que  tous  ces  nombres  doivent  être  doublés,  si,  au  lieu 
d'un  angle  droit,  on  considère  un  angle  constant  quelconque. 

III.    —   DETERMINATION   d'un  TRIÈDRE   TRIRECTANGLE. 

Un  trièdre  trirectangle  est  déterminé  de  position  si  chacune  de  ses  arêtes 
fait  partie  d'une  congruence  donnée.  Soient  piy  Pt;  pt,  P,;  />31  P3,  les  ordres 
et  les  classes  des  trois  congruences.  Par  un  raisonnement  analogue  aux  pré- 
cédents, on  trouve  que  le  nombre  des  solutions  est  : 

aPiPtPz  +  HPiPfs  +P*PJi  +  P*Pft)  +  <Pffi  -T-PsPiP*  -r-PiPfPs)  +  «WV 

Les  coefficients  a,  b,  c,  d  sont  les  nombres  des  trièdres  trirectangles  dont 
les  arêtes  passent  par  des  points  ou  sont  dans  des  plans,  en  sorte  que  les 
congruences  à  considérer  pour  obtenir  ces  coefficients  sont  pour  a,  3  points } 
pour  b,  2  points  et  1  plan;  pour  c,  1  point  et  2  plans;  pour  d,  3  plans» 
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D'après  cela ,  on  reconnaît  facilement  que  les  coefficients  sont  tous  égaux  à  2  ; 
de  sorte  que  le  nombre  des  trièdres  est  :  2(pt  -+-  Pi)(p4  4-  PtKi>3  +  P5)- 

Si  chaque  arête  doit  rencontrer  deux  droites,   le  nombre  devient  2* 
ou  16. 


Questions  de  probabilités;  par  M.  Camille  Jordan. 

(céance  du  28  mai  1873) 

Problème.  —  Une  droite  de  longueur  l  est  partagée  en  m  segments  Quelle 
est  la  probabilité  pour  que  n  d'entre  eux  soient  dune  longueur  plus  grande 
quune  quantité  donnée  a  ? 

Cherchons  d'abord  la  probabilité  X„  pour  que  les  n  premiers  segments 
soient  >>  a. 

Elle  sera  évidemment  nulle  si  na>l.  Supposons  au  contraire  wa</,  et 
considérons  un  mode  quelconque  de  section  de  la  droite  satisfaisant  à  la  con- 
dition cherchée.  Soient  a  +  «(,  ...,a-\-aH,  fc,c, ...,  les  m  segments.  A  ce 
mode  de  section  on  pourra  faire  correspondre  le  suivant  na  -+-  *l9  a„  ...,  «„, 
b,c,  ...,  où  le  premier  segment  est  >na  et  les  autres  quelconques.  On 
pourra  donc,  sans  altérer  la  probabilité  cherchée,  remplacer  la  condition  à 
satisfaire  par  celle  que  le  premier  segment  soit  >  na.  Celte  dernière  con- 
dition suppose  que  chacun  des  m  —  4  points  de  section  se  trouve  dans  la 
portion  de  la  droite  de  longueur  /  —  na  située  vers  son  extrémité.  La  proba- 

bilité  de  cet  événement  sera  — - —  pour  chacun  de  ces  points  et  la  pro- 

V  m 

n na\  m  ~~  * 

habilité  composée  seraXn  =  ( — - — )       .  Nous  répétons,  comme  on  le 

voit,  le  raisonnement  de  M.  Halphen. 

Cherchons  maintenant  la  probabilité  C„  pour  que  n  segments,  fixés 
d'avance  par  une  personne  étrangère  à  Pinsu  de  celui  qui  fait  la  section, 
soient  tous  >  a. 

Il   est  clair  que  la    probabilité  sera  la  même   et  égale  à   Xft  quels 

que  soient  les   segments  choisis.    Or  ils   peuvent  avoir  été  choisis   de 

m(m  —  l)...(m  —  n-+-])         .,  ,         r       n 

— - 4cr manières   différentes.    On    aura    donc  Cn  =  0, 

1  .  éi ...  n 

^  i   n       m(m — 1)  ...  (m  —  n  -+-  i  )  //  —  ?ia\*_1      .        ^, 

81  na  >  '' c» = - — hizii (—r)    '  K  m  < l 

Cela  posé,  il  résulte  des  formules  générales  que  nous  avons  données  dans 
les  Comptes  rendus  (9  décembre  1867),  que  la  probabilité  Br  pour  que  r 
segments  au  moins  soient  >a  est  donnée  par  la  formule 


n   _r         rr  i    r(r  +  1)r  ^       r(r+1)...m      ,. 


*~\ 
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et  que  la  probabilité  Ar  pour  qu'on  ait  juste  r  segments  satisfaisant  à  ces 
conditions  sera 

4   _,,        d        _r        r-h\  ,    <r  +  1)(r  +  g)n 

.  Ar  —  Dr  —  Dr +1  —  tir r — t.r  +  i  -| t—x W+l  —  •••• 

Problème.  —  Trouver  la  probabilité  pour  que  quatre  points  pris  au  hasard 
sur  une  sphère  forment  un  quadrilatère  sphérique  convexe. 

Soient  A .  B,  G  trois  de  ces  points.  Les  arcs  de  grand  cercle  qui  les  joignent 
deux  à  deux  découpent  la  sphère  en  huit  triangles.  Si  Ton  associe  ensemble 
les  triangles  qui  ne  se  touchent  que  par  un  sommet*  on  aura  deux  régions 
formées  chacune  de  quatre  triangles,  et  qui  seront  symétriques  l'une  de 
l'autre  par  rapport  au  centre  de  la  sphère. 

Cela  posé,  soit  D  le  quatrième  point  donné.  On  voit  immédiatement  que 
le  quadrilatère  ABCD  sera  convexe  ou  non,  suivant  que  D  sera  contenu  dans 

Tune  ou  l'autre  région.  Donc  la  probabilité  pour  qu'il  soit  convexe  est  égale 

l 

à  5»  quelle  que  soit  la  position  des  points  A,  B,  C. 

Problème.  —  On  prend  au  hasard  trois  points  A,  B,  C  dans  Vintérieur 
d'une  courbe  fermée  K  jmsédant  un  centre  0.  Quelle  est  1%  probabilité  pour 
que  0  tombe  dans  Vintérieur  du  triangle  ABC? 

Soit  m  un  nombre  très-grand.  Par  le  point  0  nous  mènerons  m  diamètres 
choisis  de  manière  à  diviser  Taire  intérieure  en  2m  secteurs  élémentaires , 
équivalents.  Numérotons-les  dans  Tordre  où  les  rencontre  un  observateur 
tournant  autour  du  point  0,  et  considérons  comme  premier  secleur  celui 
qui  contient  le  point  A.  Supposons  que  le  point  B  soit  dans  le  n+  Vème  sec- . 
leur.  On  peut  admettre  que  n<Jm.  En  effet,  si  Ton  avait  n>m>  il  suffirait 
de  changer  le  sens  de  la  numérotation;  le  point  B  selrouverail  alors  dans 
le  n'-h  lième  secteur,  n'  étant  égal  à  2m  —  n  et  par  suite  <m. 

D'ailleurs  la  probabilité  pour  que  B  tombe  dans  le  premier  secteur  ou 
dans  le  m-j-l*100  peuft  être  négligée  comme  infiniment  petite.  Nous  ad- 
mettrons donc  que  n  peut  prendre  seulement  les  valeurs  de  1  à  m —  1.  Mais 
toutes  ces  valeurs  sont  également  probables,  les  secteurs  correspondants 

dans  lesquels  B  peut  tomber  étant  équivalents.  La  chance  que  B  tombe  dans 

1 

le  n+lleme  secleur  sera  donc t. 

m  —  1 

Cela  posé,  pour  que  le  point  0  tombe  dans  l'intérieur  du  triangle  ABC,  il 
faut  et  il  suffit  que  C  soit  dans  le  secteur  formé  par  la  courbe  et  les  prolon- 
gements OA',  OB'  des  rhyons  vecteurs  OA,  OB.  Soient  s  Taire  de  ce  secleur, 
S  celle  de  la  courbe  entière;  la  probabilité  pour  que  0  tombe  dans  le 

s 
triangle  ABC  sera  ^.  Mais  soit  a  Taire  d'un  secteur  élémentaire;  on  aura 

S  =  2m<x.  D'autre  part,  en  vertu  de  la  symétrie  de  la  courbe,  le  secteur  corn- 
i  17 
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pris  entre  les  rayons  OA'  et  OB'  sera  égal  au  secteur  compris  entre  les  rayons 
OÀ  et  OB;  ce  dernier  contient  une  portion  du  premier  et  du  n  +  lième  sec- 
teur élémentaire  et  la  totalité  des  n  —  1  secteurs  intermédiaires  ;  son  aire 
s  est  donc  sensiblement  égale  à  n*. 

Donc  la  chance  pour  que  B  tombe  dans  le  n+  liémc  secteur  et  que  ABC 
contienne  0  dans  son  intérieur  sera  sensiblement  égale  à  la  probabilité 

A  YLn  M 

composée  r« — =  0—7 n-  Faisons  la  somme  de  ces  probabi- 

r         m  —  1  zmoi      2m(m  —  1)  r 

lités  élémentaires  pour  toutes  les  valeurs  de  n,  de  4  à  m  —  1  ;  on  aura, 

pour  la  probabilité  totale  que  ABC  contient  0, 


2m(m  —  1  ) 


Sur  l'application  du  principe  de  correspondance  à  la  détermination  du 
nombre  des  points  d'intersection  de  trois  surfaces  ou  d'une  courbe  gauche 
et  d'une  surface;  par  H.  Fodret. 

(Séance  du  9  juillet  1873) 

Parmi  les  résultats  intéressants  contenus  dans  un  mémoire  présenté  par 
M.  Halphen  à  la  séance  du  25  juin  dernier,  se  trouve  une  démonstration  de 
ce  fait  qu'uni  surface  algébrique  et  une  courbe  gauche  également  algébrique 
se  coupent  en  un  nombre  de  points  égal  au  produit  de  letirs  degrés  respectifs. 

La  démonstration  de  ce  théorème  ayant  présenté  jusqu'à  ces  derniers 
temps  une  certaine  difficulté,  il  n'est  peut-être  pas  sans  intérêt  de  faire  re- 
marquer qu'elle  s'établit  géométriquement  d'une  manière  fort  simple,  à 
l'aide  du  principe  de  correspondance.  Cette  démonstration  se  trouve  d'ail- 
leurs contenue  tout  entière  implicitement  dans  celle  que  j'ai  donnée  précé- 
demment du  théorème  relatif  au  nombre  des  points  d'intersection  de  trois 
surfaces  (Bulletin  de  la  Société,  t.  1,  p.  122). 

Voici  une  nouvelle  démonstration  qui  comprend  comme  cas  particulier 
celle  que  je  viens  de  rappeler. 

Soient  (Cn)  une  courbe  gauche  du  nme  ordre  et  (Sp)  une  surface  du  pme  ordre. 
Par  chacun  des  points  de  la  courbe,  faisons  passer  une  droite  dont  la  direc- 
tion varie  suivant  une  loi  choisie  arbitrairement,  et  assujettie  à  la  seule 
condition  d'être  exprimable  algébriquement. 

L'ensemble  de  ces  droites  forme  une  surface  réglée  (R4)  d'un  certain 
ordre  q  (*). 

(*)  Les  droites  peuvent  être  déterminées  par  la  condition  de  passer  par  un  point  donné, 
auquel  cas  la  surface  (II)  est  un  cône;  et  l'on  retrouve  alors  le  procédé  de  démontra  lion 
que  j'ai  donné  précédemment.  La  surface  (R)  pourrait  être  aussi,  comme  cas  particulier, 
la  dévcloppable  ayant  (Cn)  pour  arête  de  rebroussement,  la  surface  lieu  des  normales 
principales  de  cette  courbe,  etc. 
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Considérons  une  droite  I  située  d'une  manière  quelconque  par  rapport 
aux  surfaces  (S,)  et  (Rfl).  Tout  plan  (A)  passant  par  cette  droite  coupe  (Cn) 
en  n  points  a.  Chacun  de  ces  n  points  a  est  l'origine  d'une  génératrice  rec- 
(iligne  de  (Wq)  qui  rencontre  (Sp)  eu  p  points  b  ;  soit  en  tout  np  points  h. 
Chacun  de  ceux-ci  détermine  un  plan  (B)  passant  par  la  droite  I,  de  sorte 
qu'à  un  plan  (A)  correspondent  np  plans.  (6). 

Considérons  maintenant  un  de  ces  plans  (B)  ;  il  coupe  (Sp)  et  (\\q)  suivant 
des  courbes  de  degrés  respectivement  égaux  à  p  et  à  q,  et  ayant  par  suite  pq 
points  communs  b.  Par  chacun  de  ces  pq  points  b  passe  une  droite  de 
(R4)  qui  rencontre  (CJ  en  un  point  a.  Lespq  points  a  ainsi  obtenus  détermi- 
nent autant  de  plans  (A)  passant  par  I. 

A  un  plan  (B)  correspondent  donc  pq  plans  (A),  tandis  qu'à  un  plan  (A) 
correspondent  np  plans  (B).  Donc,  en  vertu  du  principe  de  correspondance, 
il  y  a  nq +qp  plans  (A)  qui  coïncident  avec  un  de  leurs  correspondants  (B). 

Or,  lorsque  deux  plans  (A)  et  (B)  correspondants  coïncident,  les  points  a 
et  b  définis  ci-dessus,  et  respectivement  situés  sur  ces  plans,  coïncident  éga- 
lement, à  moins  que  la  droite  de  (R4)  qui  les  contient  ne  soit  située  tout 
entière  dans  le  plan  considéré.  Les  droites  de  (Rfl)  qui  satisfont  à  cette  der- 
nière condition  sont  celles  qui  rencontrent  la  droite  I;  elles  sont  par  suite 
au  nombre  de  q.  Chacune  d'elles,  rencontrant  (Sp)  en  p  points,  donne  lieu  à 
un  plan  (A)  et  à  p  plans  (B)  correspondant  à  (A)  et  se  confondant  avec  lui. 
Parmi  les  np  -\-pq  plan  résultant  de  la  coïncidence  de  deux  plans  (A)  et  (B) 
correspondants,  il  y  en  a  donc  pq  qui  ne  passent  pas  par  des  points  d'in- 
tersection de  (Sp)  et  de  (Cn).  Ces  points  d'intersection  déterminent  par  suite 
np  plans,  c'est-à-dire  qu'ils  sont  au  nombre  de  np  :  ce  qui  démontre  le 
théorème  énoncé  au  début  de  cette  note. 

Remarque.  —  Considérons  trois  surfaces  dont  les  degrés  soient  respecti- 
vement p,  p',  p".  Les  deux  dernières  se  coupent  suivant  une  courbe  d'un 
ordre  égal  à  plp" ,  d'après  une  conséquence  immédiate  du  théorème  de 
Bezout  sur  l'intersection  de  deux  courbes  planes.  D'autre  part,  en  vertu  du 
théorème  que  nous  venons  de  démontrer  dans  cette  note,  celte  courbe 
d'ordre  p'p"  coupe  la  surface  d'ordre  p  enpp'p"  points. 

Ainsi  se  trouve  établi  le  théorème  relatif  au  nombre  des  points  d'intersec- 
tion de  trois  surfaces  algébriques. 
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Sur  les  courbes  gauches  algébriques;  surface  engendrée  par  les  sécantes 
triples;  nombre  des  sécantes  quadruples;  par  M.  Picquet. 

(Séance  du  23  juillet  1875) 

I.  On  connaît  la  définition  de  la  courbe  gauche  de  degré  m  :  c'est  une 
courbe  coupée  par  un  plan  quelconque  en  m  points.  Cette  définition  géo- 
métrique, impliquant  la  connaissance  du  degré,  puise  son  origine  dans  l'al- 
gèbre, et  ne  saurait  conséquemment  s'appliquer  qu'aux  courbes  algébri- 
ques, c'est-à-dire  aux  courbes  qui  sont  le  résultat  de  l'intersection  de  deux 
surfaces  algébriques.  Il  suit  de  là  que  Ton  ne  peut  pas  généralement  consi- 
dérer l'ensemble  de  deux  courbes  gauches  de  degré  p  et  q,  comme  une 
Courbe  gauche  de  degré  p-\-  q  ;  car  si  une  courbe  de  degré  p+q  située  sur 
une  surface  algébrique  se  décompose  en  deux  autres  dont  les  degrés 
respectifs  sont  p  et  qt  ces  deux  dernières  courbes  auront  généralement  un 
certain  nombre  de  points  communs,  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  si  Ton  prenait 
au  hasard  les  deux  courbes  pour  constituer  la  courbe  de  degré  p-hq.  Ainsi 
c'est  à  tort  que  Ton  voudrait  considérer  deux  droites  de  l'espace  comme  for- 
mant une  courbe  gauche  du  second  degré  :  elle  satisfait  pourtant  à  la  défi* 
nition,  mais  l'on  voit  qu'une  des  premières  conséquences  de  celte  définition 
est  une  restriction  de  cette  définition  môme  (*). 

II.  La  théorie  générale  des  courbes  gauches  repose  essentiellement  sur 
les  formules  de  Cayley,  déduites  des  formules  analogues  de  Plûcker,  rela- 
tives aux  courbes  planes  ;  nous  allons  les  rappeler.  Soient 

m  le  degré  de  la  courbe  gauche, 

n  la  classe  de  la  surface  développable  dont  ses  tangentes  sont  les  géné- 
ratrices, 

r  le  degré  de  cette  surface, 

a  le  nombre  de  plans  slationnaires, 

p  le  nombre  des  points  stationnaires, 

x  le  nombre  des  poinls  par  où  passent  deux  génératrices  non  consécutives 
de  la  développable,  points  situés  dans  un  plan  donné, 

y  le  nombre  des  plans  passant  par  deux  génératrices  non  consécutives 
de  la  développable,  plans  passant  par  un  point  donné, 

h  le  nombre  des  sécantes  doubles  de  la  courbe  que  Ton  peut  mener  par 
un  point  donné, 

(*)  Pour  préciser  davantage,  deux  courbes  qui  n'ont  aucun  point  commun  ne  peuvent 
être  considérées  comme  formant  une  seule  courbe,  que  lorsqu'une  troisième  courbe  in- 
tervient, que  chacune  d'elles  rencontre  en  un  ou  plusieurs  points.  Ainsi  la  courbe  d'inter- 
section d'une  surface  du  second  degré  avec  une  surface  du  troisième  peut  se  décomposer 
en  une  courbe  du  quatrième  degré  et  deux  droites  qui  ne  se  rencontrent  pas,  mais  qui 
rencontrent  chacune  la  première  courbe  en  trois  points. 
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g  le  nombre  des  droites  par  où  l'on  peut  mener  deux  plans  tangents  à  la 
développable,  droites  situées  dans  un  plan  donné  ; 
on  a  entre  ces  neuf  quantités  les  douze  relations  suivantes,  dont  six  seu- 
lement sont  indépendantes  et  peuvent  servir,  lorsqu'on  en  connaît  trois,  à 
déterminer  les  six  autns  : 

n  =  r(r  —  i)  —  2s  —  3m,  r  =  m  (m  —  i)  —  2ft  —  3p, 

a  =  3r  (r  —  2)  —  6s  —  8m,  ?i  =  5m  (m  —  2)  —  6*  —  8p, 

r  =  n(n  —  i)  —  2g  —  3a,  m=zr(r  —  1)  —  2y  —  3n, 

m  =  5n  (n  —  2)  —  Gg  —  8x,  P  =  3r  (r  —  2)  —  6y  —  8w, 

m  —  a  =  3(r  —  n),  n  —  3  =  3  (r  —  m), 

2(z-Sf)  =  (r-n)(r  +  n-9),  2 (y-  h)  =  (r-m)  (r  +  m-  9). 

Et  si  la  courbe  considérée  est  l'intersection  de  deux  surfaces  de  degrés 
ft,  v,  comme  Ton  a  indépendamment 

m^pi,    0  =  0,    r  =  ,uv(a  +  v  — 2),    2À  =  luv(u  —  l)(v  —  1), 

on  a  plus  d'éléments  qu'il  n'en  faut  pour  déterminer  les  cinq  autres  carac- 
téristiques en  fonction  de  p  et  de  v  (*). 

III.  Des  neuf  caractéristiques  d'une  courbe  gauche,  une  des  plus  im- 
portantes est  la  quantité  h  qui  exprime  le  nombre  de  sécantes  doubles  que 
l'on  peut  mener  à  la  courbe  par  un  point  donné':  elle  va  nous  servir  à  trou* 
ver  une  relation  dans  laquelle  entre  le  nombre  k  des  points  communs  à  deux 
courbes  gauches  algébriques,  résultat  de  la  décomposition  d'une  courbe 
simple.  Soient,  en  effet,  hp  et  hq  les  caractéristiques  relatives  aux  deux 
courbes  dont  les  degrés  respectifs  sont  p  etq;  si  m=p-\-q  est  le  degré  de 
la  courbe  primitive,  et  si  hm  est  le  nombre  de  ses  sécantes  doubles  issues 
d'un  point  donné,  il  est  clair  qu'il  se  composera  :  1°  des  sécantes  doubles 
issues  du  point  à.  chacune  des  deux  courbes  suivant  lesquelles  elle  se  dé* 
compose,  c'est-à-dire  hp-\-hq;  2°  des  droites  issues  du  point  et  rencontrant 
une  fois  chaque  courbe,  droites  égales  en  nombre  aux  génératrices  suivant 
lesquelles  se  coupent  les  deux  cônes  ayant  pour  sommet  le  point  donné,  et 
les  deux  courbes  pour  bases  respectives;  c'est-à-dire  à  pq>  si  ces  courbes 
n'ont  aucun  point  commun.  Mais  si  elles  ont  un  point  commun,  la  droite  joi- 
gnant le  sommet  commun  à  ce  point  est  comptée  dans  les  pq  génératrices, 
et  doit  en  être  retranchée  si  l'on  ne  veut  que  le  nombre  des  droites  qui  ré* 
pondent  proprement  à  la  question,  lequel  devient  pq  —  4  ;  si  elles  ont  k 
points  communs,  il  deviendra  pq  —  k.  On  aura  donc 

hm  =  K  +  ^t  •+■  PQ  —  *• 
d'où  l'on  tire 

(1)  i=w +  *,  +  *,  — A*. 

[*)  Salmo*,  Géométrie  à  trois  dimensions,  p,  250 
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Ainsi,  toutes  les  fois  que  Ton  connaîtra  les  caractéristiques  des  deux 
courbes  élémentaires,  on  pourra,  au  moyen  de  cette  formule,  déterminer 
le  nombre  de  leurs  points  d'intersection.  Elle  introduit  un  élément  de  plus, 
le  nombre  k,  et  une  relation  de  plus. 

IV.  On  peut  en  déduire  quelques  relations  simples  entre  les  caractéris- 
tiques des  courbes  élémentaires  et  celles  de  la  courbe  primitive.  On  a,  par 
exemple,  en  supposant  toujours  p~0, 

rP=P(p  —  *)  —  2V    rg  =  gfa  —  *)  —  2/'</. 
et 

2A  =  %pq  -f-  %hp  +  %hq  —  2/»w. 

Ajoutant  membre  à  membre,  il  vient 

(2)    r,  +  r«  +  2A  =  (p  +  g)*--(/>  +  g)-2/»w 

=  (P  +  g)(P-M-1)-2/im  =  ro(ro--'l)      2Am  =  r. 

Le  degré  de  la  développable  correspondant  à  la  courbe  primitive  est  égal  à 
la  somme  des  degrés  des  développables  correspondant  aux  courbes  élémen- 
taires^ plus  deux  fois  le  nombre  des  points  d'intersection. 

On  aurait  de  même  : 


(3)  n  =  np  +  n,  +  6  h, 

(4)  a  =  *,-|-a<  +  12A-, 

(5)  '  A*  '-- 

(6) 

(7)  g  =gP  +  gq  4-  2A  (3wp  +  onq  -h  9*  —  li)  -f-  npnq. 


n  =  np  +  ng  +  bK, 

tt  =  OLp  -|-  <Lq  -|-  12  k, 

x  =  Xp  H-  Xq  -+-  2fc  (rp  -f  r^  -f-  A  —  2)  -f-  rp  fy , 

y  =  y*  -+-  y«  ■+■ 2*  (rp  +  r«  +  k  —  5)  +  rp  r*> 

g=gp  +  gq  +  %k  (3flp  -H  OHq  +  9A  —  li)  -f-  I 


Mais  toutes  ces  équations  sont  des  conséquences  de  la  première  ;  intéres- 
santes au  point  de  vue  géométrique,  elles  ne  fournissent  aucune  relation 
distincte. 

V.  |3  étant  nul  en  général  pour  les  courbes  algébriques,  il  en  résulte 
qu'une  courbe  de  degré  m  est  déterminée,  si  l'on  connaît  un  autre  de  ses 
éléments,  la  quantité  h  par  exemple.  Nous  allons,  au  moyen  de  la  for- 
mule (1),  étudier  quelques  surfaces  particulières,  relatives  aune  courbe 
gauche,  et  en  déterminer  les  éléments  au  moyen  de  m  et  de  h  ;  ainsi,  lors- 
que la  courbe  sera  connue,  la  surface  le  sera  également. 

VI.  Et  d'abord,  il  est  facile  de  vérifier  cette  formule  en  l'appliquant  ù 
des  cas  connus.  On  verra,  par  exemple  : 

1°  Qu'une  courbe  gauche  du  second  degré  (conique)  ne  peut  se  décompo- 
ser en  deux  droites,  que  si  ces  deux  droites  ont  un  point  commun  ; 

2°  Qu'une  cubique  gauche  ne  peut  se  décomposer  en  une  conique  et  en 
une  droite,  que  si  ces  deux  courbes  ont  un  point  commun.  Si  l'on  suppose 
qu'ensuite  la  conique  se  décompose  en  deux  droites,  on  voit  que,  pour 
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que  l'ensemble  de  trois  droites  forme  une  cubique  gauche  proprement 
dite,  il  faut  que  lune  d'elles  s* appuie  sur  les  deux  autres  ; 

3°  Qu'une  biquadratique  (courbe  gauche  du  quatrième* degré)  de  pre- 
mière espèce  (intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré)  ne  peut  se 
réduire  à  une  cubique  gauche  et  à  une  droite  qu'autant  que  cette  droite  est 
une  sécante  double  de  la  cubique  gauche,  ce  qui  arrive  lorsque  les  deux 
surfaces  ont  une  génératrice  commune.  Si  la  biquadratique  est  de  seconde 
espèce  (intersection  d'une  surface  du  second -degré  et  d'une  surface  du 
troisième  degré  ayant  en  commun  deux  droites  qui  ne  se  rencontrent  pas), 
il  faudra  que  la  droite  et  la  cubique  aient  un  point  commun.  D'où  il  suit 
qu'une  cubique  gauche  située  sur  une  surface  du  seeond  degré  forme  une 
biquadratique  de  première  espèce  avec  toutes  les  génératrices  d'un  sys- 
tème, et  de  seconde  espèce  avec  toutes  les  génératrices  de  l'autre  ; 

4°  Qu'une  courbe  gauche  du  sixième  degré,  intersection  d'une  surface  du 
second  degré  et  d'une  surface  du  troisième  degré,  ne  peut  se  décomposer 
en  deux  cubiques  gauches  que  si  ces  deux  courbes  ont  cinq  points  com- 
muns ;  etc. 

Généralement,  considérons  trois  surfaces  de  degrés  p,  v,  p,  se  coupant  en 
pvp  points.  Les  deux  premières,  dont  l'ensemble  fait  une  surface  de  degré 
f*-+-  v  coupent  la  troisième  suivant  des  courbes  de  degrés  respectifs  pp  et  vp, 
dont  l'ensemble  fait  une  courbe  de  degré  (  /*4-v)p.  Donc,  si  une  courbe  de 
degré  (u.  -+-  v)p  se  décompose  en  deux  courbes  de  degrés  p/>  et  vp,  ces  deux 
courbes  devront  avoir  pp  points  communs.  Remplaçons  donc,  dans  la  rela- 
tion (1),  p  par  /zp,  q  par  vp  et  m  par  (p-l-v)p,  il  viendra 

\ 

D'ailleurs  Aw  =  ~  w  (p—  l)  (p— 1);  le  premier  membre  devient  donc 


ou 


m* 


+  \th -*)[&-*)  +  *-*)-{*+*)[*  +  *-*)]> 


ou 


Wf  —  JP(P  — ^)3^=:fxvprp— (p  — 1)J  = 


[xvp.  G.  Q.   F.   D. 


VII.  On  peut  encore  appliquer  la  relation  (1)  à  la  recherche  du  degré 
*  de  la  surface  engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite  s'appuyant  sur 
une  courbe  donnée  de  degré  m„  et  assujettie  à  être  sécante  double  d'une 
autre  courbe  gauche  de  degré  m. 

Le  nombre  cherché  étant  égal  au  nombre  des  droites  qui  rencontrent  deux 
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fois  la  courbe  de  degré  m,  une  fois  la  courbe  de  degré  ml  et  une  fois  une 
droite  donnée,  est  égal  à  mi  fois  le  degré  de  la  surface  que  Ton  obtiendrait 
en  remplaçant  la  courbe  degré  m1  par  une  droite.  On  peut  ainsi  simplifier 
le  problème,  et,  dans  ce  cas,  il  est  évident  qu'un  plan  passant  par  la  droite 

coupera  la  surface,  outre  la  droite  avec  un  degré  de  multiplicité  hmy  sui- 

i 
vant  les  ^rn(m  —  1)  droites  joignant  deux  à  deux  ses  m  points  d'inlersec- 

tion  avec  la  courbe  ;  le  degré  cherché  sera  donc  £  =  hM-\--^m  (m — 1)  (*). 

Mais  on  peut  y  arriver  autrement;  soit  en  effet  f(m)  le  nombre  cherché. 
Si  l'on  suppose  que  la  courbe  de  degré  m  se  réduise  à  deux  courbes  de  de- 
grés p  et  9,  la  surface  cherchée  se  composera  de  trois  surfaces,  l'une  de 
degré  f[p)  engendrée  par  le  mouvement  de  la  génératrice  sur  la  courbe  de 
degré  p,  une  seconde  de  degré  f(q)  pour  la  courbe  de  degré  f(q),  et  enfin 
une  troisième  engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite  rencontrant  la 
droite  donnée,  et  une  fois  chacune  des  deux  courbes,  surface  dont  le  degré 
est  généralement  %>q  (**)  si  les  deux  courbes  ne  se  coupent  pas.  Hais  si  elles 
se  coupent  en  k  points,  ce  degré  doit  être  diminué  de  k  fois  le  degré  de  la 
troisième  directrice  qui  est  1  (***). 

On  aura  donc 

f(m)ï=r(p)  +  f(q)+2pq-k, 

et,  en  remplaçant  k  par  sa  valeur, 

f(m)  =f(p)+f  (q)  +  îpq  -  (pq  +  hp  +  hq  -  /im), 
OU 

f(m)  =  f(p)  +  f(q)+pq  -t-  hm  —  hp  —  hq. 

\ 

En  remplaçant  f(m)}  f\p)  et  f(q)  par  leurs  valeurs  hM-+-  -  m  (m  —  1), 

1  i 

hp  -+-  Qp(p  — 1)»  et  hq  -+-  çq(q — 1),  on  verrait  aisément  que  l'équation 

est  vérifiée,  si  l'on  a  m=p-\-q.  Mais  on  peut  procéder  autrement,  et  s'en 
servir  pour  trouver  f(m).  Pour  cela,  supposons  p  =  m  —  i  et  ^  =  1 ,  c'est-à- 
dire  décomposons  la  courbe  de  degré  m  en  une  courbe  de  degré  m —  1  et 
une  droite,  l'équation  devient  alors 

f(m)  =  f(m  —  1)+  m      1 +/km  — fc,,^, 

car 

/](1)  =  0  et  ^  =  0; 

(*)  Salmoic,  Géométrie  à  trois  dimension*,  p.  352. 
H  iôid.t  p.  350. 
D  /«*.,  p.  352. 
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de  même 

f(m  -  1)  =f(m  -  2)  +  m  -  2  +  hm _  i  -  hm-  s. 

el  ainsi  de  suite  jusqu'à 

r(5)  =  A») +  «  +  *»-*•• 

Ajoutant  toutes  ces  équations  membre  à  membre,  il  reste 
f{m)=zhm+  (m  — 1)  4-  (m  — 2)4-  . . .  4-  2  4-  4  =/iw-f--m(m  ~  1).    c.q.f.  d. 

VIII.  11  est  clair  toutefois  que  la  formule  (I)  ne  peut  s'appliquer  qu'à 
une  condition  expresse,  c'est  que  Ton  ne  demande  pas  une  décomposition 
impossible.  Supposons  par  exemple  que  Ton  veuille  décomposer  la  courbe 
gauche  du  neuvième  ordre,  intersection  de  deux  surfaces  du  troisième degré, 
en  une  cubique  gauche  et  une  courbe  du  sixième  degré,  intersection  d'une 
surface  du  second  degré  et  d'une  surface  du  troisième.  Cette  décomposition 
n'est  pas  possible,  car  si  l'une  des  surfaces  du  troisième  degré  se  décom- 
pose pour  donner  avec  l'autre  la  courbe  du  sixième  degré  au  moyen  d'une 
surface  du  second  degré,  le  reste  de  la  surface  sera  un  plan  qui  donnera 
pour  le  reste  de  la  courbe  une  cubique  plane,  coupant  en  six  points  la 
courbe  du  sixième  degré.  Si  alors  on  voulait  appliquer  la  formule ,  on 
aurait 

&  =  5.6  +  As  +  A6  — A,- 
Or 

/l0=iu.v(a-4)(v-l)  =  1.9.2.2  =  18,      /*6  =  i.6.2.1=:<5,     *,  =  i; 

donc 

A=  18  +  1  +  0  —  18  =  7. 

La  cubique  gauche  couperait  donc  la  courbe  du  sixième  degré  et  par 
suite  la  surface  du  second  degré  en  sept  points,  ce  qui  est  impossible, 
puisqu'elle  n'est  pas  sur  cette  surface  dont  la  courbe  du  sixième  degré  est 
l'intersection  complète  avec  la  surface  du  troisième  degré. 

Mais  si  l'on  admet  que  la  cubique  doit  être  plane,  on  aura  alors  f^  =  0  et 
A:  =  6,  comme  nous  l'avions  prévu. 

IX.  Nous  avons  vu  que  le  degré  dé  la  surface  engendrée  par  le  mou- 
vement d'une  droite  qui  rencontre  une  fois  une  courbe  de  degré  mt  et  deux 
fois  une  courbe  de  degré  m  est 

f  (m,  mt)  =  mâ  ^  4-  g  m  (m  —  1  ) J. 
Par  chaque  point  de  la  première  courbe,  on  peut  mener  hm  génératrices 
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de  la  surface  ;  donc  cette  courbe  en  est  une  courbe  multiple  d'ordre  h*. 
Par  chaque  point  de  la  seconde  on  peut  mener  m^m  —  i)  génératrices  de 
la  surface,  qui  sont  les  génératrices  communes  des  deux  cônes  ayant  le 
point  pour  sommet  et  chaque  courbe  pour  base  ;  cette  courbe  est  donc 
aussi  une  courbe  multiple  de  la  surface,  d'ordre  m^m  —  i). 

Tout  ce  qui  précède  est  vrai  si  les  deux  courbes  n'onJt  aucun  point 
commun  ;  si  elles  ont  un  point  commun,  le  cône  qui  a  ce  point  pour 
sommet  et  qui  a  pour  base  la  courbe  de  degré  m  fait  tout  entier  partie 
de  la  surface.  La  surface  proprement  dite  sera  donc  l'autre  partie,  de  degré 

mi \hm -H r> m im  —  1)  — (m  —  *)î  et>  8'H  y  a'  points  d'intersection, 
f  (m,  wit)  se  réduit  à 


(8)  m^hm  +  ^  m  (m  -  1)  j  —  k(m  -  1), 


et  il  y  a  en  outre  k  cônes  de  degré  m  —  1,  dont  il  n'y  a  pas  lieu  de  tenir 
compte. 

Dans  ce  cas,  chacun  des  cônes  passe  une  fois  par  la  courbe  de  degré  m  ; 
le  degré  de  multiplicité  de  l'autre  restant  égal  à  hmy  celui  de  la  dernière 
doit  donc  être  diminué  de  kt  et  il  devient  rot(m  —  i)  —  k. 

Nous  allons  appliquer  ce  qui  précède  à  la  détermination  du  nombre  des 
droites  situées  sur  une  surface  du  troisième  degré  non  réglée.  Considérons 
la  courbe  du  neuvième  degré  décomposée  ainsi  qu'il  a  été  dit  plus  haut  en 
une  cubique  plane  et  une  courbe  du  sixième  degré,  intersection  de  deux 
surfaces  du  second  et  du  troisième  degré,  et  cherchons  le  degré  de  la  surface 
engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite  s'appuyant  une  fois  sur  la  cubique 
plane  et  deux  fois  sur  l'autre  courbe.  On  aura  alors 


/•(6,5)  =  3/\  +  i.6.5J-6.5, 


car  nous  avons  vu  que  les  deux  courbes  ont  six  points  d'intersection.  Et 
commet  =6,  le  degré  cherché  est  33.  Ainsi,  la  surface  proprement  dite 
est  du  trente-troisième  degré;  et  elle  coupera  la  surface  du  troisième 
degré  suivant  une  courbe  du  quatre-vingt-dix-neuvième  degré.  D'ailleurs 
toutes  les  génératrices  de  la  surface  ayant  trois  de  leurs  points  sur  les  deux 
courbes  directrices  ne  peuvent  couper  en  un  quatrième  point  la  surface  du 
troisième  degré,  à  moins  d'être  tout  entières  sur  cette  surface.  Donc  les 
deux  surfaces  ne  peuvent  avoir  de  points  communs  en  dehors  des  deux 
courbes  directrices  et  des  droites  situées  sur  la  surface  du  troisième  degré. 
Or,  la  surface  réglée  renferme  la  cubique  hm  =  6  fois,  elle  renferme  l'autre 
courbe  m^m  —  1)  —  A:  =  3  .  5 — 6  =  9  fois;  si  donc  on  appelle  x  le 
nombre  des  droites  situées  sur  la  surface  du  troisième  degré,  on  a 

5.G  +  6.94-:r  =  99,     18  +  54  +  x=99, 
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d'où 

3  =  27. 

Si,  dans  /  (rolf  m),  on  fait 

wi,  =  I,   m=4,  /iw  =  2,  k  =  2, 
ou 

on  trouve,  comme  on  doit  s'y  attendre,  une  surface  du  second  degré, 

X.  On  peut  appliquer  la  même  méthode  à  la  recherche  du  degré  tie  la 
surface  engendrée  par  les  sécantes  triples  d'une  courbe  algébrique.  Si  l'on 
suppose  en  effet  que  la  courbe  se  décompose  en  deux  autres  de  degrés  p  et  q 
(p4-qr  =  m),  la  surface  cherchée  se  composera  des  deux  surfaces  analogues 
pour  les  courbes  suivant  lesquelles  elle  se  décompose,  en  outre  des  surfaces 
engendrées  par  le  mouvement  de  la  génératrice  s' appuyant  une  fois  sur 
l'une  des  courbes  et  deux  fois  sur  l'autre,  surfaces  dont  les  degrés  respec- 
tifs seront,  d'après  ce  qui  précède, 

p[hq  +  lq(q-i)]-k(q-\)     et     ?[//,  +  \  p(p  -  1)]  -*(p-  1), 

k  étant  le  nombre  des  points  d'intersection  des  deux  courbes.  Si  donc  on 
appelle  ?(m)  l'expression  cherchée,  on  aura 

lM=9(rt  +  f<*)+p[*f^fl(^ 

et,  en  remplaçant  k  par  sa  valeur, 

—  (pq  +  hp  +  h,  -  hM)  (p  +  ç-2). 

Telle  est  l'expression  dey(m);  pour  la  déterminer  explicitement,  nous 
supposerons  comme  plus  haut  p  =  m  — 1,^  =  1,  de  telle  sorte  que  l'une 
des  courbes  sera  une  droite,  et  nous  aurons 

9(m)  =  ç(m-l)  +  ^m.1+g(m-l)(m--2)~(m--4-f-^-i--^)(m-.2), 

puisque  ?(i)  =  0  et  ht  =  0,  ou 

ç(m)  =  9(m-l)-f(m-2)^m-(m-3)/im-1-^(m-l)(m-2); 

de  même 

1 

o(m  —  1)  =  «p(m  — 2)  +  (m  —  3)  hm-i  —  (m  —  4)  hm  _,  —  ^  (m  —  2)  (m  —  3), 
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et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

9(4)=ç(3)  +  3A4-A,-ii4.-i)(4-S). 

f  (5)  est  évidemment  nul,  puisque  toute  cubique  gauche  peut  être  mise  sur 
une  surface  du  second  degré  et  n'admet  pas  conséquemment  de  sécantes 
triples  en  dehors  des  génératrices  de  la  surface,  qui  la  coupent  les  unes  en 
un  point,  les  autres  en  deux;  il  vient  donc,  en  ajoutant  toutes  ces  équations, 

l(m)t=(m-*)hm-h%-\^(m-\)(m--*). 

4         m 

LA  quantité  //-  +  =  V    (m  —  1  )(m —  2)  est  facile  à  calculer  et  est  égale  à 

£  4 

£  m  (m —  \)(m  —  2);  on  a  donc 


9)  ?M  =  (m-2)[AMI-lm(m-1)]. 


On  a  ainsi  le  degré  cherché  en  fonction  de  m  et  de  hm.  La  surface  ad- 
mettra la  courbe  directrice  comme  courbe  multiple  d'ordre  hm  —  m  4-2, 
puisque,  par  chaque  point  de  la  courbe,  on  peut  mener  hm  —  m  +  2  droites 
qui  la  rencontrent  encore  deux  fois  (*). 

XI.  0;i  peut  appliquer  cette  formule  aux  courbes  les  plus  usuelles. 
Nous  venons  de  voir  que,  pour  m  =  3,  ?(m)  est  nul;  pour  m  =  4,  on  a 
deux  valeurs  de  /*,  h  =2  ou  h  =  5.  La  première  valeur  donne  la  courbe 
d'intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré,  pour  laquelle  on  doit 
trouver,  pour  la  même  raison  que  ci  dessus,  ?(m)  =  0.  Pour  iw  =  4,  h  =  5, 
on  a  la  courbe  d'intersection  partielle  de  deux  surfaces  du  second  et  (lu 
troisième  degré,  courbe  qui  est  toujours  sur  une  surface  du  second  degré 
et  sur  une  seule,  et  qui  est  rencontrée  trois  fois  par  les  génératrices  de  l'un 
des  deux  systèmes;  on  doit  donc  trouver  y(m)  =  2.  Il  n'y  a  pas  d'autre 
courbe  simple  du  quatrième  degré,  car  le  maximum  de  h  en  fonction  de  m 

est  évidemment  ^ (m  —  l)(m  —  2),  nombre  maximum  des  points  doubles 

dune  courbe  plane  de  degré  m,  ce  qui  donne  3  pour  m=  4. 

On  sait  qu'il  y  a  trois  espèces  de  courbes  du  cinquième  degré  pour  les- 
quelles h  peut  être  égal  à  4,  à  5  ou  à  6  (**).  On  aura,  suivant  ces  cas, 

<?(5)  =  2,    *>(5)  =  5,    ou    <?(5)  =  8. 
La  première  est  l'intersection  partielle  de  deux  surfaces  du  second  et  du 

(*)  Salvox,  Cambridge  and  Dublin  mathcviatical  Journal,  t.  V,  p.  24. 
n/*M.,.p.  40. 
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troisième  degré  qui  ont  une  droite  commune  ;  les  génératrices  d'un 
système  de  la  première  surface  la  coupent  donc  en  trois  points  et  les  géné- 
ratrices de  l'autre  en  deux  points  :  on  doit  donc  trouver  ?(m)  ==  2. 

Pour  les  courbes  gauches  du  sixième  degré,  le  minimum  de  h,  qui  est  en 

(m |\*  m 
a     J  ,'est  6(*).  Il  correspond 

à  4a  courbe  d'intersection  complète  de  deux  surfaces  du  second  et  du  troi- 
sième degré  (II).  Une  pareille  courbe  est  évidemment  rencontrée  en  trois 
points  par  les  génératrices  de  chacun  des  deux  systèmes  ;  la  surface  des  sé- 
cantes triples  sera  donc  deux  fois  la  surface  du  second  degré,  et  Ton  aura 
y  (m)  =  4. 

Plus  généralement,  si  Ton  considère  une  courbe  de  degré  pair  2</,  inter- 
section d'une  surface  du  second  degré  et  d'une  surface  de  degré  q,  chaque 
système  de  génératrices  de  la  première  surface  rencontrant  la  courbe  en 

q  points ,  une  génératrice  peut  être  considérée  de  ^  ?   .  ',}„ — -  façons 

1.4.0 

comme  une  sécante  triple  ;  la  surface  cherchée  sera  donc  la  surface  du 

second  degré  prise   - —    l\ — —  fois  pour  chaque   système  de   géné- 

1  •  «.  o 

ratrices,  soit  2  — — .  [:\ fois.  De   sorte  que  ?(m)  doit  être  égal 

1 .  L.  O 

à  o  o  gfa— <)(?—*>  _  2  m  /m  \  (m  \  m(m-2)(m-4) 
C'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  en  remplaçant,  dans  l'expression  gè- 

Tfliftl      -  2^ 

nérale  de  y  (m),  h  par  sa  valeur,  qui  est  — - — 2 — ->  en  vertu  de  la  formule 

4 
\ 

h=  =  p(fx  — l)(v  — 1).  Il  serait  aisé  d'établir  ainsi  a  priori  la  valeur  de 

f(m)  pour  toutes  les  courbes  situées  sur  une  surface  du  second  degré. 

La  courbe  du  sixième  degré  pour  laquelle  h  est  égal  à  7  s'obtient  en  dé- 
composant en  une  cubique  gauche  rt  une  courbe  du  sixième  degré' la 
courbe  du  neuvième  degré  intersection  de  deux  surfaces  cubiques.  Cette 
courbe  intéressante  se  présente  dune  façon  très-remarquable  dans  l'étude 

(*)  M.  Halphen  a  énoncé  cet  important  théorème  [Complet  rendus  de  l'Académie  des 
sciences,  t.  LXX,  p.  381).  Sans  y  ajouter  rien  de  nouveau,  on  peut  le  préciser  en  remar- 
quant que,  si  m  est  pair,  le  plus  grand  entier  contenu  dans  (  — « —  )    est  (  — ^—  j    —  - 

=  -^— r — '  :  la  courbe  est  alors  l'intersection  d'une  surface  du  second  degré  avec  une 

•m  /*»»  ___  A  \  4 

surface  de  degré  -.  Si  m  est  impair,  le  minimum  de  h  est  précisément  ( — - — J  »  et 
la  courbe  est  l'intersection  partielle  d'une  surface  du  second  degré  avec  une  surface  de 
degré  — 5—,  intersection  dont  le  complément  est  une  ligne  droite. 
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du  réseau  de  surfaces  du  second  degré,  comme  étant  le  lieu  des  sommets 
des  cônes  du  réseau,  ou  encore  le  lieu  des  points  dont  les  plans  polaires 
par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  réseau  passent  par  une  môme  droite, 
lesquelles  droites  sont  précisément  les  sécantes  triples  de  la  courbo.  Cette 
étude  fait  voir  que  la  surface  des  sécantes  triples  est  du  huitième  degré  et 
admet  la  courbe  pour  courbe  triple,  c'est  ce  qui  résulte  encore  de  notre 
théorie  générale. 

XII.  Si  Ton  considère  la  courbe  du  neuvième  degré,  intersection  de  deux 
surfaces  du  troisième  degré,  l'application  de  la  formule  précédente  va  encore 
nous  permettre  de  déterminer  le  nombre  des  droites  situées  sur  Tune  des 
deux  surfaces.  On  a,  en  effet,  pour  cette  courbe, 

h9  =  18  (VIII),    <?(9)  =  7  (l8  -  ^.  9.8^  =  42. 

La  surface  engendrée  par  ses  sécantes  triples  est  du  quarante-deuxième 
degré,  et  admet  la  courbe  directrice  comme  courbe  multiple  d'ordre 
A» — 9-1-2  =11.  Une  génératrice  de  la  surface  ayant  trois  points  sur  la 
courbe,  et  par  suite  sur  une  quelconque  des  deux  surfaces  du  troisième 
degré,  ne  saurait  d'ailleurs  en  avoir  une  quatrième  sur  cette  surface  sans 
être  située  tout  entière  sur  elle  ;  donc,  si  l'on  considère  la  courbe  d'in- 
tersection d'une  des  surfaces  du  troisième  degré  avec  celle  du  quarante- 
deuxième  degré,  elle  ne  peut  se  composer  que  de  la  courbe  directrice  du 
neuvième  degré  et  des  droites  situées  sur  la  surface  du  troisième  degré.  Si 
donc  x  est  le  nombre  de  ces  droites,  comme  l'intersection  complète  doit 
être  de  degré  5 .  42  =  126,  on  aura 

H.Ô+a  =  126, 

d'où 

t  =  27. 

Plus  généralement,  soit  une  courbe  de  degré  3m,  intersection  d'une  sur- 
face du  troisième  degré  avec  une  surface  de  degré  m,  et  pour  laquelle 

h3m  =  55m(m-l)(5-l)  =  5m(m-l); 

on  aura 

o(5m)  =  (5m  — 2)  |~5m(m  —  1)  —  g  Sut  (5m  —  1)1. 

et  en  réduisant 

ç(5m)  =  2(3m  —  2)(5m  — 5). 

Si  l'on  considère  la  courbe  d'intersection  de  cette  surface  avec  la  surface  du 
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troisième  degré,  courbe  de  degré  égal  à  3?(3m) ,  elle  se  composera  de  la 
courbe  précédente  prise  avec  un  degré  de  multiplicité  égal  à 

//sm—  om  -f  2  =  3ro(m  —  1)  —  3m  +  2  =  5m*  —  6m  4-  2, 

et  des  x  droites  situées  sur  la  surface  du  troisième  degré  prises  chacune 
avec  un  degré  de  multiplicité  facile  à  trouver,  car  chacune  d'elles  coupe  la 
surface  de  degré  m,  et  par  suite  la  courbe  en  m  poinls,  qui,  combinés  trois  à 

trois ,  donnent  le  nombre  — - — .  J -  de  façons  dont  la  droite  peut 

l.z.o 

être  considérée  comme  une  sécante  triple  de  la  courbe  directrice.  On  aura 

donc 

|m(5m~2)(3m~5)==5m(3m»~6m  +  2)  +  a;m(m7|))(Jw'"2), 

M  1.4.0 

et  en  réduisant 

9(5m  —  2)(5m  —  5)  =  18  (5m»  —  6m  +  2)  -f-  x[m  —  i)(m  —  2), 

d'où 

9  (3m  —  2)  (5m  —  5)  —  18  (3m*  -  6m  +  2) 


x  = 


(m  —  l)(m  —  2) 
_  81m»  —  189m  -f  90  —  54m*  +  108m  —50 
~~  (m  —  l)(m  —  2) 

(m  —  1)  (m  — 2) 

XUI.  Nous  avons  jusqu'à  présent  considéré  des  droites  assujetties  à 
Irois  conditions  et  engendrant  une  surface;  nous  allons  maintenant  leur 
imposer  une  condition  de  plus,  de  sorte  qu'au  lieu  de  chercher  le  degré 
d'une  surface,  nous  aurons  à  déterminer  le  nombre  des  droites  qui  répon- 
dent à  la  question. 

4°  Nombre  des  droites  qui  rencontrent  une  fois  quatre  courbes  différentes^ 
de  degrés  mt,  m„  M3,  mk. 

La  surface  engendrée  par  les  droites  qui  rencontrent  les  trois  premières 
courbes  étant  en  général  de  degré  Sm^ntif),  la  quatrième  courbe  rencon- 
trera cette  surface  en  ^m^m^ijnn^  points;  il  y  aura  donc  en  général 
<îmimtm7pik  droites  répondant  à  la  question. 

Cela  aura  lieu  si  les  courbes  n'ont  aucun  point  commun  ;  supposons  plus 
généralement  que  deux  courbes  de  degrés  mp  et  mq  aient  kH  points  com- 
muns ;  alors  le  degré  de  la  première  surface  devient 

2  mi  m,  mj  —  tnt  kn  —  ma  A51  —  m,  Jfelf  (**). 

(')  SaLmon,  Géométrie  à  trois  dimensions,  p.  350; 
H  M,  P.  352. 
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En  multipliant  ce  nombre  parm4,  on  aura  le  nombre  des  points  d'intersec- 
tion de  la  quatrième  courbe  avec  la  surface.  Mais  parmi  ces  points  se  trou- 
vent ceux  où  elle  rencontre  les  trois  courbes  directrices,  lesquels  fournis- 
sent des  droites  qui  ne  répondent  pas  à  la  question.  Considérons,  par 
exemple,  un  de  ses  points  d'intersection  avi  c  la  courbe  ml  ;  les  deux  cônes 
ayant  ce  point  pour  sommet  et  pour  bases  respectives  les  courbes  m,  et  ms 
se  coupent  suivant  m^-  droites  qu'il  y  a  lieu  de  retrancher  dos  précé- 
dentes, et  comme  il  y  a  Àu  points  d'intersection,  ce  sera  mjnjc^  droites 
à  retrancher  ;  de  même  pour  les  points  d'intersection  de  la  courbe  m4  avec 
les  courbes  mt  et  m,.  Le  nombre  cherché  sera  donc 

2tW|  wij  wis  wt4  —  tnl  W4  kn  —  wis  wi4  A3i  —  ins  w4  kti 

—  mt  m5  A14  —  m3  m,  ku  —  m,  mt  A54, 

ou  plus  simplement 

(10)  21»!  ma  msmA—  >    mp  mq  kTS . 

XIV.  2°  Nombre  des  droites  qui  rencontrent  vue  fois  deux  courbes  de 
degrés  ml  et  m„  et  de&x  fois  une  courbe  de  degré  m. 

Considérons  tout  de  suite  le  cas  général  où  les  deux  premières  courbes 
coupent  la  troisième  respectivement  en  kt  et  Àt  points,  et  où  elles  ont  de 
leur  côté  klt  points  communs. 

La  surface  engendrée  par  une  droite  s'appuyant  une  fois  sur  la  courbe  mi 
cl  deux  fois  sur  la  courbe  m  est  alors  de  degré  (IX) 

™i  I  K  +  2  m  (m  -  i )  J  -  Ai  (m  —  1  ). 

En  multipliant  ce  nombre  par  ms,  on  aura  le  nombre  des  points  d'inter- 
section de  la  courbe  mt  avec  la  surface;  mais  il  faudra,  comme  plus  haut, 
en  retrancher  les  génératrices  qui  répondent  à  ses  points  communs  avec  les 
deux  autres  courbes,  savoir  :  hm  pour  chacun  de  ses  points  d'intersection 
avec  la  courbe  wi4  et  m^m  —  1)  pour  chacun  do  ses  points  d'intersection 
avec  la  courbe  m,  car  en  chacun  de  ces  points  les  cônes  ayant  respective- 
ment pour  bases  la  courbe  vxi  et  la  courbe  m  sont  de  degrés  m,  et  (m  —  1). 
Le  nombre  cherché  sera  donc 

(11)  ml  mt  \hm  +  ^  m  (m  —  1)1  —  kt  m,  (m  —  1  )  —  A*  m,  (m  —  1  )  -  h ;lsl  hm. 

Toutes  ces  droites  s'appuyant  deux  fois  sur  la  courbe  m  seront  des  généra- 
trices doubles  de  la  surface  engendrée  par  les  droites  qui  s'appuient  une 
fois  sur  chacune  des  trois  courbes.  On  aurait  de  même  deux  nombres  ana- 
logues de  génératrices  doubles  pour  cette  surface,  m  permutant  les  trois 
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courbes  deux  à  deux, de  sorle  que  le  nombre  total  des  génératrices  doubles 
de  la  surface  qui  est  égal,  lorsque  les  trois  courbes  ne  se  coupent  pas,  à  (*) 


™i  ™j  Um  -+-  -  m  (m  —  !  )J  +  mâ  m  \hmt  4-  ^  mi  (mx  -  1)1 

-f  romt    hmi  -h  g  mâ  (m4—  1)   , 

doit  être  diminué,  dans  le  cas  général  que  nous  avons  considéré,  de 
A-,  \mt(m  -  IJ  +  m^mj  — 1)+/iTOi    +  AJ  m^m  —  1)  -fcwi,^-  1)  H-  /i«f  I 

4-  AI4    m  (m,  —  4)  -h  ms  (wij  —  1)  +  fim   . 

Les  droites  correspondantes,  au  lieu  d'être  des  génératrices  doubles  de 
la  surface,  deviennent  alors  des  génératrices  doubles  des  cônes  suivant 
lesquels  elle  se  décompose,  et  qui  font  que  son  degré  s'abaisse  alors  de 
^m^m^n  à  2m1mtm  —  mjct  —  mjt^  —  mkit. 

XV.  3°  Nombre  des  droites  qui  rencontrent  deux  fois  deux  courbes  don- 
nées de  degrés  ml  et  m,. 

Pour  trouver  ce  nombre,  nous  allons  d'abord  supposer  que  les  deux 
courbes  ne  se  coupent  pas,  et  nous  emploierons  le  procédé  qui  nous  a  déjà 
servi,  c'est-à-dire  que  nous  décomposerons  l'une  des  deux  courbes,  la 
courbe  m,  par  exemple,  en  deux  autres  de  degrés  p  et  q  (p-t-ç=m,), 
ayant  k  points  communs  donnés  par  l'équation 

(1)  k=pq  +  hp  +  hq  —  hMv 

Soit  F(m1,  m,)  le  nombre  cherché  ;  il  se  composera  alors  des  droites  qui 
rencontrent  deux  fois  la  courbe  mi  et  deux  fois  la  courbe  p,  c'est-à-dire 
F(mi»  P)>  plus  des  droites  qui  rencontrent  deux  fois  la  courbe  mt  et  la 
courbe  </,  c'est-à-dire  F^,  q),  plus  des  droites  qui  rencontrent  deux  fois  la 
courbe  mt,  une  fois  la  courbe  p,  et  une  fois  la  courbe  q,  ou,  d'après  ce  qui 

précède,  pq\  hni  —  ~  mi (mt —  1)   — khmr  On  aura  donc 

F(ml,m4)  =  ¥(mi%p)  -f  Ffro,,  q)  +  pq  LW|  +  -  m,  (m,  -  1)  1  - 

et,  en  remplaçant  k  par  sa  valeur, 

F(mlf  m,)  =  F(m|f  j>)  +  F(mn  q)  -f  pq  \hnï  +  -  mâ  (m,  —  1)1 

—  (P(J  +  K  +  *f  -  t*mj  h    , 
(•)  Salmo»,  Géométrie  à  trois  dimensions,  p.  3.V2. 


A/iWl, 


I 
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FK,mf)  =  ¥[mi,p)  +  ]?im,.q)  +  - pqm, (m,  -  1)  +  A.t  (A,,-*,- A,). 

Telle  est  l'érpiiit ion  générale;  supposons  maintenant  que  l'une  des  courbes 
soit  une  droite,  c'est-à-dire  faisons  p  =  m, — l,ç=l.  Elle  deviendra 

FH,  m,)  =  F(m„  «,  -  1)  + 1 K  -  1)  m,  (m,  -  1)  +  A.,  (A-,  - **._,), 

car 

F(m1,i)  =  0  et  A, £=  0 ; 

de  même 

F(Wi,  *,  -  I)  =  FK,«,-ïj  +  j  (»,-*)«.  («,-!)+  A.,  (V-.-V-). 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

FK,3)=F(m1,i)-(-i2m1(mi-l)  +  ABtAI, 

F(m,,  »)=!  m,  (*,-!), 

carA,  =  0  etft,  =  0. 

Ajoutant  toutes  cas  équations  membre  à  membre,  les  produits  en  h  se  dé- 
truisent, et  il  reste 

F(m1,mi)  =  A«1A,,1  +  !»i,(nii-l)'[l  +  a+  ...  +(«,-!)] 

=A-1A-1  +  |«,{Mi-t)|m1K-i)n. 

Cette  formule  est  symétrique  en  mi  et  m„  comme  cela  doit  être  ;  on  peut 
d-'jà  la  vérifier  en  cherchant  le  nombre  de  sécantes  doubles  communes  à 
une  courbe  gauche  de  degré  m,  et  à  une  courbe  plane  de  degré  m,.  Le  plan 
de  celte  courbe  coupe  la  première  en  m,  points  qui,  combinés  deux  à  deux, 

donnent  évidemment ^tni (m,  —  I  )  sécantes  doubles  de  la  première,  coupant 

chacune  la  seconde  en  m,  points  ;  de  sorte  que  chacune  d'elles  peut  être 

regardée  de  ,>  m,f  m,  —  1  )  façons  comme  une  sécante  double  de  la  seconde  ; 

on  doit  donc  trouver  „  mi(mi —  *)  5mi(m»  —  *)■  C'est  bien  ce  que  donne 
la  formule,  puisqu'on  a  alors  AB)  =0. 
Mais  nous  allons  comme  précédemment  l'appliquer  à  la  recherche  du 


1 
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nombre  des  droites  situées  sur  une  surface  du  troisième  degré  ;  cherchons 
d'abord  ce  qu'elle  devient  si  les  deux  courbes  mi  et  m,  ont  k  points  communs. 
En  chacun  de  ces  points,  les  deux  cônes  ayant  les  deux  courbes  pour  bases 
respectives  se  coupent  suivant  (mj — l)(m,  —  1)  génératrices  qu'il  y  a  lieu  de 
retrancher  de  celles  qui  sont  données  par  la  formule;  pour  k  points,  on  au* 
rait  donc  à  retrancher  A(mt  —  i  ) (m,  —  i  )  génératrices,  mais  alors  celles  qui 
joignent  les  k  points  deux  à  deux  sont  comptées  deux  fois  :  une  fois  pour  cha- 
cun des  points  qu'elles  joignent;  on  en  retranche  donc  ainsi  ^k(k — 1)  en 
trop,  et  le  nombre  cherché  devient,  en  général, 

1  \ 

(12)        F  (mlf  m,)  =  /imi  h^  +  ^  m^  —  i)  g  mjmâ  -  \) 

-k(mt  -i)(mi-!)+i*(*-l). 

Soit  maintenant  x  le  nombre  des  droites  situées  sur  une  surface  du  troi- 
sième degré,  et  supposons  qu'une  pareille  surface  vienne  à  couper  une  sur- 
face de  degré  p  suivant  une  courbe  de  degré  3/j.  et  une  surface  de  degré  q 
suivant  une  courbe  de  degré  3ç.  Si  l'on  considère  ces  deux  courbes  pour 
leur  appliquer  la  formule  précédente,  toutes  les  droites  qu'elle  donnera, 
ayant  quatre  de  leurs  points  sur  la  surface  du  troisième  degré,  seront  tout 
entières  sur  cette  surface.  Réciproquement,  toutes  les  droites  de  cette  sur- 
face, ayant  p  de  leurs  poinls  sur  la  première  courbe  et  q  sur  la  seconde,  pour- 

1  1 

ront  être  considérées  de  -^pip  —  ^)-^q{q  —  1)  façons  comme  des  sécantes 

doubles  communes  aux  deux  courbes.  On  aura  donc 

^P^+|3p(5p-i)l3g(39-i)-A(3p-t)(3g  — 4)  +  iA(A  — 1) 

1  1 

D'ailleurs  ; 

(11)  h,  =  1  3/>(p  -  1)(3  — 1)  =5p(p  -  i), 

hsq  =  5q(q  —  l), 
et 

k  ==  Zpq, 

c'est  le  nombre  des  points  communs  aux  trois  surfaces.  Il  vient  alors 
9pq(p  -  1)(9-  1)  -i-  \pq(3p  -  1  )(Zq  -  1)  -  Zpq(Zp  -  \)(Zq-\) 

+  \  3P4(3p?  -  \)  =  \  p{p  -  1)9(9  ~  *). 


d'où  l'on  tin1,  facilement,  en  réduisant,  x=27. 
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fois  la  seconde.  Les  premières  peuvent  être  considérées  de  deux  façons  comme 
génératrices  de  la  surface  et  seront  doubles,  les  secondes  seront  triples, 
puisque  leurs  points  d'intersection  avec  la  courbe  m  peuvent  être  combinés 

deux  à  deux  de  trois  façons.  On  aura  donc  F(m1,m)  génératrices  doubles, 

r         1  ~| 

et  m^m  —  2)1  A. —  ^m(m  —  4)    —  k(hm — m+2)  génératrices  triples. 

XVII.  5°  Nombre  des  droites  qui  rencontrent  quatre  fois  une  courbe  donnée 
de  degré  m. 

Pour  le  trouver,  nous  décomposerons  comme  toujours  la  courbe  en  deux 
autres,  de  degrés  respectifs  p  et  q(p-\-q  =  m).  Le  nombre  cherché  ?(m) 
se  composera  évidemment  des  droites  qui  rencontrent  quatre  fois  la  courbe 
p,  et  quatre  fois  la  courbe  g,  c'est-à-dire  $(p)  +  $(q)t  plus  des  droites  qui 
rencontrent  une  fois;  la  première  et  trois  fois  la  seconde  et  inversement, 
c'est-à-dire  xfp,  q)  -4-x(g,  p),  et  enfin  des  droites  qui  rencontrent  deux  fois 
chacune  des  courbes  ou  F(p,  ç).  On  aura  donc 

yH  =  <r(p)  +  i(q)  +  i&q)  +  y.(q,p)  +  F  (p,g). 

Remplaçant  ces  différentes  fonctions  par  leurs  valeurs 

y(»>  =  T(p>  +  Hq)  +  P(q  -  2)  [*«  -  l  q(q  -  1)] 

+  *f*f  +  }jKp-i)}g(g-i)-*(F-«)h-l)  +  5*(4-i), 

k  étant  le  nombre  des  points  d'intersection  dés  deux  courbes,  nombre 
égala 
(1)  *=pç  +  A,4-A,-A.. 

Si  on  le  remplace  par  cette  valeur,  il  vient 

«.■.)  =  T(p)  +  yfa)  +  p(q  -  2)[a,  -  i  ç(g  -  1)] 

+  f(F-*)[*F- gP(P -*)]-(« +*f  +  *f -*■)(*# +  *f-~  + *) 

+  *p*f  +  3P(p-Mj^-«)-(pf +  *f+*i-*b)(p-i)(g-i) 

+  5  (P9  +  **  -h  *t  —  *»)(Py  +  hP  +  *i  —  *»  —  ! ) • 

Telle  est  l'expression  générale  de  4(m);  pour  la  déterminer  explicitement, 
nous  ne  ferons  pas  comme  plus  haut  p=m —  lf  q  =  1,  parce  qu'alors  la 
droite  suivant  laquelle  la  courbe  m  se  décompose  devient  une  sécante  qua- 

ample  d  ordre  — jota "c  *a  c011™  m —  *»  ce  qui  comr 
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plique la  question;  mais  rien  n'empêche  de  faire  p=m  —  2,  g  ^2, c'est-à- 
dire  de  décomposer  la  courbe  en  uneconique  cl  une  courbe  de  dogrém — 3. 
On  aura  alors 

*|2|  =  0,   «,  =  0.  .  . 

par  suite  __ 

|(»i|=«ii.-!)-l-2(n.-t)[«.--j(m.-»)(l»-5»]  '  •     :  ; 

'-(!m-»+A._,_J.)(A._,_»  +  4)  '  '-' 
+  j(«  -»)(«- S)  -  (2m rr  4  +  «,-,-r  W(«  -Si 

+  ipus-l+a,-, -«.!(!»- S +  «._.-a.|. 

Séparant  les  termes  en  fi  des  termes  indépendants  de  fi, 
*(«.)=««-»  4- S(«  -t)»._,  -2(m-2)l._,  +  |m-l|(/,._,-*.| 
-».-.(». -i  -».|-(m_3|[t._,-»J 
+  5(!«-*  +  S«-a)(«._,-«.)+  !(»._,  -*.)'  +  ;(»), 


H«)=-j(«->K»-«K«-«)+«(»-S)(—«)+ î(«--«)(«-«) 

-2(m-2)(»-5H-t«-2)(*— «I- 
ou 

f(m)  =  -i(m-2)r2m,-t4m-t-24  — 12m  -f48-Sm  +  9 

-t  12m--30  — 12m  +  3ol, 

r(m)=-l(m-2)(!rf-»9»+7b). 

Si  l'on  ordonne  ^(m),  il  vient 
J(m)  =  «m-2)  +  !ii-*.[m-4-m  +  3+  !(4m-9)] 

+  A«_iF2m-8  —  !m  +  i  +  .-  4  —  m  +  5-t-^(4m  —  9)1 
-«-.+».».-. +  j-«-i-*.t.-,  +  rt™). 
Le  produit  fiHfiH  _  i  disparait,  et  il  reste,  en  réduisant, 
Mm)  =  «m-2)+j»;-i».(4m-11)  +  i»._,(tm_l»l-i»l_,+flt.). 
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expression  très-remarquable  en  ce  sens  que,  si  Ton  y  remplace  m  par  m  —  2, 
les  coefficients  de  &»_i  et  de  hm^t  restent  les  mêmes  au  signe  près,  4e 
sorte  que  AM_t  disparaîtra  dans  l'addition.  On  a,  en  effet, 

4l(m-'2)  =  +(m-4)+ÎAi_, -!*._, (4m-19) 

+  i*,,_»(4m-27)-lM_»  +  /(m-2). 

11  y  a  maintenant  deux  cas  à  considérer,  suivant  que  m  est  pair  ou  im- 
pair. Si  m  est  pair  et  égal  à  2p,  on  ira  de  la  sorte  jusqu'à 

m  =  ♦(♦)■+  \  *i  -  "  *•+ i*«  - 1 h*  +  w> 

car^(2)  =  0etA,=  0. 
Ajoutant  toutes  ces  équations,  on  a 

«Km)=tftî-|/..(4m-ll)  +  2^m)- 

V  f  (m)  est  facile  à  calculer,  il  suffit  de  remplacer  m  par  2p  et  de  chercher 
\    /*(2/>),  puis  de  remplacer  p  par  -^;  on  trouve  alors 

2  '(m) = -  à  m(m  ~ 2)(m  "* 3)(m  ~ i3) 

On  a  donc  définitivement 

(14)         tym)  =î^/i1B~4m-hll)--^tn(m-.2^-5)(m-.15). 

Si  m  est  impair  et  égal  à  2p  -+- 1 ,  le  calcul  se  fait  aussi  facilement,  car 
on  a 

♦(3)  =  «i)+i*i-!*1  +  rt5) 

et  Ton  a 

♦(ni)=|*.(*«-.4iii+il)  +  l  +  2[n»+*). 

ce  qui  conduit  à  la  même  f  rmule. 


En  Appliquant  cette  formule,  on  remarque  que,  abstraction  faite  de  la 
ligne  droite,  la  première  courbe  qui  ait  des  sécantes  quadruples  est  la 
courbe  gauche  du  cinquième  degré  pour  laquelle  As  =  6,  qui  a  une  sé- 
cante quadruple.  Les  deux  courbes  du  sixième  degré  que  nous  avons  con- 
sidérées, pour  lesquelles  /i,  =  6  ou  fr,  =  7-,  n'en  ont  pas.  Hais  toutes  tes 
autres  courbes  du  sixième  degré  en  auront  nécessairement,  puisque  ^{m) 
est  du  second  degré  en  h  et  que  deux  valeurs  de  ft  seules  peuvent  l'an- 
nuler pour  une  valeur  donnée  de  m.  Ce  sont  les  courbes  pour  lesquelles 
h  =  8,  A  =  9  ou  /i=  10,  et  qui  ont  respectivement  1,  3  et  6  sécantes 
triples. 

Si  l'on  considère  la  surface  engendrée  par  les  sécantes  triples  de  la 
courbe  m,  toutes  les  sécantes  quadruples  en  seront  des  génératrices 
multiples  d'ordre  i.  La  surface  ?(m)  a  donc  $(nt)  génératrices  quadruples. 

Nous  terminerons  en  vérifiant  au  moyen  de  cette  formule  l'existence  des 
27  droites  d'une  surface  du  troisième  deçrè.  Supposons,  pour  cela,  qu'une 
surface  du  troisième  degré  rencontre  une  surface  de  degré  p  suivant  nue 
courbe  de  degré  3p.  Les  sécantes  quadruples  de  celte  courbe,  ayant  quatre 
de  leurs  points  sur  la  première  surface,  y  seront  tout  entières;  réci- 
proquement, toutes  les  droites  de  celte  surface  rencontrant  l'autre  sur- 
face, et,  par  suite,  la  courbe,  en  p  points,  pourront  être  considérées  de 

"— )  »-v f — façons  comme  sécantes  quadruples  de  la  courbe. 

On  devra  donc  avoir 

«w  =  »""-'{<;-*<''- V 

ce  qu'il  est  facile  de  constater  en  remplaçant  (XII),  dans  ${m) ,  m  par  3p  et 
nBpar3p(p  —  i)  (*). 

(']  H.  Zeutben,  de  Copenhague,  nous  a  communiqué  un  mémoire  dont  il  est  l'auteur 
(Annaiidi  malematiea,  1870),  dans  lequel  il  démontre  également  les  formules  suivante 
relatives  aux  courbes  gauches  : 


fM 

=*-*  [*•-«-" 

«- 

4 

♦(«)=} 

•„(*.- 

-ta  +  H)-jj«<«>- 

-S||._S][.-15|. 

Suivant  toute  justice, 

ous  empressons  de  lui  ri 

er  la  priorité. 
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Sur  un  genre  particulier  de  surfaces  dont  on  peut  intégrer  les  lignes 

geodésiques;  par  M.  Laguerre. 

(Séance  du  11  juin  1875) 

Si  l'on  considère  les  surfaces  pour  lesquelles  l'élément  de  longueur  est 
donné  par  la  formule 

,  .       du*      dv*  ^ 
V  u 

on  vérifie  aisément  que  leurs  lignes  geodésiques  sont  données  par  Pùqu  :- 
tion 

cos3t    ,    sinr,î 

H — -  =  const., 


\/t;3  \/m5 

i  désignant  l'angle  que  fait  la  ligne  géodésique  avec  la  courbe  v  =  const 


Question  de  probabilité;  par  H.  Camille  Jordan. 

(Voir  la  page  257) 

Problème.  —  Trouver  la  probabilité  pour  que  quatre  points  pris  au  hasard 
sur  une  sphère  forment  un  quadrilatère  sphérique  convexe. 

La  solution  de  cette  question  doit  être  rectifiée  comme  il  suit,  d'après 
une  remarque  de  H.  Bienaymé. 

Soit  T  le  triangle  sphérique  formé  par  les  trofe  points  A,  B,  C.  Les  arcs 
de  grand  cercle  qui  les  joignent  étant  prolongés  découpent  la  sphère  en 
8  triangles.  Si  le  quatrième  point  D  tombe  dans  le  triangle  T  ou  dans  l'un 
des  trois  autres  triangles  opposés  à  celui-là  par  le  sommet,  le  quadrilatère 

ABCD  aura  un  angle  >7r.  La  chance  que  ce  cas  se  présente  est  *. 

Si  D  tombe  dans  le  triangle  symétrique  de  T,  le  quadrilatère  aura  deux 

T 

angles  >  * .  La  probabilité  de  ce  cas  sera  ^-,  S  étant  la  surface  totale  de 

la  sphère.  Mais  à  chaque  triangle  sphérique  T  sont  associés  7  autres 


[mufles  dont  l'ensemble  forme  la  sphère  enlière.  Donc  la  valeur  moyenne 
de  T  est  ^;  te  qui  donnera  comme  chance  moyenne  3. 

Il  restera  donc  une    ;  an  ce  égale  à  5  pour  le  quadrilatère  convexe. 
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CIUM  (A.!,  professeur  i  l'École  Polytechnique,  »  Paris. 

COMCELLÏS(i;.).  professeur  do  MMfcfaltimn».  tftMm  au  lycée  de  Douai. 

EWUHU  (Marcel),  professeur  à  la  Faculté  ■*■  Sciences,  i  Miraeille. 

CL'IlMiT,  inpéniour  des  l'unis  et  Chaussées,  i  Manies. 

ItUWII,  professeur  suppléant  A  lu  Faculté  de*  Sciences.  A  Paris. 

HSBtllS,  professeur  ou  lycée  Coudorcot,  i  Paria. 

IU..-I.II.IITS.  capitaine  .i'ArliU-riii,  i  Paris. 

BïStt  (L).  lieutenant  au  24-  répuionl  d'Artillerie.  A  Marseille. 

ÏEWIJLF  ;E'l.'.  commandant  du  Génie,  au»  île»  d'Hyéres. 

DIDIO!  (Général),  membre  oirro-pon.liiiii  de  l'Institut,  A  Knncy. 

BBSTOB  (G.),  docteur  es  sciences,  A  Paris. 

Bl!  BOIT  (Paul;,  iiiiif'ttiair  du  Génie  maritime,  an  [lavre. 

«LitLÏS,  ingénieur  civil,  i  Royo  [Somme). 

HtllW  (([.).  professeur  i  la  Faculté  des  Sciences,  à  Hennés. 

FAME,  ancien  éleva  de  l'Kcule  Piilvledmiqoe,  A  Nîmes. 

I  lUF.IlAVf.  ancien  elé.ve  de  l'Ecole  Polytechnique,  A  Paris. 

I  LOI!  EUT  IN,  copilainc  d'Artillerie,  A  Paris. 

(LIE  SUttE-HIIE  :.:;.).  capitaine  d'Artillerie,  A  Pari». 

rOTTLS  ;].),  ingénieur  de*  l'unis  et  Chaussées,  à  Sainl-Aniand-du-Cber. 

ruCRKT   G.),  ancien  élevé  de  l'École  Polytechnique,  i  Paris. 

NMMEÎ  (V.),  ingénieur  mil,  A  Parla. 

C.IB1ÏL  (H.-C),  professeur  A  l'École,  de  lléderine,  à  Pari». 

GAUTMEB-ViLLAIS,  iiuprimeur-li bruire,  5  Paris,  S.  P. 

GBNTT,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  A  Uran. 

SEIIIVJ,  professent de  MaihéoiaLI'iiies.  à  Paris. 

tllDD  (A.),  ingénieur  de»  Manufactures  de  l'Etat,  à  la  IliiTiwe. 

CUBAIT,  directeur  de  l'in-lilulion  Mruigc,  A  Paria. 

«FIAIT   11.),  professeur  de  liai  h  éma  tiques,  à  Pari*. 

i.«ll!\l;illl    ,le  hi-.in-.'iiieur  en  chef  des  Punis  et  Chaussées,  A  Piru. 

uBAIlDOlGÈ  [ I.),  docteur  es  sciences,  i  Liège. 

E10S,  professeur  de  Mathématiques,  i  Paris. 

BAAfi,  répétiteur  i  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

HALrBIK  (G.),  répétiteur  i  l'Ecole  Polytechnique,  à  Paris.  S.  P. 

BAT»  PI  LA  GICPILLIÈH,  ingénieur  des  Mine»,  i  Paris    S.  P. 

BATT  (Pb.  1,  ingénieur  hydrographe,  à  Paria. 

Htm  (P.),  lieutenant  au  7*  régiment  d'Artillerie,  a  Rennes. 

BÏIAEB  (G.),  ingénieur  hydrographe,  i  Paris. 

BIEBAlt,  capitaine  au  35"  régiment  d'Artillerie,  à  Vincennee. 

Bllllll,  professeur  au  lycée  de  Douai. 

B«tl[(A'T(J.),  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  i  Paria. 

MJSI  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaui  publics,  i  Paris. 

BBT9T[E.),  ingénieur  des  Mines,  i  Paris. 

JACOBET  jCh,],  inspecteur  des  Lignes  télégraphiques,  à  Germon  t. 

JACqUIEl  (J .},  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  i  Brire. 

JlXU,  capitaine  au  13'  régiment  d'Artillerie,  A  Vincennea. 

JIIAHT,  chef  des  travaux  graphiques  a  l'École  Polytechnique,  i  Paria, 

JH(Aimé),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,!  Paris. 

JOUAI!  (C),  ingénieur  des  Mines,  A  Paris.  S.  P. 

JluiîlKT,  capitaine  d'Artillerie,  professeur  A  l'École  d'application  de  Fonlainebleau. 

JBILI,  chef  d'Institution,  A  Paris. 

aSELKl,  répétiteur  A  l'École  Polytechnique,  A  Paria. 

IIITI,  ingénieur  dea  Manufactures  de  l'Étal,  ■  Paris. 
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LAFFBN  DE  LADÉBAT  (Vice-amiral),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  A  Paria.  S.  P. 

LAGUERRI,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paria. 

LAISANT,  capitaine  du  génie,  à  Tours. 

LAURENT  (H.),  répétiteur  A  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LAOTH,  manufacturier  à  Thann  (Alsace). 

LAI,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Vendôme. 

LEFFLRR  (D' Mitlag),  professeur  à  l'Université  d'Upsal  (Suède). 

LEBR,  élève  A  l'École  des  Hautes  études  de  It  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

LEIONNIER,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  A  Paria. 

LEI0JNE  (E.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LESPIAOLT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  A  Bordeaux. 

LE  TERRIER,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LÉTï  (Albert),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  A  Paris. 

LBTT  (Maurice),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  A  Paris. 

LfYT  (Théodore),  ingénieur,  A  Paris. 

LlfiMNE,  professeur  A  l'Université  d'Odessa  (Russie)'. 

LUCAS  (F.) ,  répétiteur  A  l'École  Polytechnique,  A  Pafris. 

IALEÎI  (L.),  professeur  au  Collège  Stanislas,  A  Paris. 

IANNBEII  (A.),  professeur  A  l'École  Polytechnique,  A  Paris.  S.  P. 

IAIEL,  colonel  d'État-major  en  retraite,  A  Alger. 

IARCERIE,  sous-directeur  de  l'institution  Monge,  A  Paris. 

IAIIE  (Maximilien),  répétiteur  A  l'École  Polytechnique,  A  Paris. 

IARSILLT  (Général  de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  A  Auxerre 

IATI1E0,  professeur  A  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy. 

IICBELBT,  ingénieur  civil,  A  Paris. 

II6H0M  (A.),  capitaine  au  6*  régiment  d'Artillerie,  A  Grenoble. 

lONTlfiHT  (G.  de),  lieutenant  du  Génie,  a  Paris. 

I0IEL  (A.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  A  Paris. 

I00TAID  (Th.),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

I00TIEI,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  A  Lyon. 

NICftLAÎbÈS,  professeur  A  l'Université  d'Athènet. 

•TIIIO  (Enrico  d'),  professeur  A  l'Université  de  Turin  (Italie). 

PAIHTM,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Louk-le-Grand,  A  Paris* 

PARIERTIIR  (Th.),  colonel  du  Génie,  A  Paris. 

PARIA!!  (A.),  ingénieur  des  Mines,  A  Paris. 

PERCIN  (A.),  capitaine  d'Artillerie.  A  Brest. 

PERRIER,  capitaine  d'État-Major,  A  Paris. 

PERR1N,  ingénieur  des  Mines,  A  Paria. 

PHILIPPE,  ingénieur,  A  Corbeil. 

PHILIPPON,  secréuire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paria. 

PICART  (A.),  député  A  l'Assemblée  nationale,  A  Versailles. 

PIGQOET  (H.),  répétiteur  A  l'École  Polytechnique,  A  Paris. 

PISTOTE  (L.  de),  capitaine  d'Artillerie,  A  Tarbes. 

PLfCQ  (A.),  ingénieur  en  chef  des  Ponte  et  Chaussées,  A  Dunkerque. 

PL0II  (Edmond),  ingénieur  hydrographe,  A  Paris. 

P0IREL  (V.),   inspecteur  général  honoraire  des  Ponts  et  Chaussées,   A  Rosières-aui-Salines 

(Meurihe-et-Moselle) . 
POLICHAC  (Camille  de),  A  Paris.  S.  P. 
PeOILLGT  (J.),  professeur  A  l'École  normale  de  Cluny. 
PROTCBB  (F.-A.),  commandant  en  second  de  l'École  Polytechnique,  A  Paris. 
POTE  (H.),  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  A  Paris, 
RADAO  (II.),  A  Paris. 

RENAN,  aide-astronome  A  l'Observatoire,  A  Paris. 
RESAL,  membre  de  l'Institut.  A  Paris. 
RIBADCOUR,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  A  Draguignan. 
RITTER  (F.),  ingénieur  en  chef  des  Ponte  et  Chaussées,  A  Niort. 
R9DET,  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  A  Paris. 


IILLIW,  membre  de  nnititut.  à  Par». 

JUULIEI,  inspecteur  général  du  l'Univ«r»t£,  a  Paris. 

«ulIlIT,  ingénieur  civil,  i  Paris. 

MUCIÉ  (E.),  professeur  i   l'École  Centrale,  à  Pirls. 

IIDS5ÏLIN  (IL),  professeur  au  lycée  de  Douai. 

lOUI  (François),  architecte,  i  Puni. 

SlICTe-CUIIK-llEV ILl.fi    l.lurles  ,  membre  de  l'Institut,  à  Paria. 

Slim-CUIH  BEWLI.E  [lle.iri:,   uiend.ru  du  l'Institut,  a  Paris.' 

IlUT-fiElllIX  (A.  de),  docteur  Si  sciences,  à  Paris. 

IllIT-LW,   professeur  à  II  Faculté  des  Sciences  de  Besançon 

SUTll,  professeur  de  MalhémaliLiues.à  Saint-Germain. 

SlIIiO,  répétiteur  ri  l'ÉttJe  Polytechnique,  a  Paria. 

SHTIACI,  manieur  de»  Pont»  et  Chaussées,  a  Senlis. 

BCIONDBIFFEt.  éUvtviagénianr  des  Ponte  el  Chaussées,  i  Paris. 

SlIlïlMiVr'   tirelire),  étuilinul  à  ITuiïursitû  de  Siinl-l'étersbourt;. 

SUIS!  (J.-.V).  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

UUn  .l'uul),  docteur  ùs  sciences,  à  Pari». 

Slltt  lUti.j.  professeur  iu  lycée  Louis- le- Grand,  a  Paria. 

SIÏKIR6,  ingénieur  en  chef  dea  Traïaui  publiée,  i  Luietiibourg. 

SlIalEB  (C  '',  censeur  dea  éludea  au  lycée  deNevera. 

SIEfllrl.  directeur  de  l'Obier  va  to  ire,  à  Marseille. 

miHCU,  pmlcsscuri  l'Uniiersité  de  Prague. 

TINSEM,  directeur  des  Iravaui  du  magasin  des  Tabacs,  i  Bergerac 

TUITTI  (E.),  iitriV'  Je  l'l'"i  vérité,  à  Évreui. 

■  UJMtlICI.  a^résné  de  l'Lmveisilu,  à  Paris. 

TEIIIE1,  prof':--eiir  â  l'Académie  du  >cin,]ijli;l  (Suisse). 

TIÉI1.  professeur  au  lycée  de  Douai. 

TlSSiaMND,  professeur  à  la  Faculté  dus  Sciences  de  Toulouse. 

TISS8T.  dominateur  il'idnii-siini  <  l'tli.'le  l'"lvtcidi[iiqtie..  à  Paria. 

ÎIJ!  liUU     l'i'il-,  jLi-.;.'ni.-ijr,  n  Mniunv.il    ,  I  l.i  111.  ■  - 1(  .1!  m-   . 

TIISC1  [É.),  ingénieur  des  l'onls  et  Chaussées,  â  T'onlitj. 

TIUlllI,  docteur  es  sciences,  à  In  CLupellu  Snint- M  e.sinui'(  Loiret). 

UCdDUT,  [irofçs-eur  Je  M.i  t  h.'  1 1  i:,i  i,|  nr:.-  spéciales  .m  lycée.  Saint -Louis,  à  Pari-. 

HI1IUI.  ancien  élève  de  l'Kode  P..lviec.liuiTie.  à  Paris. 

ÏIMÉJOOI,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  i  Paris. 

HLLlT {Jules),  pioTesseur  au  lycée  d'Alger. 

WILSCH,   lieutenant  d'Artillerie,  i  Saint-Orne r. 

1EII  (Edouard),  étudiant  à  l'Université  de  Prague. 

1III  (I)'  Emile),  professeur  i  l'École  Polytechnique  de  Prague. 

IICIIUBIII,  élève-ingénieur  des  Mme.  i  Paria. 
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SOCIETE  MATHEMATIQUE  DE  FRANGE 


EXTRAITS   DES  PROCÈS-VERBAUX 


séance;  du  mercredi  5  novembre;  1873 

PRÉSIDENCE   DE  M.    CHASLB8 

Le  secrétaire  donne  communication  d'une  lettre  du  secrétaire  de  l'Aca- 
démie des  sciences  de  Prague,  qui  accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses 
Publications. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  A.  Brisse,  ingénieur  en  chef  du  dessèchement  du  lac  Fucino,  à  Avez- 
zano  (Italie)  ;  Janin,  capitaine  d'artillerie,  à  Yincennes. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  hommage  à  la  Société  d'un  volume  relatif 
à  la  statistique  des  chemins  de  fer. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  19  NOVEMBRE  1875 

PRÉSIDENCE   DE  M.   CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Fitremann,  agrégé  de  l'Université,  à  Paris  ;  Edouard  Weyr,  étudiant 
à  l'Université  de  Prague. 
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L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

Le  secrétaire  communique  ;'i  la  Société  une  note  de  l'archiviste,  annonçant 
l'ouverture  de  la  bibliothèque. 

M.  Laguerre  communique  a  la  Société  une  note  Sur  les  pointe  doubles 
d'une  courbe  de  quatrième  datte. 

M.  Camille  Jordan  communique  a  la  Société  un  Mémoire  sur  les  formes 
bilinéaires. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  Tait  une  communication  relative  à  l'emploi  du 
tétraèdre  chez  les  anciens,  comme  objet  d'ornementation. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  3  DÉCEMBRE  1873 

PRÉSlDHNCe    DE   H.    CHABtKÏ 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

M.  Camille  Jordan  communique  a  la  Sodélé  une  noie  Sur  les  polynômes 
bilinéaires. 

M.  Laguerre  communique  1  la  Société  une  note  Sur  les  limites  des  racines 
d'une  équation  algébrique. 

M.  Halphen  communique  a  la  Société  une  note  Sur  les  points  singuliers 
des  courbes  planes  algébriques. 

M.  Je  comte  Léopold  Hugo  Tait  une  communication  relative  à  l'emploi  du 
tétraèdre  chez  les  Étrusques. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  17  DÉCEMBRE  1873 

PRÉSIDENCE    D8    M.    CHAS LE 8 

M.  Darboux  fait  hommage  A  la  Société  du  Bulletin  des  sciences  mathéma- 
tiques. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés , 
ce  sont  : 

H.  le  docteur  Gôsta  Mittag-Lefiler,  professeur  A  l'Université  d'IIpsal. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Painvîn  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  conditions  pour 
qu'une  conique  ait,  avec  une  courbe  donnée,  un  contact  d'ordre  déterminé. 

M.  Maurice  Levy  communique  A  la  Société  une  note  Sur  une  réduction  de 
l'équation  à  différences  partielles  du  troisième  ordre,  qui  régit  les  familles 
de  surfaces  susceptibles  de  faire  partie  d'un  système  orthogonal. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  une  Démonstration  nouvelle  du  théo- 
rème de  Bexout,  pour  le  cas  de  deux  équations  algébriques  à  deux  inconnues. 
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M.  Camille  Jordan  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  une  forme 
particulière  qu'on  peut  donner  aux  formules  de  Delambre. 

M.  de  Saint-Germain  communique  à  la  Société  une  note  Sur  le  facteur 
constant  dans  V expression  de&(x)  en  produit  illimité'. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  une  Note  relative  aux  points  sin- 
guliers. 

M.  Darboux  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  les  couples  de  sur- 
faces applicables. 

M.  Moutard  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  la  transformation 
par  orthogonalité  des  éléments  linéaires  correspondants. 

M.  Ribaucour  présente  quelques  observations  à  la  suite  de  la  communi- 
cation précédente. 

H.  Gros  fait  hommage  à  la  Société  d'un  exemplaire  de  sa  Théorie  du  ba- 
guenaudier,  enrichi  de  tables  numériques  manuscrites. 

H.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  hommage  à  la  Société  de  se§  divers  ou- 
vrages sur  les  cristalloïdes. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Mémoire  sur  la  détermination  des  coniques  et  dés  surfaces  du  second 

ordre;  par  M.  HalphbnQ. 

(Séance  du  19  mars  1873) 


TROISIÈME  PARTIE 

I.   —   DES  SYSTÈMES  DE  CONIQUES  DANS  L'ESPACE. 

Pour  déterminer  une  conique  dans  l'espace,  8  conditions  sont  néces- 
saires. Les  coniques  qui  satisfont  à  7  conditions  communes  forment  un 
système.  M.  Chasles  a  consacré  à  l'étude  de  ces  systèmes  un  travail  inséré 
aux  Comptes  rendus  de  ï Académie  des  sciences ,  t.  LXl,  p.  589.  11  y  fait  re- 
marquer, tout  d'abord,  que  la  perspective  plane  d'un  système  de  coniques 
de  l'espace  est  un  système  plan  de  coniques.  Les  deux  caractéristiques  de 
ce  dernier  marquent  le  nombre  des  coniques,  du  système  de  l'espace,  qui 
rencontrent  une  droite  ou  touchent  un  plan.  Les  droites-coniques  du  système 
plan  sont,  les  unes,  les  perspectives  des  droites  coniques  du  système  de 
l'espace  ;  les  autres,  les  perspectives  des  coniques  propres  dont  le  plan 
passe  par  l'œil.  Le  nombre  de  ces  dernières  doit  encore,  d'après  M.  Chasles, 

*)  Voir»  pour  la  deuxième  partie,  t.  I,  p.  226. 
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être  considéré  comme  une  caractéristique  du  système  de  t'espace  : 
c'est  la  classe  de  la  surface  développable  enveloppée  par  les  plans  des 
coniques  du  système.  Ce  nombre  ne  marque  pas  la  valeur  totale  des 
droites-coniques  du  système  plan  qui  sont  la  perspective  de  ces  coniques 
de  l'espace.  Je  montrerai,  eu  effet,  qu'il  en  est  précisément  la  moitié. 
Cette  proposition,  très-simple  à  établir  par  l'application  des  principes 
posés  dans  la  I"  partie  de  ce  mémoire,  me  permettra  de  Irouver,  pour 
les  systèmes  de  coniqnes  de  l'espace,  un  théorème  analogue  à  celui  de 
M.  Chasles  relativement  aux  systèmes  plans.  Ce  théorème  est  entièrement 
nouveau  ;  car  l'état  actuel  de  la  question  ressort  très-clairement  des  lignes 
suivantes,  empruntées  au  travail  de  M.  Chasles,  cité  plus  haut  :  «  En  énon- 
çant ici  quelques  propriétés  générales  des  systèmes  de  coniques,  qui  s'crpri- 
ment  par  une  fonction  linéaire  des  nombres  qui  caractérisent  le  système,  nous 
n'entendons  pas  induire  à  penser  qu'il  doive  toujours  en  être  ainsi,  comme 
cela  a  lieu  tUins  la  théorie  des  coniques  sur  le  plan,  pour  les  deux  nombres 
que  nous  avûltà  appelés  les  caractéristiques  du  système  {').  s 

Cette  proposition,  que  l'illustre  créateur  de  la  théorie  des  caractéristiques 
n'a  pas  cru  devoir  énoncer,  est  cependant  exacte;  et  l'on  peut  dire  que  : 

Dans  un  système  de  coniques  de  l'espace,  »  étant  le  nombre  de  celtes  qui  ren- 
contrent une  droite,  «  te  nombre  de  celles  qui  touchent  un  plan,  a  le  nombre 
de  celles  dont  le  plan  passe  par  un  point  ;  m  -+■  p*  ■+-  yp  e»t  le  nombre  de 
celles  qui  satisfont  à  une  condition  indépendante  du  système,  les  nombres 
a,  p,  y  ne  dépendant  que  de  cette  condition. 

Je  vais  démontrer,  tout  d'abord,  que,  ainsi  que  je  l'ai  annoncé  plus  haut, 
dans  un  système  plan,  perspective  d'un  système  de  l'espace,  une  droite- 
conique,  perspective  d'une  conique  dont  le  plan  passe  jiar  tœ'd,  a  pour  valeur 
le  nombre  2. 

Soit  Q  un  plan  fixe,  0  un  point  dans  ce  plan,  m  et  m' les  points  où  une 
conique  C  du  système  rencontre  le  plan  Q.  Quand  la  conique  C  varie,  les 
droites  Om  et  Om'  forment  deux  faisceaux  se  correspondant,  de  telle  ma- 
nière qu'à  une  droite  de  l'un  des  faisceaux  correspondent  a  droites  de 
l'autre.  Deux  droites  correspondantes  coïncident  :  1"  si  la  conique  touche  te 
plan  Q  ;  2°  si  la  conique  C  se  réduit  à  une  droite-conique  ;  3"  si  son  plan 
passe  au  point  0.  Par  conséquent,  si  v  et  u  sont  les  nombres  des  coïnci- 
dences dues  aux  deux  premiers  cas.  Su —  *  —  u  est  celui  de»  coïncidences 
dues  au  troisième.  Je  vais  montrer  que  ce  dernier  nombre  est  aussi 
égal  à  2,o. 

Soient,  en  effet,  H  et  H'  les  deux  points,  en  ligne  droite  avec  0,  en  lesquels 
rencontre  Q  une  conique  C  du  système  dont  le  plan  passe  en  0.  Construisons 
une  courbe  plane  (A)  dont  les  coordonnées  x,  y  soient  les  tangentes  des 

(•)  loc.  cit.,  p.  SM. 
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angles  que  font  avec  cette  droite  OM  deux  droites  correspondantes  Om,  Om'. 
Cette  courbe  passe  à  l'origine  des  coordonnées.  Comme,  de  plus,  il  n'y  a,  en 
outre  de  la  conique  C,  que  p  —  2  coniques  du  système  qui  rencontrent 
OM,  chacun  des  deux  axes  de  coordonnées  a  2  de  ses  points  d'intersec- 
tion avec  (A)  confondus  à  l'origine.  Déterminons  les  tangentes  en  ce  point. 
Soit  B  le  point  où  la  droite  MM'  touche  l'enveloppe  des  droites  mm'.  On  voit 
bien  aisément  que  les  tangentes  x  et  y  des  angles  que  font  avec  OM  deux 
droites  Om,  Om',  correspondantes  et  infiniment  voisines  de  OM,  OM',  sont 

liées  parla  relation  :  -  =  -p^-  — 7.  H  en  résulte,  comme  le  point  est  quel- 

y        UM  lilU 

conque  sur  le  plan  Q,  que  ce  rapport  a  une  valeur  quelconque,  et  que  l'ori- 
gine des  coordonnées  est  un  point  double  de  la  courbe  À,  où  les  tangentes, 
symétriques  par  rapport  à  la  bissectrice  des  axes,  font  des  angles  quelcon- 
ques avec  les  axes.  Par  suite,  le  point  0  absorbe  2  points  d'intersection 
de  la  courbe  (À)  avec  la  bissectrice  des  axes.  Donc  la  droite  OM  Compte  pour 
2  couples  de  droites  correspondantes  confondues.  Il  en  est  de  même  des 
autres  droites  analogues,  passant  par  les  couples  de  points  m,  m'  appar- 
tenant aux  p — 1  autres  coniques,  dont  les  plans  contiennent  le  point  0. 
Donc  le  nombre  des  coïncidences  absorbées  par  ces  droites  est  égal  à  2p.  On 
a  donc  enfin  :  2p — v  —  w  =  2/>. 

Cette  relation  démontre  la  proposition  annoncée.  Mais  il  ne  sera  pas  inutile 
de  donner  une  autre  démonstration,  grâce  à  laquelle  on  verra  plus  nette- 
ment que  o>  est  bien  la  valeur  totale  des  droites-coniques  du  système  plan, 
perspectives  de  droites-coniques. 

Si  l'on  cherche  les  coniques  du  système  de  l'espace,  telles  que  les  deux 
droites  Om,  Om',  menées  du  point  0  aux  points  d'intersection  d'une  même 
conique  avec  le  plan  Q,  forment  un  faisceau  harmonique  avec  deux  droites 
On,  On',  on  les  trouve  par  les  points  d'intersection  de  la  courbe  (A)  avec  une 
hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  des  x  et  des  y,  et 
dont  le  centre  est  àur  la  bissectrice  de  ces  axes.  On  a  ainsi  2p  points  d'in- 
tersection des  deux  courbes,,  qui  répondent  à  p  coniques  du  système.  Si 
l'une  des  droites  On  coïncide  avec  Om,  l'hyperbole  passe  à  l'origine  des 
coordonnées,  qui  compte  alors  pour  2  points  d'intersection  des  deux  lignes. 
On  en  conclut  donc  que  la  conique  C,  qui  passe  aux  points  M  et  M',  compte 
pour  1  conique  du  système  satisfaisant  à  la  question.  Par  suite,  si  la  droite 
On  est  donnée  infiniment  voisine  de  Om,  il  existe  une  seule  conique  du 
système,  qui  coupe  le  plan  Q  en  deux  points  m  et  m'  infiniment  voisins 
de  On. 

Faisons  la  perspective  du  système,  en  plaçant  l'œil  en  0.  Soit  P  le  plan 
de  la  conique  C,  et  D  la  trace  de  ce  plan  sur  le  tableau.  D  est  la  droite-co- 
nique, perspective  de  C.  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  si  l'on  considère  un 
segment,  situé  sur  la  trace  du  plan  Q,  et  dont  une  extrémité  soit  infiniment 


_  U  - 

voisine  de  D,  il  y  a  une  seule  conique  du  système  infiniment  aplatie  qui  divise 
harmoniquement  ce  segment.  Pour  avoir  la  valeur  de  la  droite-conique  D, 
il  faut,  d'après  les  principes  posés  plus  haut  (impartie,  p.  136),  placer 
l'extrémité  de  ce  segment  à  distance  infiniment  petite  du  1er  ordre  de  D*  et 
chercher  quel  est  l'ordre  du  carré  du  segment  intercepté  par  la  conique 
infiniment  aplatie.  Or  x  et  y  étant,  comme  plus  haut,  les  tangentes  des  angles 
que  font  avec  OM  les  droites  Om,  Ont',  correspondantes,  on  a  vu  que  si  ces 
variables  sont  infiniment  petites,  leur  rapport  est  un  nombre  quelconque. 
Par  suite,  la  conjuguée  harmonique  d'une  droite  On'  arbitraire  du  plan  Q, 
par  rapport  à  ces  deux  droites  Om,  Om',  infiniment  voisines  de  ON,  fait,  avec 
OH,  un  angle  du  même  ordre  que  x  et  y.  Par  suite,  dans  le  système  plan, 
une  conique  infiniment  aplatie,  voisine  de  D,  intercepte  sur  la  droite 
donnée  un  segment  du  même  ordre  que  la  distance  de  l'extrémité  de  cette 
droite  à  D.  Cette  dernière  distance  étant  du  1er  ordre,  le  carré  du  segment 
est  du  2œe  ordre  ;  et  la  droite-conique  D  a  le  nombre  2  pour  valeur.  Donc,  si 
u  est  la  valeur  totale  des  droites-coniques  du  système  plan,  perspectives  de 
droites-coniques,  la  valeur  totale  de  toutes  ses  droites-coniques  est  «-h  2p. 
On  #  donc 

v  =  2a  —  2p  —  tt. 

Passons  maintenant  à  la  recherche  du  nombre  des  coniques  d'un  système 
de  l'espace,  qui  satisfont  à  une  condition  simple. 

Soit  z  une  surface  du  2me  ordre,  passant  par  l'œil  0.  Pour  chaque  conique 
C  du  système  proposé,  construisons  les  a  coniques  B  qui  satisfont  à  la  con- 
dition donnée  et  passent  aux  quatre  points  d'intersection  de  C  et  de  2.  Nous 
formons  ainsi  un  second  système  (B),  dont  chaque  conique  correspond  à 
une  conique  du  système  proposé  (C).  Soient  L  et  1/  les  deux  droites  de  la 
surface  1  passant  en  0.  Sur  la  droite  d'intersection  du  plan  de  deux  coni- 
ques B  et  G  correspondantes  et  du  plan  des  droites  L  et  L',  ces  deux  coniques 
et  ces  deux  droites  déterminent  une  involution.  Par  suite,  si  l  et  /'  sont  les 
tracés  des  droites  L  et  L'  sur  le  tableau,  les  coniques  b  et  c,  perspectives  des 
coniques  B  et  C,  déterminent,  avec  les  points  /  et  /',  une  involution  sur  la 
droite  W. 

Par  suite,  les  indicatrices,  relatives  à  la  droite  IV  9  des  deux  systèmes  (c) 
et  (b),  perspectives  des  systèmes  (C)  et  (B)  se  correspondent  de  la  manière 
définie  au  théorème  III  (lre  partie,  p.  133).  À  chaque  point  de  l'indicatrice 
de  (c)  correspondent  a  points  de  l'indicatrice  de  (ft),  situés  sur  la  droite  qui 
joint  le  premier  au  point  fixe,  qui  représente  les  deux  points  l  et  /'.  De  plus, 
l'indicatrice  de  (b)  passe  en  ce  point  fixe.  Il  existe,  en  effet,  des  coniques  B 
situées  sur  la  surface  2,  et  rencontrant,  par  conséquent,  les  deux  droites  L 
et  L'.  Car  les  plans  des  coniques  C  déterminent,  par  leurs  intersections 
avec  :,  un  système  de  coniques,  dont  il  existe  un  nombre  fini  satisfaisant 
à  la  condition  donnée. 
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Si  donc  n  est  le  nombre  de  ces  coniques,  l'indicatrice  du  système  (b)  a  le 
point  fixe  pour  point  multiple  d'ordre  n.  Par  suite,  d'après  le  théorème  111, 
le  nombre  des  couples  de  points  correspondants  des  deux  indicatrices, 
qui  sont  confondus,  est  ap-+-n>  puisque  p  est  le  degré  de  l'indicatrice  du 
système  (c)  (lrepartie,p.  134).  Donc,  si  Ton  retranche  de  ce  nombre,  o^-f-n, 
le  nombre  des  couples  de  points  correspondants  confondus,  afférents  aux 
droites-coniques  communes  aux  deux  systèmes,  on  aura  le  nombre  cherché 
des  coniques  propres  communes  à  ces  systèmes. 

Désignons  par  bt  comme  plus  haut  (p.  140),  le  nombre  des  coniques  in- 
finiment aplaties  satisfaisant  à  la  condition  donnée,  et  passant  en  quatre 
points  d'un  même  pltfn,  formant  deux  couples  de  points  infiniment  voisins. 
Les  droites-coniques  du  système  (c),  perspectives  des  droites-coniques  du 
système  (C),  auront  chacune,  parmi  leurs  correspondantes,  b  coniques  infi- 
niment aplaties;  et,  d'après  le  raisonnement  fait  plus  haut  (p.  141),  ces 
droites-coniques  absorberont  &«  coniques  communes  aux  deux  systèmes 

En  second  lieu,  à  chaque  conique  du  système  (C),  dont  le  plan  passe  par 
l'œil,  correspondent  a  coniques  du  système  (B),  situées  dans  le  même  plan. 
Par  suite,  les  droites-coniques  du  système  (c),  perspectives  de  coniques  pro- 
pres, absorbent  2ap  coniques  communes  aux  deux  systèmes. 
-Donc  le  nombre  des  coniques  cherchées  est  :  ap-k-n —  bu  —  2a/>.  11 
s'agit  maintenant  de  déterminer  le  nombre  »,  qui  est  celui  des  coniques  du 
2me  ordre,  dont  les  plans  sont  tangents  à  une  développable  de  classe  p,  et 
qui  satisfont  à  la  condition  donnée. 

Les  coniques,  qui  satisfont  à  la  condition  donnée  et  sont  sur  une  surface 
du  2me  ordre  donnée,  contiennent  deux  arbitraires.  Leurs  plans  enveloppent 
donc  une  surface.  Soit  c  la  classe  de  cette  surface.  Il  y  a  cp  plans  tangents 
communs  à  cette  surface  et  à  la  développable  déclasse  p.  Donc  le  nombre  n 
est  égal  à  cp. 

On  a  donc  enfin,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  w  et  de  celle  de  n,  pour 
le  nombre  N  cherché  : 

N=  (a  -  2b)  jA  +  k-H2fc  +  c  —  2a)  p  =  ajA  +  ?v  +??, 

ce  qui  est  l'expression  du  théorème  annoncé  plus  haut. 

Il  n'est  pas  sans  utilité  de  remarquer  que  les  nombres  a  et  |3  sont  ici  les 
mêmes  que  ceux  qui  figurent  dans  l'expression  ap+/3v  du  nombre  des  co- 
niques qui  satisfont  à  la  condition  donnée,  et  font  partie  d'un  système  plan. 

U.   —  DROITES-CONIQOKS  OAKS  LES  COMPLEXES  DE  l'eSPACS. 

Pour  déterminer  une  conique  dans  l'espace,  8  conditions  sont  nécessaires. 
Les  coniques  qui  satisfont  à  7  conditions  données  forment  un  système;  à 


ti  conditions,  un  coinj'icie  du  G™  ordre;  ...:  an  conditions,  un  complexe  du 
Bm  ordre. 

Les  coniques  d'un  complexe  d'ordre  n  contiennent  8  —  n  arbitraires; 
celles  d'entre  elles  qui  ont  un  axe  d'une  grandeur  donnée  contiennent  7 — B 
arbitraires.  La  grandeur  d'un  axe  étant  donnée,  on  peut,  pour  définir  une 
conique,  considérer  la  position  de  l'autre  axe  et  des  sommets  situés  sur  cet 
axe,  et  le  plan  de  la  courbe.  Ces  éléments  contiennent  7 — n  arbitraires 
dans  un  complexe  d'ordre  ».  Il  en  est  de  même  si  la  grandeur  donnée  d'un 
axe  est  nulle.  Ainsi  les  droites-coniques  d'un  complexe  d'ordre  n  contiennent 
7  —  n  arbitraires  dans  la  définition  «le  leur  position,  de  leurs  sommets,  et 
de  leur  plan. 

Dans  un  complexe  du  t"  ordre,  les  coniques  qui  sont  sur  un  plan  y  con- 
stituent un  complexe  plan  du  i"  ordre.  Les  droites-coniques  de  I  "  espèce 
de  tous  les  complexes  plans  analogues  seront  les. droites-coniques  de  1"  es- 
pèce du  complexe  de  l'espace  ;  et  de  même  celles  de  2""1  espèce  des  com- 
plexes plans  seront  celles  de  ii""  espèce  du  complexe  de  l'espace.  On  en 
conclut  aisément  que  les  droites-coniques  de  lr"  espèce  sont  celles  où  les 
sommets  sont  arbitraires,  et  qui  ne  contiennent  que  i  indéterminées  dans 
leur  position  et  celle  de  leur  plan.  Elles  coïncident  donc  avec  toute  droite 
de  l'espace,  et,  dans  ce  cas,  le  plan  de  chacune  d'elles  est  déterminé;  ou 
bien  elles  forment  un  complexe  de  droites  (droites  assujetties  à  une  condi- 
tion), et  le  plan  de  chacune  d'elles  est  indéterminé.  Les  droites-coniques 
de  î^*  espèce  coïncident  avec  toute  droite  de  l'espace,  le  plan  de  chacune 
d'elles  est  indéterminé,  et  ses  deux  sommets  contiennent  une  arbitraire. 
|C  En  général,  dans  un  complexe  du  tv™  ordre,  on  distinguera  3  espèces  de 
droites-coniques,  de  la  manière  suivante  :  une  droite-conique  est  une  figure 
formée  d'une  droite  terminée  à  deux  extrémités  ou  sommets,  et  d'un  plan 
passant  par  cette  droite.  Celte  figure  contient,  dans  un  complexe  du  n"'  or- 
dre, 7 — n  arbitraires.  La  ln  espèce  de  droites-coniques  est  celle  qui  est 
composée  de  telles  figures  où  la  droite  et  le  plan  contiennent  seulement 
5  —  n  arbitraires  :  les  sommets  y  sont  arbitraires.  La  21"'  espèce  est  com- 
posée de  figures  où  la  droite  et  le  plan  contiennent  6  —  n  arbitraires;  les 
sommets  contiennent  une  arbitraire.  Dans  la  3m'  espèce,  la  droite  et  le  plan 
contiennent  7  —  n  arbitraires,  et  les  sommets  sont  déterminés. 

Dans  un  complexe  du  6°"  ordre,  il  n'y  a  que  deux  espèces  de  droites- 
coniques,  la  2°"  et  la  3e".  Enfin,  pour  la  régularité  des  expressions,  nous 
devrons  considérer  les  droites-coniques  d'un  système  comme  de  3"  espèce. 

D'un  complexe  de  coniques,  on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  déduire 
d'autres  complexes  d'ordre  moindre  qui  comprennent  le  proposé. 

Par  les  points  d'intersection  d'une  conique  A  et  d'une  surface  du  2™  ordre 
z,  faisons  passer  des  coniques  6.  Supposons  que  la  conique  A  varie  dans 
toute  l'étendue  d'un  complexe  (A)  d'ordre  i;  les  coniques  B  engendrent 
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alors  un  complexe  (B),  d'ordre  i  —  i.  Ce  dernier  a  pour  droites-coniques 
celles  de  (À),  et,  en  outre,  les  cordes  de  contact  des  coniques  À  bitangentes 
à  2.  On  voit  aisément  que  ces  dernières,  avec  leurs  plans,  contiennent 
6  —  i  arbitraires,  c'est-à-dire  qu'elles  forment  une  suite  de  droites  co- 
niques de  lre  espèce  de  (B);  Dans  cette  suite  sont  comprises  les  droites-co- 
niques de  lre  espèce  de  (A).  Les  droites-coniques  de  2me  espèce  de  (A)  for- 
ment une.  autre  série  distince  de  droites-coniques  de  1 re  espèce  de  (B)  ;  enfin 
les  droites-coniques  de  3me  espèce  de  (A)  forment  des  droites-coniques  de 
2œe  espèce  de  (B).  Ainsi  le  complexe  (B)  ne  contient  pas  de  droites-coniques 
au-dessus  de  la  2me  espèce.  Si  (A)  est  dans  le  même  cas,  (B)  ne  contient  plus 
de  droites-coniques  au-dessus  de  la  lre  espèce. 

Par  les  4  points  (?)  d'intersection  d'une  conique  B  avec  la  surface  z,  il  ne 
passe,  en  général,  qu'une  conique  A.  Par  suite,  les  deux  points  (p),  où  une  co- 
nique A  rencontre  un  plan  fixe  P,  sont  déterminés  d'une  seule  manière  par  les 
points  (?)  où  elle  coupe  la  surface  2.  Pour  exprimer  algébriquement  cette  dé- 
pendance entre  les  points  (p)  et  les  points  (?),  remarquons  que,  les  points 
(?)  étant  donnés,  la  position  des  points  (p)  est  définie  si  l'on  donne  la  distance 
S  du  milieu  de  leur  segment  au  point  où  l'intersection  du  plap  des  points 
(?)  et  du  plan  P  rencontre  une  droite  fixe  du  plan  P.  La  distance  S  et  la  con- 
dition que  les  points  (p)  et  (?)  soient  sur  une  même  conique  déterminent, 
en  effet,  d'une  seule  manière  le  couple  de  points  (p).  Il  existe  donc,  entre 
$  et  les  variables  définissant  la  position  des  points  (?) ,  une  relation  du 
ier  degré  en  8,  c'est-à-dire  de  la  forme  v8  —  a  =  0,  v  et  u  étant  des  fonc- 
tions des  variables  définissant  tes  points  (?).  II  est  clair  qu'on  peut  supposer 
que  u  et  v  ne  sont  pas  constamment  nuls  lorsqu'on  assigne  aux  points  (?) 
toutes  les  positions  compatibles  avec  le  complexe  (A);  car,  si  cela  était,  on 
pourrait  substituer  à  la  relation  v$ — h  =  0  une  autre  relation  de  même 
forme,  où  ce  fait  n'arriverait  pas.  Si  l'on  joint  à  cette  relation  les  i  —  1 
relations  w  =  0  qui  ont  lieu  entre  les 7  arbitraires  définissant  la  position  des 
points  (?),  on  a  toutes  les  équations  de  condition  définissant  le  complexe 
(A).  Les  i  —  i  équations  telles  que  w=0  définissent  le  complexe  (B)  ;  et, 
en  général,  n  équations,  n'ayant  lieu  qu'entre  les  arbitraires  des  points  (?), 
définissent  un  complexe  d'ordre  n,  tel  que,  par  chaque  groupe  de  points  (?), 
passent  une  infinité  de  coniques  du  complexe.  En  d'autres  termes,  ce  com- 
plexe peut  être  considéré  comme  déduit  d'un  complexe  d'ordre  n  + 1,  de 
la  même  façon  que  B  est  déduit  de  (A). 

La  relation  trô  — 1*  =  0  définit  un  complexe  du  1er  ordre  (Kt),  qui  con- 
tient le  complexe  du  2me  ordre  (K,),  défini  par  les  relations  v  =  0,  u  =  0. 

Les  deux  complexes  (B)  et  (Kt),  d'ordre  i  —  1  et  1,  ont  en  commun  le 
complexe  (A)  d'ordre  t.  Mais,  en  général,  ils  ont  en  commun,  en  outre,  un 
autre  complexe  du  même  ordre.  Pour  que  deux  coniques  B  et  Kt  coïncident, 
il  faut,  comme  on  le  reconnaît  immédiatement,  qu'elles  coïncident  avec 


—  18  - 

une  conique  A,  ou  qu'elles  appartiennent  au  complexe  (K,).  Donc,  si  le  com- 
plexe (À)  ne  comprend  pas  toutes  les  coniques  communes  à  (B)  et  à  (Kt),  il 
faut  que  les  deux  complexes  [(B)  et  (K,)  aient  en  commun  un  complexe 
d'ordre  i,  ou  d'ordre  inférieur.  Ce  dernier  cas  ne  saurait  avoir  lieu  :  il  fau- 
drait, en  effet,  pour  qu'il  eût  lieu,  que  les  deux  équations  v  =  0, u  =0  ren- 
trassent dans  le  système  des  équations  w  =  0,  c'est-à-dire  que  vêtu  fussent 
nuls;  dès  que  les  points  (?)  satisfont  aux  équations  w=0,  ce  qui  est  con- 
traire à  l'hypothèse  faite  plus  haut. 

Si  la  surface  z  est  quelconque,  il  y  a  effectivement  un  complexe  autre 
que  (Àf  commun  à  (B)  et  à  (KJ.  Il  suffit,  pour  le  prouver,  de  montrer  qu'il 
existe  des  coniques  communes  à  ces  deux  complexes,  qui  n'appartiennent 
pas  à  (À).  Or  on  en  obtient  en  prenant  celles  qui  satisfont  aux  relations 
u;  =  0  et  t*=0,  t>  =  0.  Donc  les  complexes  (B)  et  (K,)  ont  effectivement  en 
commun  un  complexe  (À'),  d'ordre  t.  G'estrà-dîre  que  les  i-f-1  équations 
u  =  0,  v  =  0,  iir=  0, ...  se  réduisent  à  t  équations,  qui  n'ont  lieu  qu'entre 
les  coordonnées  des  points  (*). 

Le  complexe  (À'),  défini  de  cette  façon,  peut  être  considéré  comme  déduit 
d'un  complète  (Af),  de  Tordre  i  -M,  de  la  même  manière  que  (B)  est  déduit 
de  (À).  Par  conséquent,  (A')  ne  contient  pas  de  droites-coniques  de  3me  es- 
pèce. On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

A  tout  complexe  de  coniques,  d'ordre  t,  on  peut  joindre  un  autre  complexe 
du  même  ordre  ne  contenant  pas  de  droites-coniques  de  5™  fspèce,  et  tel  que 
V ensemble  de  ces  deux  complexes  constitue  le  complexe  complet  commun  à 
deux  complexes  séparés  du  1er  ordre  et  d'ordre  i  —  i. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  et  déduire,  d'une  manière  analogue,  du  com- 
plexe (A')  un  autre  complexe  du  même  ordre  qui  ne  contienne  de  droiles: 
coniques  ni  de  la  3me,  ni  de  la  2mc  espèce. 

D'un  complexe  (G)  d'ordre  j,  on  peut  déduire  un  complexe  (D)  d'ordre 
j —  2,  qui  contienne  (C),  en  imposant  aux  coniques  D  de  rencontrer  une 
surface  du  2me  ordre  2  en  3  points  par  où  l'on  puisse  mener  une  conique  G. 
Il  est  très-aisé  de  voir  que  la  plus  haute  espèce  des  droites-coniques  de  (G) 
est  la  lre  ;  c'est-à-dire  que  chaque  droite-conique  de  ce  complexe,  avec  son 
plan,  ne  contient  pas  plus  de  5 — (j  —  2)  arbitraires. 

Par  3  points  (<x)  d'intersection  d'une  conique  G  avec  2,  il  ne  passe  pas,  en 
général,  d'autre  conique  du  complexe  (C),  en  sorte  que  le  4me  point  <rt  est 
déterminé  d'une  seule  manière  par  les  3  autres.  Ce  4me  point  peut  être  dé- 
fini par  la  condition  d'être  dans  le  plan  des  3  autres  et  par  une  coordonnée 
qui,  cette  condition  remplie,  le  détermine  d'une  seule  manière.  Gette  coor- 
donnée sera,  si  l'on  veut,  la  position  du  point  où  la  génératrice  rectiligne 
de  2,  passant  en  *t,  rencontre  une  directrice  rectiligue  fixe  de  cette  sur- 
face. Cette  coordonnée  x  sera  donc  liée  aux  arbitraires  des  3  autres  points 


\ 
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par  une  relation  telle  que  tx  —  s  =  0,  où  t  et  s  ne  contiennent  que  les  coor- 
données de  3  points  (<r). 

Si  Ton  applique  ces  résultats  aux  complexe  (At),  on  voit  que  la  relation 
tx  — -  s=  0,  jointe  au  complexe  (D),  définit  le  complexe  (A').  Les  équations 
qui  définissent  le  complexe  (D)  sont  i —  1  équations  telles  que  *  =  0,  z  ne 
contenant  que  les  coordonnées  de  5  points  (or),  situés  sur  ia  surface  2.  On 
conclura,  comme  plus  haut,  que  le  complexe  commun  à  (D)  et  au  complexe 
(K'f),  défini  par  tx  —  *=  0,  se  compose  du  complexe  (A')  et  d'un  complexe 
(A")  de  même  ordre  t,  et  défini  par  les  relations  *  =  0,  s  =  0,  z  =  Q...,  au 
nombre  de  t  -h  1 ,  qui  se  réduisent  à  i  relations  entre  les  coordonnées  de 
3  points  (*).  Par  suite,  (A")  se  déduit  d'un  complexe  d'ordre  î-f-2,  comme 
(D)  de  (C).  Donc  ce  complexe  (A")  ne  contient  pas  de  droites-coniques 
de  3me,  ni  de  2me  espèce. 

On  peut  représenter  cette  dépendance  des  complexes  ci-dessus  de  la  ma- 
nière suivante  :.(À)  et  (A')  constituant  le  complexe  complet  commun  à  (B) 
et  (Kt),  on  écrira 


et  de  même 


d'où 


(A')  +  (A*)  =  (D,K;); 


(A)  +  (d,k;)=(A")  +  (b,k4). 


En  considérant  une  conique  comme  un  élément  de  l'espace,  ainsi  que 
Plûcker  l'a  fait  pour  la  ligne  droite,  on  peut  désigner  les  coniques,  en  nom- 
bre fini  ou  infini,  communes  à  deux  complexes,  comme  Y  intersection  de  ces 
complexes.  L'ensemble  de  toutes  les  coniques  communes  à  deux  complexes 
sera  dite  l'intersection  complète  de  ces  complexes.  Avec  ces  définitions,  la 
relation  ci-dessus  peut  être  énoncée  de  la  manière  suivante  : 

Théorème  I.  — •  A  tout  complexe  de  coniques,  d'ordre  i,  on  peut  joindre 
t  intersection  complète  de  deux  complexes  d'ordre  i  eti  —  1,  tels  que  l'en- 
semble de  ces  deux  complexes ,  d'ordre  t,  se  compose  de  l'intersection  com] 
plète  de  deux  complexes  d'ordre  i  et  i  —  1,  et  d'un  autre  complexe  d'ordre 
i ,  ne  contenant  pas  de  droites-coniques  de  3mc,  ni  de  2me  espèce. 

On  peut  remarquer,  d'après  la  manière  dont  ce  résultat  a  été  obtenu,  que 
(B)  ne  contient  pas  de  droites-coniques  de  3me  espèce,  et  que  (D)  n'en  con- 
tient ni  de  2"*,  ni  de  3me  espèce. 

A  peine  est-il  besoin  d'ajouter  que  les  mêmes  propriétés  appartiennent 
aux  complexes  plans  de  coniques. 

Le  théorème  que  je  viens  de  démontrer  va  permetter  d'établir  avec  une 
grande  facilité  les  trois  théorèmes,  relatifs  aux  coniques  dans  l'espace,  qui 
sont  les  analogues  du  théorème  de  H .  Cremona  pour  les  coniques  dans  le 


plan.  On  verra  sans  peine  que  la  même  démonstration  pourrait  s'appliquer 
a  ce  dernier.  De  mémo  aussi  on  pourrai!  démontrer  les  trois  théorèmes  dont 
il  s'agit  par  des  procédés  analogues  à  celui  que  j'ai  employé,  dans  la 
2mf  partie,  pour  démontrer  le  théorème  de  M.  Cremona.  Mais  cette  démon- 
stration entraînerait  â  des  développements  fastidieux,  que  l'on  évite  en 
suivant  la  marche  qui  va  être  exposée. 


Le  théorème  dèmonlré  au  début  de  cette  Zmt  partie  l'ait  connaître  le 
nombre  des  coniques  communes  â  un  système,  et  â  un  complexe  du  I"  ordre, 
ou  le  nombre  des  intersections  du  système  el  du  complexe.  Je  vais  m 'occuper 
maintenant  de  In  recherche  de  ce  même  nombre  pour  deux  complexes  donl 
la  somme  des  ordres  est  égale  à  8.  Voici  l'énoncé  du  théorème  unique  qui 
renferme  la  solution  du  problème. 

TiiÉonifMG  H.  —  Le  nombre  des  coniques  d  un  OOtUtHe  ee  d'ordre  i,  qui  ap- 
partiennent en  môme  temps  à  un  autre  complexe  d'ordre  S  —  ('.  est  repré- 
sente' par  un  polynôme  homogène,  de  degré'  8  —  i,  rè  5  variables,  d,  V,p, 
dont  les  coefficients  dépendent  du  second  complexe  seulement,  et  dans  lequel 
on  remplace  chaque  expression  de  ta  forme  ffP  p"~'  par  le  nombre  des 

coniques  du  premier  complexe  qui  rencontrent  j  droites,  louchent  k  plans,  et 
dont  les  plans  passent  par  8 —  i — j  —  I;  points. 

Si,  dans  cet  énoncé,  on  suppose  i  égal  à  7,  le  premier  complexe  est  un 
système,  el  le  théorème  ne  diffère  pas  de  celui  qui  a  été  démontré  au  cha- 
pitre I  de  cette  5™  partie. 

Pour  démontrer  d'un  seul  coup  ce  théorème  dans  toute  sa  généralité,  nous 
allons  supposer  qu'il  soit  vrai  pour  une  valeur  de  t,  et  en  conclure  son 
exactitude  pour  la  valeur  immédiatement  inférieure. 

L'hypothèse  consiste  donc  en  ce  que  le  nombre  des  coniques,  communes 
A  un  complexe  (C,+i)  d'ordre  i  ■+- i  et  à  un  complexe  d'ordre  7 —  », 
(Ct-i),  est  représenté  par  une  forme  ternaire,  en  d,  P,  p,  de  degré  7  —  i, 
'dont  les  coefficients  dépendent  seulement  du  complexe  (G,  _f).  Nous  dési- 
gnerons par  m-,  _  i  cette  forme  ternaire,  que  nous  appellerons  le  module  du 
complexe  (C_(). 

Soit  maintenant  un  complexe  d'ordre  i,  (C,).  Les  coniques  de  ce  com- 
plexe, qui  rencontrent  une  droite,  forment  un  complexe  (E)  d'ordre  i-hi. 
Le  nombre  des  coniques  de  (E)  qui  rencontrent  _/'  droites,  touchent  k  plans, 
el  dont  les  plans  passent  par  7  — j —  k —  i  points  n'est  autre  que  celui 
des  coniques  C,  qui  rencontrent  j-r-i  droites,  louchent  k  plans,  et  dont 
les  plans  passent  par  7 — j — k  —  j  points,  ce  que  nous  représentons 
symboliquement  par  (djH"lP*p,_i-*-').  Par  suite,  le  nombre  des  coniques 
communes  à  (E)  el  A  (Cr-r)  est,  d'après  l'hypothèse,  représenté  symboli- 
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quement  par  le  produit  É?m7_<,  où  l'on  doit  remplacer  chaque  expression 
(cPPp8""7"*"')  par  le  nombre  des  coniques  C<,  qui  rencontrent  j  droites, 
touchent  k  plans,  et  dont  les  plans  passent  par  8  — j  —  k  —  t  points. 

De  la  même  façon,  le  nombre  des  coniques  communes  à  (G/),  (C7_,),  qui 
touchent  un  plan  est  représenté  par  le  produit  Pm7_<;  et  celui  de  ces  co- 
niques dont  les  plans  passent  par  un  point  est  représenté  par  pm,^^  Donc 
les  5  caractéristiques  p,  v,  p  du  système  des  coniques  communes  à  (C<)  et  à 
(C7_*)  sont  respectivement  :  rfm7_*,  Pm7_<,  />m7_,.  Par  suite,  d'après  le 
théorème  relatif  aux  systèmes  de  coniques,  le  nombre  des  coniques  com- 
munes à  ce  système  et  à  un  complexe  (Ct)  d'ordre  1 ,  est  :  (ad-T-âP-t-7/?)m7-.  <, 
les  nombres  a,  p,  7  ne  dépendant  que  du  complexe  (Ct).  Or  cette  expression 
est  une  forme  de  degré  8  —  i  en  d,  P,  py  et  elle  exprime  le  nombre  des  co- 
niques communes  au  complexe  (Ci)  et  au  complexe  d'ordre  8  —  t,  inter- 
section complète  des  deux  complexes  (C,)  et  (C7_i).  Donc,  en  premier  lieu, 
si  le  théorème  est  exact  pour  une  valeur  de  t,  il  Vest  aussi  pour  la  valeur  im- 
médiatement inférieure ',  quand  le  second  complexe  est  l'intersection  complète 
d'un  complexe  du  1er  ordre  et  d'un  autre  complexe. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  le  second  complexe  ne  satisfait  pas  à 
cette  dernière  condition.  Soit  donc  (C8_<)  un  complexe  quelconque  d'ordre 
8  —  t,  dont  nous  cherchons  le  nombre  des  intersections  avec  (C<).  Prenons 
une  surface  du  2me  ordre  fixe  z,  et  considérons  les  couples  de  coniques  C<  et 
Çs-f,  qui  se  coupent  en  k  points  sur  z.  On  voit  immédiatement  que  ces  cou- 
ples de  coniques  forment  deux  systèmes,  tels  que,  par  les  points  d'inter- 
section des  coniques  de  l'un  d'eux  avec  Z,  passe  une  conique  correspondante 
de  l'autre  système. 

Les  coniques  qui  coupent  z  en  4  points  appartenant  à  une  conique  du 
complexe  (C8_*)  forment  un  complexe  (C7__<)  d'ordre  7  —  1;  et  l'un  des 
systèmes  (S)  est  celui  des  coniques  communes  à  (C<)  et  à  (C7_,).  De  même, 
les  coniques  qui  coupent  s  en  A  points  appartenant  à  une  conique  du  com- 
plexe (Ct)  forment  un  complexe  (CJ_i)  d'ordre  i  —  1  ;  et  l'autre  système 
(S')  est  celui  qui  est  commun  à  (C8_f)  et  à  (C'/— t). 

Soit  0  un  point  de  z,  et  L,  L' les  droites  de  la  surface  qui  passent  en  0.  Il 
n'y  a  pas  de  couple  de  coniques  correspondantes  des  deux  systèmes  (S)  et 
(S')  qui  se  coupent  à  la  fois  sur  L  et  sur  L'.  Par  conséquent,  les  seules  coni- 
ques de  l'un  ou  l'autre  de  ces  systèmes,  qui  rencontrent  à  la  fois  ces  deux 
droites,  sont  tout  entières  sur  z.  Cherchons-en  le  nombre. 

Pour  qu'une  conique  d'un  complexe  (CJ  soit  sur  une  surface  du  2me  ordre 
donnée  arbitrairement,  il  faut  que  l'ordre  n  de  ce  complexe  soit  non  supé- 
rieur à  5,  puisque  la  condition,  pour  une  conique,  d'être  située  sur  une  sur* 
face  du  2me  ordre  donnée,  est  une  condition  quintuple.  Le  nombre  n  étant 
supposé  non  supérieur  à  3,  les  coniques  C„  qui  sont  sur  z  contiennent 
3 — n  arbitraires;  et  il  en  est  de  même  de  leurs  plans. 


—  M  — 

Dans  le  cas  actuel,  on  voit  qu'il  ne  peut  exister  sur  2  que  des  coniques 
d'un  seul  des  deux  complexes  (C*),  (G8_().  Car  un  seul  des  deux  nombres  t, 
8  —  i  est  inférieur  à  4.  Si  i  est  égal  à  4,  il  n'existe  sur  z  dés  coniques 
d'aucun  des  deux  complexes.  Examinons  les  cas  où  t  est  un  des  nombres 
5,  6,  7. 

Si  i  est  égal  à  5,  les  plans  des  coniques  C*  sont  arbitraires  ;  et,  dans  un 
plan  donné,  il  y  a  un  nombre  fini  de  ces  coniques.  Un  plan  donné  est  celui 
qui  passe  par  5  points  ;  par  suite,  ce-nombre  est  représenté  par  le  symbole 
(p*).  D'autre  part,  il  y  a  un  nombre  fini  c  de  coniques  du  complexe  G«  -  *, 
dont  l'ordre  est  ici  égal  à  S,  situées  sur  z.  Chacune  de  ces  coniques  appar- 
tient au  système  S',  et  correspond  aux  (p*)  coniques  G,  situées  dans  son 
plan.  Il  y  a  donc  cp*  couples  de  coniques  correspondantes,  tel  que,  dans 
chaque  couple,  la  conique  du  système  S'  rencontre  les  deux  droites  L  etL'. 

Si  i  est  égal  à  6,  les  plans  des  coniques  du  complexe  (Cf)  enveloppent 
une  surface,  dont  la  classe  est  représentée  par  le  symbole  (p*).  D'autre  part, 
les  plans  des  coniques  (*_<,  qui  sont  sur  z,  enveloppent  une  développable, 
dont  soit  c'  la  classe.  Il  y  a  ^p*  coniques  de  S' rencontrant  les  droites  L  et  L1. 
Le  cas  où  i  est  égal  à  7  a  déjà  été  examiné  plus  haut  (ch.  I). 

Ainsi,  quand  i  est  au  moins  égal  à  4,  le  nombre  des  coniques  S1  rencon- 
trant les  droites  L  et  1/  est  de  la  forme  cp*~"',  c  étant  un  nombre  qui  ne 
dépend  que  du  complexe  (C8_<).  Le  cas  où  i =4  n'est  pas  excepté  ;  car  le 
symbole  (p*)  est  nul.  . 

Faisons  maintenant  la  perspective  plane  des  deux  systèmes  S  et  S',  en  pin- 
çant l'œil  en  0.  Nous  obtenons,  sur  le  tableau,  deux  systèmes  Slf  S,  de  co- 
niques qui  se  correspondent  une  à  une,  'de  telle  sorte  que  deux  coniques 
correspondantes,  perspectives  de  deux  coniques  correspondantes  de  l'espace, 
déterminent  une  involution  avec  les  traces  des  droites  L  et  V  sur  la  droite 
qui  joint  ces  deux  traces,  l,  V.  Il  y  a  de  plus  cp  couples  de  coniques 
correspondantes  des  deux  systèmes  St,  S',,  tels  que,  dans  chaque  couple,  la 
conique  de  S\  passe  aux  points  l  et  V. 

On  déduit  de  là,  comme  on  Ta  fait  plus  haut,  que  le  nombre  des  coniques 
communes  aux  deux  systèmes  St,  S\  est  égal  à  la  lre  caractéristique  du  sys- 

Q  Â 

tème  St,  augmentée  de  cp  ,  moins  la  valeur  totale  des  droites-coniques 
communes  aux  deux  systèmes,  laquelle  est  la  même  dans  chacun  de  ces  systè- 
mes. Si  p  est  la  3me  caractéristique  du  système  S,  2j>  est  la  valeur  totale  des 
droites-coniques  communes  aux  deux  systèmes,  et  perspectives  de  coniques 
propres.  Par  suite,  en  appelant  p.  la  ire  caractéristique  du  même  système, 
et  t»  la  valeur  totale  des  droites-coniques,  communes  aux  deux  systèmes 
et  perspectives  de  droites-coniques,  le  nombre  cherché  est  égal  ô 
f*  -4-  cp  ~~   —  2/î  —  w. 

Supposons  maintenant  que  le  complexe  (C8_<)  ne  contienne  pas  de  droi- 
tes-coniques au-dessus  de  la  1"  espèce  :  cela  signifie  que  chacune  de  ces 
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.droites-coniques,  avec  son  plan,  contient  au  plus  5  -r-  (8  —  i)  arbitraires, 
ou,  en  d'autres  termes,  que  l'ensemble  de  cette  droite  et  de  son  plan  satisfait 
au  moins  à  8 — t  conditions.  D'autre  part,  le  plus  grand  nombre  d'arbi- 
traires que  la  même  figure  contient  dans  le  complexe  (C,)  est  7  —  i.  Donc, 
si  les  deux  complexes  n'ont  aucune  liaison,  il  n'y  a  pas  de  droites-coniques 
communes  aux  deux  complexes  dont  les  plans  coïncident.  Par  suite,  il  n'y 
a  pas  dans  le  système  (S)  de  droites-coniques  ayant  pour  correspondante 
une  droite-conique  de  (C*-*).  Donc,  dans  l'hypothèse  où  Ton  s'est  placé,  le 
nombre  &>  est  nul.  Le  nombre  des  coniques  communes  à  (C<)  et  (C8_<)  est 
alors  simplement  égal  à  :  p-|-  cp*~*  —  2p.  Or  p  et  p  sont  deux  caracté- 
ristiques du  système  commun  à  (C<)  et  à  (Ci  _<).  Elles  sont  donc  égales  à 
dm^i  et  pm't^t,  ro-J-*  étant  le  module  du  complexe  (C'7_i).  Les  coeffi- 
ciens  de  ce  module  ne  dépendent  que  du  complexe  (C8_<).  Par  suite,  le 
nombre  des  coniques  communes  à  (C*)  et  (C8_<)  est  exprimé  par  la  formule  : 
(d —  Vpïm'T^i  +  cp  "  ,  qui  vérifie  le  théorème.  Donc,  si  le  théorème  est 
exact  pour  une  valeur  de  i,  au  moins  égale  à  5,  il  lest  aussi  pour  la  valeur 
immédiatement  inférieure,  quand  le  second  complexe  ne  contient  pas  de 
droites-coniques  d'espèce  supérieure  à  la  première» 

Si  le  complexe  (€8_  t)  contient  des  droites-coniques  d'espèce  supérieure 
à  la  1",  on  sait,  d'après  le  théorème  I,  page  49  de  cette  5™  partie,  qu'on 
peut  y  joindre  un  complexe  (D,  K't)  intersection  complète  de  deux  complexes 
dont  l'un  (K't)  est  du  1er  ordre,  de  telle  sorte  que  l'ensemble  (C8_<)  et 
(D,  K't)  soit  décomposable  en  une  intersection  complète  (8,  K4)  et  un  com- 
plexe (C'a  -  i  )  ne  contenant  pas  de  droites-coniques  d'espèce  supérieure  à  la 
première.  En  désignant  par  N(À,  B, ...)  le  nombre  des  coniques  communes 
aux  complexes  (À),  (B),  ...,  on  déduit  de  la  relation  : 

(C8^<)  +  (D1K;)  =  (Ci-0  +  (B,K1), 
la  suivante  :    % 

N(C,,  C8_ ,)  +  N(C,  D,  K;)  =N(C,  Ci  _ ,  )  +  N(Cf,  B,  K,). 

D'après  les  deux  théorèmes  précédents,  les  3  derniers  nombres  sont  ex- 
primés par  des  formes  de  degré  8  —  t  en  d,  p,  P,  dont  les  coefficients  ne 
dépendent  pas  de  (C<).  11  en  est  donc  de  même  du  premier  de  ces  nombres. 
Donc  le  théorème  est  démontré  pour  toutes  les  valeurs  de  i  au  moins  égales 

à  4. 

11  est  bien  facile  de  l'étendre  aux  autres  valeurs  de  t.  Il  suffit  pour  cela 
de  déduire  de  la  relation  :  N(C*,  Cb-<)  =  m8_,,  où  t  est  au  moins  égal  à  4, 
l'expression  du  même  nombre  N(Cf,  («-.<)  en  fonction  des  symboles 
(#pV ~J~*K  W&  expriment  le  nombre  des  coniques  de  (C8_<),  qui  rencon- 
trent j  droites,  touchent  k  plans,  et  dont  les  plans  passent  par  i  —  j  —  k 
points. 
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Remplaçons,  à  col  effet,  (C,_,)  par  le  complexe  [jdr,kp,  (i — j —  ft)p/], 
dans  la  relation  :  N(C(,  Ca_*)  =mi_4.  On  en  conclura 

nTC-tv'Ayij».  (i  — j— h) pt\  =  M*p<-i-*m>-,, 

ou 

(rf)P»p'-J-')=f«Ptp<-J-*m,_,, 

relation  dans  le  second  membre  de  laquelle  chaque  symbole  cr'pV  "  '  ' 
représente  le  nombre  des  coniques  qui  rencontrent/  droites,  touchent/;' 
plans,  et  dont  les  plans  passent  par  8  —  i' — A' points.  On  pourra  former 
autant  de  relations  analogues  qu'il  y  a  de  manières  de  choisir  les  nombres 
j,  k.  Comme  i  —  j  —  k  ne  peut  être  supérieur  à  "»,  on  peut  choisir  ces 
nombres  de  toutes  les  manières  qui  rendent  j  +  k  au  moins  égal  ai  —  3 
et  au  plus  égal  a  i,  c'est-à-dire  de  U  —  2  manières.  D'autre  part,  le  mo- 
dule mi_,  contient ^ termes,  si  i  est  7,  6  ou  5,  et  un  de 

moins,  si  i  est  égal  à  \.  On  reconnaît  sans  peine  que  ce  nombre  des  lermes 
de  m,_,-  est  inférieur  a  M  —  2,  excepté  dans  le  cas  où  i  est  égal  à  4  :  ces 
deux  nombres  sont  alors  égaux.  Des  M  —  2  équations,  on  peut  tirer  les 
valeurs  des  coefficients  de  »ij„i  exprimés  eu  fonction  linéaire  et  homogène 
des  symboles  (d'P*p'  ™  '  "  *)■  Si,  dans  la  relation  N(C,,  Cs_,)  =  m»_j,  on 
regarde  les  symboles  (ir'p'p8-1-  _  )  comme  des  coefficients  donnés,  défi- 
nissant le  complexe  (C,),  et  qu'on  remplace  les  coefficients  de  »i,_,  par  les 
valeurs  tirées  des  M  —  2  équations,  on  aura  le  nombre  N(C,,  C«_()  exprimé 
par  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  symboles  (<?P*p  ~ i  ~  *),  dont  les 
coefficients  ne  dépendent  pas  de  [Ct  -i)  ■  Donc  le  théorème  est  général. 

Dès  que  i  surpasse  5,  le  nombre  des  équations  par  lesquelles  on  déter- 
mine les  coefficients  de  mH_(  surpasse  celui  des  inconnues." On  en  conclut, 
comme  pour  le  cas  des  coniques  dans  le  plan  (2°"*  partie,  p.  236),  que  les 
nombres  (d,P*ip'-,-i)  relatifs  à  un  complexe  d'ordre  8 — i  quelconque 
satisfont  à  certaines  relations,  grâce  auxquelles  le  module  d'un  complexe 
d'ordre  i  peut  être  réduit  a  un  nombre  de  termes  inférieur  a  celui  qui  est 
indiqué  par  son  degré  i.  liais  la  même  propriété  subsiste  encore  pour  des 
valeurs  de  i  inférieures  i  5,  ainsi  que  je  vais  le  montrer. 

On  a  trouvé  plus  haut  que,  si  i  est  au  moins  égal  à  4,  le  nombre  des  co- 
niques communes  à  (Ci)el{Cs_()  est  représenté  par  {d — 2p)mi_,  -pep8*"', 
si  (Ca-i)  ne  contient  pas  de  droites-coniques  au-dessus  de  la  1"  espèce. 
On  voit  donc  que,  dans  ce  cas,  le  module  de  (C,  _,),  qui  est  précisément 
égal  à  cette  expression,  ne  contient  pas  la  puissance  (8 — t)'*™  de  P.  Hais 
mî_,  est  le  module  du  complexe  (Cl_()  qui  ne  contient  pas  non  plus  de 
droites-coniques  au-dessus  de  la  1  "  espèce.  Donc  la  puissance  (7  —  i)''""  de 
P  manque  aussi.  En  raisonnant  de  même  sur  (C, ... ,  ) ,  on  arrive  à  cette  con- 
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clusion  :  Le  module  d'un  complexe,  d'ordre  non  supérieur  à  4,  qui  ne  con- 
tient pas  de  droites-coniques  au-dessus  de  la  lre  espèce,  ne  comprend  pas  de 
terme  en  P. 

Toujours  dans  l'hypothèse  t>4,  on  peut  supposer  que  le  complexe  [Q 
est  un  complexe  plan.  Tous  les  symboles  (cfPV  ~~  '  " ;  )  V^  Y  sonl  relatifs 
s  évanouissent  si  l'exposant  dep  n'y  est  pas  nul.  Par  conséquent,  les  coef- 
ficients d'un  module  wi8-*,  qui  affectent  les  termes  ne  contenant  pas  (/>), 
sont  les  mêmes  que  leurs  analogues  dans  le  module  d'un  complexe  plan 
satisfaisant  aux  conditions  qui  définissent  le  complexe  (C8_<).  11  en  résulte, 
en  premier  lieu,  que  si  8  ■ — i  est  égal  à  2,  et  que  le  complexe  (C,)  ne  con- 
tient pas  de  droites-coniques  de  3me  espèce,  le  module  mt  ne  contient  pas 
le  terme  en  P1,  attendu  que  la  propriété  analogue  a. été  démontrée  plus 
haut  (2me  partie,  p.  235)  pour  un  complexe  plan  du  2me  ordre.  Lé  même  ré- 
sultat peut  d'ailleurs  être  démontré  au  moyen  de  la  relation 

(Ct-i)  +  (D,K;)  =  (C4-i)4-(BfKl)f 

qui  s'applique  également  aux  modules  des  complexes  entrant  dans  cette  re- 
lation. Les  complexes  (<%_<)  et  (D)  ne  contiennent  pas  de  droites-coniques 
au-dessus  de  4a  lre  espèce.  Par  conséquent,  la  relation  ci-dessus,  appliquée 
aux  modules,  montre  que  les  termes  en  P,  dans  le  module  de  (C8_<)  sont  : 
1°  <les  termes  du  1er  degré  venant  du  module  de  (K't)  ;  2°  ceux  qui  provien- 
nent du  produit  des  modules  de  (B)  et  de  (Kt).  Si  (B)  ne  contient  pas  de 
droites-coniques  au-dessus  de  la  lre  espèce,  ces  derniers  termes  se  réduisent 
au  1er  degré.  Ce  fait  se  produit  si  (C8-<)  ne  contient  pas  de  droites-coniques 
au-dessus  de  la  2me  espèce.  On  peut  donc  dire  que  :  Si  un  complexe  d'ordre 
non  supérieur  à  4  ne  contient  pas  de  droites-coniques  au-dessus  de  la 
2me  espèce y  son  module  ne  contient  pas  ?  au-dessus  du  1er  degré.  Et,  en  appli- 
quant, dans  le  cas  général,  ce  résultat  au  complexe  (B),  on  peut  dire  que  : 
Le  module  de  tout  complexe  d'ordre  non  supérieur  à  4  ne  contient  pas  P  au- 
dessus  du  2me  degré. 

Prenons  î  =  5;  le  module  de  (C8_f)  ou  (C5)  ne  contient  pas  le  terme  en 
Ps.  Il  en  est  donc  de  même  du  module  du  complexe  des  coniques  touchant 
5  plans.  Par  suite,  le  nombre  des  coniques  d'un  complexe  du  5me  ordre  quel- 
conque qui  touchent  3  plans  est  lié,  par  une  relation- indépendante  de  ce  com- 
plexe, aux  autres  nombres  caractéristiques  du  même  complexe. 

De  même,  si  on  fait  i  =  4,  on  conclut  encore  que  les  nombres  (P*),  (P3d), 
(P5p),  relatifs  à  un  complexe  du  4œe  ordre  quelconque,  sont  liés  par  3  rela- 
tions indépendantes  de  ce  complexe  aux  autres  nombres  caractéristiques  du 
même  complexe. 

Toutes  ces  relations  sont  linéaires  et  homogènes.  Soit  U  =  0  Tune  d'elles  ; 
il  est  clair  qu'on  peut  prendre  pour  module  de  (C8_<)  son  module,  qui  ne 
contient  pas  P  au-dessus  du  2mo  degré,  augmenté  d'un  terme  tel  que  \V, 
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X  étant  une  constante  arbitraire.  On  peut  donc  modifier  les  énoncés  ci-des- 
sus, en  disant  que  les  modules  des  complexes  d'ordre  3  et  4  contiennent  les 
premiers  une,  les  seconds  trois  constantes  arbitraires,  dont  on  peut  disposer 
.  de  manière  à  annuler  un  ou  trois  coefficients. 

Il  serait  facile  de  former  les  relations  telles  queU=0,  soit  directement, 
soit  par  la  considération  des  complexes  plans,  grâce  à  laquelle  on  peut 
aussi  obtenir  une  nouvelle  démonstration  de  la  même  proposition.  Je  ne 
m'y  arrêterai  pas. 

Au  sujet  des  modules  des  complexes  d'ordre  supérieur  à  4,  la  méthode 
employée  pour  les  former  montre  que  le  nombre  de  leurs  coefficients  peut 
être  réduit  au  même  nombre  que  celui  des  coefficients  d'un  module  de  degré 
complémentaire  à  8. 

En  suivant  exactement  la  méthode  employée  dans  la  3**  partie,  p.  336, 
on  démontrera  facilement  le  théorème  suivant,  qui  complète  k  théorie  ac< 
tuelle  : 

Théorème  IflL  —  Le  module  de  l'intersection  complète  de  deux  complexes 
est  égal  au  produit  des  modules  de  ces  complexes;  et,  en  particulier,  le  nom- 
bre des  coniques  communes  à  plusieurs  complexes  dont  la  somme  des  ordres 
est  égale  à  8,  est  représenté  par  le  produit  des  modules  de  ces  complexes,  oh 
Von  doit  remplacer  chaque  terme  tel  que  é^p"i""  *  par  le  nombre  des  co- 
niques qui  rencontrent  j  droites,  touchent  k  plans,  et  dont  les  plans  passent 
par  (8  — j  —  *)  points. 

Je  terminerai  ce  chapitre  en  citant  quelques  exemples  des  théorèmes 
qu'il  renferme.  J'en  emprunterai  les  éléments  au  mémoire  de  H.  Chasles 
dont  il  a  été  déjà  question  au  début  de  cette  %m*  partie. 

Outre  les  conditions  simples  de  rencontrer  des  droites,  toucher  des  plans, 
et  que  les  plans  des  coniques  passent  par  des  points  donnés,  H.  Chasles  a 
considéré  les  conditions  multiples  suivantes,  en  regard  de  chacune  des- 
quelles j'écris  son  module  : 

Condition  double. . .  o8  de  passer  par  un  point  donné:  mt  =p[d  —  2p) 

Condition  triple T3  de  toucher  un  plan  en  un 

point  donné :  ^3  =  0  pV(d  —  2p) 

Id A5  de  toucher  une  droite. ....  :  roi =p*(P  —  2p) 

Condition  quadruple  AA  de  toucher  une  droite  en  un  . 

point  donné :  m4  =  5  j>* (P  —  2p)  (d  —  2p). 

On  peut  vérifier  que  les  caractéristiques  des  différents  systèmes  consi- 
dérés par  M.  Chasles,  et  formés  avec  ces  conditions,  concordent  avec  celles 
qu'on  obtiendrait  en  les  calculant  au  moyen  de  ces  modules.  Par  exemple, 
les  caractéristiques  du  système  (5P,  0,)  sont,  d'après  M.  Chasles,  8,  4,  6. 


) 
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D'après  [les  théorèmes  ci-dessus,  elles  sont  aussi  dP^m^  P6m*,  al  ;>P5ro,  ; 
c'est-à-dire 

dP*mt=zd*V*p  —  2rfP*p2, 

P«ma  =  rf  P«p  —  2Py, 
pP«m*=:<*P*p  —  2P*p*. 

Or,  d'après  les  valeurs  des  caractéristiques  des  systèmes  définis  par  les 
seules  conditions  de  rencontrer  des  droites,  toucher  des  plans,  ou  que  les 
plans  des  coniques  passent  par  des  points,  valeurs  prises  dans  le  mémoire 
de  H.  Chas  les,  on  a 

• 

d*P*p=24,    rfP5p2  =  8,    rfP«p  =  12,    P«ps  —  4,    rfP«p*  =  8,    P5ps  =  l. 

D'où  Ton  conclut  dP*mî=8l  P*m,  =  4,  pP*m,r=. 6, •conformément  au  ré- 
résultat de  M.  Chastes. 

On  peut  faire  d'autres  vérifications  analogues  sur  la  même  condition  0„ 
en  considérant  lés  systèmes  (\dr,  4P,  Oj),  (lp,  4P,  0,),  ...  ;  et  de  môme  sur 
les  autres  conditions. 

M.  Chasles  a  considéré  des  combinaisons  diverses  de  ces  conditions  : 

i«  Condition  triple  de  passer  par  un  point  donné  et  de  rencontrer  en  un 
second  point  une  droite  donnée  menée  par  le  point  donné.  Il  est  clair  que 
ceci  revient  à  la  simultanéité  de  la  condition  0,  et  de  la  condition  (\p).  Le 
module  est  donc  égal  à  pms. 

2°  Condition  quadruple  de  passer  par  2  points  donnés*  Le  module  est 
m\=r(dp  —  %}?)*==  dp*(d — 4p).  La  réduction  provient  de  la  suppression 
du  terme  4/?*,  qui  peut  être  considéré  comme  nul. 

5°  Condition  quadruple  de  toucher  un  plan  en  un  point  donné,  et  de  ren- 
contrer une  seconde  fois  une  droite  donnée  passant  par  le  point  donné. 
Ceci  revient  à  la  simultanéité  des  conditions  Ts  et  (\p).  Le  module  est  donc  ; 
pm,  ;  etc. 

IV.  —   DÉTERMINATION   DD   NOMBRE   DES  SURFACES  DU  2*"  ORDRE  QUI  SATISFONT 

A  DES  CONDITIONS  DONNÉES. 

Quand  on  cherche  les  coniques  propres  d'un  système  qui  satisfont  à  une 
condition  donnée,  on  est  obligé  de  mettre  à  part,  pour  retrancher  leur  va- 
leur du  nombre  total,  les  coniques  du  système  qui  sont  réduites  à  une  droite 
Cette  obligation  s'impose  toutes  les  fois  que  la  condition  donnée  est  telle 
qu'elle  soit  satisfaite  par  une  droite  quelconque,  considérée  comme  une 
conique  aplatie.  Il  n'y  a  pas  lieu  de  tenir,  de  même,  compte  des  coniques 
réduites  à  un  point  (ou  à  deux  droites):  la  condition  pour  une  conique  de  se 
réduire  à  deux  droites  est,  en  effet,  une  condition  simple.  Il  en  résulte 
qu'une  condition  qui  serait  satisfaite  par  toute  conique  réduite  à  deux  droites 
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se  décomposerait  en  une  condition  ne  jouissant  pas  de  cette  propriété,  et  la 
condition  de  réduction  à  deux  droites. 

En  générai,  si,  dans  un  système  de  courbes,  on  veut  trouver  le  nombre 
des  courbes  propres  satisfaisant  à  une  condition,  il  faudra  mettre  à  part 
toutes  les  courbes  composées,  quand  la  possibilité  de  leur  décomposition 
exige  plus  d'une  condition  eu  égard  à  la  forme  générale  des  courbes  du 
système.  La  même  remarque  s'applique  aux !  systèmes  de  surfaces  :  ainsi,  dans 
un  système  de  surfaces  du  2me  ordre,  il  faut  mettre  à  part  les  surfaces  ré- 
duites à  un  plan,  et  lea  surfaces  réduites  à  une  droite  (ou  à  deux  plans).  Du 
plan,  qui  compte  comme  une  surface  du  2œe  ordre  dans  un  système,  sera  ap- 
pelé plan-quadratique;  une  droite,  qui  compte  de  même  pour  une  surface 
du  2me  ordre  dans  un  système,  sera  appelée  droite-quadratique.  J'appelle 
aussi  point-conique,  dans  un  système  de  coniques,  un  point  auquel  se  réduit 
une  conique  du  système. 

Soit  (A)  un  système  de  surfaces  À  du  2m*  ordre.  Les  sections  des  surfaces 
À  par  un  plan  fixe  P  forment  un  système  (a)  de  coniques  a.  L'indicatrice 
du  système  (a),  relative  à  une  droite  A  du  plan  P,  est  l'indicatrice  du 
système  (A),  relative  à  cette  droite.  Soit  p  le  nombre  des  surfaces  A  qui 
passent  par  un  point,  v  la  nombre  des  surfaces  A  qui  touchent  une  droite. 
Ces  nombres  sont  les  caractéristiques  du  système  (a).  Les  droites-coniques 
de  (a)  sont  les  intersections  de  P  et  des  plans-quadratiques  de  (A).  Soit  «  la 
valeur  totale  de  ces  droites-coniques  ;  on  aura  la  relation  :  2p  —  »  =  ».  Le 
nombre  »  est  la  valeur  totale  des  plans-quadratiques  au  système  (A). 

Dans  un  système  plan  de  coniques,  (a),  on  a  une  relation  corrélative  de 
cette  dernière.  Ce  sera  :  2* —  f*  =  ?,  le  nombre  y  désignant  la  valeur  totale 
des  points-coniques  du  système.  La  valeur  d'un  point-conique  se  trouvera 
en  transformant  corrélativement  la  proposition  de  la  lre  partie  (page  137)  ; 
c'est-à-dire  que,  pour  trouver  la  valeur  d'un  point-conique,  il  suffit  de  cher- 
clier  les  coniques  d'axes  infiniment  petits,  dont  les  tangentes  issues  d'un  point 
arbitraire  divisent  harmoniquement  un  angle  ayant  son  sommet  en  ce  point, 
et  dont  un  côté  est  à  distance  infiniment  petite  du  premier  ordre  du  point- 
conique  ,  et  défaire  la  somme  des  ordres  des  carrés  des  angles  de  ces  tangentes. 

Dans  le  système  (a),*  dérivé  du  système  (A),  les  points-coniques  pro- 
viennent des  droites-quadratiques  de  (A)  et  des  surfaces  A  tangentes  à  P. 
Soit  x  la  valeur  totale  «des  premières,  et  p  celle  des  secondes  ;  on  aura  : 
/9-hX=2v  —  ^.  Cherchons  pour  combien  d'unités  chaque  point-conique 
de  (a),  provenant  d'une  surface  A,  tangente  à  P,  figure  dans  le  nombre  p. 

Soit  donc  A  une  surface  tangente  à  P  au  point  a,  et  A'  une  surface  du 
système,  infiniment  peu  différente  de  A.  Prenons  pour  infiniment  petit  du 
1er  ordre  la  distance  des  centres  de  A  et  de  A'.  Le  plan  P  fait  un  angle  du 
1er  ordre  avec  un  plan  tangent  à  A'  en  un  point  infiniment  voisin  de  a.  Par 
suite,  les  tangentes,  menées  d'un  point  arbitraire  0  du  plan  P  à  la  section 


> 
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d  de  A'  par  P,  font  enlre.elles  un  angle  de  l'ordre  ^  La  conjuguée  harmo- 
nique L'  d'une  droite  arbitraire  L,  menée  par  0,  par  rapport  à  ces  tan- 
gentes, est  à  une  distance  du  centre  de  d  de  Tordre  du  carré  de  l'angle  de 
ces  tangentes,  c'est-à-dire  du  1er  ordre.  D'ailleurs  a  et  le  centre  de  a!  sont 
à  une  distance  du  1er  ordre.  Donc  M  est  à  une  distance  du  1er  ordre  de  a. 
Donc,  d'après  la  proposition  ci-dessus,  chaque  conique  a'  entre  pour  une 
unité  dans  la  valeur  du  point-conique  a.  11  reste  à  trouver  le  nombre  des 
coniques  a'.  En  supposant  le  point  0  et  la  droite  L  à  l'infini,  les  coniques  a' 
sont  assujetties  à  avoir  leurs  centres  sur  une  droite  donnée,  située  à 
distance  infiniment  petite  du  1er  ordre  de  a.  Or  il  n'y  a  qu'une  telle  conique 
du  système  (a)  qui  soit  infiniment  peu  différente  du  point-conique  a.  Donc 
la  valeur  du  point-conique  a  est  l'unité.  Donc  le  nombre  p  marque  précisé- 
ment  le  nombre  des  surfaces  A  tangentes  à  un  plan.  C'est  la  5me  caracté- 
ristique du  système  (A).  Le  nombre  %  est  la  valeur  totale  des  droites-quadra- 
tiques du  système. 

Cherchons  maintenant  le  nombre  des  surfaces  A  qui  satisfont  à  une  con- 
dition donnée.  Soit  1  une  surface  fixe  du  2me  ordre.  Par  la  biquadralique 
d'intersection  de  2  et  de  chaque  surface  A,  menons  les  surfaces,  au  nombre 
de  m,  qui  satisfont  à  la  condition  donnée.  Elles  forment  un  second  système 
(At),  dont  chaque  surface  correspond  à  une  surface  A.  Les  systèmes  de 
coniques,  (a)  et  (at),  déterminés  par  les  intersections  d'un  plan  P  avec  les 
surfaces  des  systèmes  (A)  et  (At),  se  correspondent  de  telle  manière  que 
deux  coniques  correspondantes,  a  et  ai9  se  coupent  entièrement  sur  une 
conique  fixe.  Soit  m  —  n  le  nombre  des  surfaces  ordinaires,  satisfaisant  à 
la  condition  donnée,  qui  passent  par  une  biquadralique  qui  diffère  infini- 
ment peu  d'une  conique  :  à  chaque  droite-conique  du  système  (a)  corres- 
pondent n  droites-coniques  du  système  (at).  On  en  conclut  par  un  raison- 
nement répété  déjà  plusieurs  fois  que  le  nombre  des  coniques  communes 
aux  deux  systèmes  est  mp  —  nu.  Hais,  parmi  ces  coniques,  se  trouvent 
des  points-coniques,  provenant  des  droites- quadratiques  communes  aux 
deux  systèmes  (A)  et  (At).  Pour  trouver  le  nombre  des  coniques  absorbées 
par  ces  points-coniques,  nous  allons  déterminer  le  nombre  des  couples  de 
points  correspondants  des  indicatrices  de  (a)  et  de  (at)  qui  sont  confondus 
en  un  point  représentatif  d'un  de  ces  points-coniques. 

Relativement  à  une  droite- quadratique,  la  conjuguée  d'une  droite  quel- 
conque est  la  droite-quadratique  elle-même.  Par  suite,  relativement  à  une 
surface  infiniment  peu  différente,  les  conjuguées  de  toutes  les  droites  sont 
infiniment  peu  différentes  entre  elles.  Parmi  ces  conjuguées,  se  trouve  un 
axe  de  la  surface.  Si,  par  cet  axe  X,  on  mène  un  plan  arbitraire,  la  polaire 
d'un  point  quelconque  de  ce  plan,  relativement  à  la  conique  d'intersection, 
est  infiniment  peu  différente  de  X.  Cette  conique  est  donc  infiniment  apla- 
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tic.  Soit  c  le  rapport  infiniment  petit  des  axes  de  cette  conique.  On  voit  fa- 
cilement que  la  conjuguée  d'une  droite  quelconque,  relativement  à  la  sur- 
face considérée  S,  diffère  de  Taxe  X  d'un  infiniment  petit  de  l'ordre  de  A 
De  même  aussi  la  sçction,  faite  dans  S  par  un  plan  arbitraire,  est  une  co- 
nique dont  chaque  point,  à  distance  finie  de  X,  est  à  une  distance  de 
l'asymptote  voisine  de  l'ordre  de  s*. 

Prenons  sur  S  une  biquadratique  résultant  de  son  intersection  avec  une 
surface  du  2**  ordre  arbitraire,  2.  Par  cette  biquadratique,  nous  menons 
les  m  surfaces  qui  satisfont  à  une  condition  donnée.  Soit.St  une  de  ces  sur- 
faces. Les  sections  faites  dans  S  et  Si  par  un  plan  contenant  X  sont  des  co- 
niques c,  ct,  se  coupant  en  4  points  sur  la  biquadratique,  et  la  conique  c 
est  infiniment  aplatie.  Si,  par  la  nature  de  la  condition  considérée,  il  y  a  t 
coniques  ct  qui  sont  aussi  infiniment  aplaties,  chacune  de  ces  t  coniques  a 
un  axe  de  l'ordre  de  1,  et  la  polaire  d'un  point  de  son  plan,  relativement  à 
*  cette  conique,  diffère  de  la  polaire  du  même  point,  relativement  à  c,  d'un 
infiniment  petit  de  l'ordre  de  t*.  Il  y  a  alors  t  surfaces  St  infiniment  peu 
différentes  d'une  droite-quadratique.  Soit  Si  une  de  ces  surfaces.  La  section 
faite  dans  St  par  un  plan  arbitraire  est  une  eonique  dont  le  centre  diffère 
de  celui  de  la  section  faite  dans  S  par  le  même  plan  d'un  infiniment  petit 
de  l'ordre  de  c1,  et  qui,  en  ses  points  à  distance  finie  de  X,  est  à  une  distance 
de  l'ordre  de  t*  de  ses  asymptotes. 

Mais  les  deux  sections  ont  4  points  communs  à  distance  finie  de  X.  Donc 
chaque  asymptote  de  l'une  est  à  une  distance  d'une  asymptote  de  l'autre 
infiniment  petite  de  l'orSre  de  s*.  Donc  enfin  les  deux  points  où  une  droite 
A,  à  distance  finie  de  X,  rencontre  S  sont  respectivement  à  distance  infini- 
ment petite  de  Tordre  de  «*  des  deux  points  où  cette  droite  rencontre  St.  Il 
en  est  de  même  des  milieux  de  ces  deux  couples  de  points.  La  distance  de 
ces  points  milieux  est  la  différence  des  abscisses  des  points  des  indicatrices 
des  deux  systèmes  (À)  et  (At),  relatives  à  la  droite  A,  qui  répondent  aux  sur- 
faces S  et  St.  Donc,  si  le  point  de  l'indicatrice  de  (A),  répondant  à  S,  est  à 
une  distance  du  1er  ordre  du  point  de  cette  indicatrice,  répondant  à  la 
droite-quadratique  infiniment  voisine  de  S,  l'ordre  de  e*  marque  le  nombre 
des  couples  de  points  correspondants  confondus  sur  les  deux  indicatrices, 
absorbés  par  le  couple  de  surfaces  S  et  St  ;  et  chaque  surface  S  fait  dispa- 
raître t  fois  ce  nombre  de  surfaces'communes  aux  deux  systèmes. 

Or  il  est  bien  aisé  de  voir,  d'après  l'expression  donnée  plus  haut  de  la  valeur 
d'unpoint*conique  d'un  système  de  coniques,  que,  si  l'on  prend,  sur  l'indica- 
trice de  (A),  un  point  à  distance  infiniment  petite  du  1er  ordre  du  point  cor- 
respondant à  une  droite-quadratique,  et  que  t  soit  le  rapport  infiniment  petit 
des  axes  d'une  section  faite  dans  la  surface  correspondante  par  un  plan 
mçné  par  l'axe  de  cette  surface,  l'ordre  de  t*  est  le  nombre  pour  lequel 
cette  surface  figure  dans  la  valeur  totale  de  cette  droite-quadratique,  Par 
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suite,  la  somme  des  ordres  des  quantités  telles  que  i*  est  la  valeur  totale  de 
cette  droite-quadratique.  Donc  enfin  le  nombre  des  surfaces  correspondantes 
des  systèmes  (A)  et  (À^  confondues,  qui  sont  absorbées  par  une  droite-qua- 
dratique, est  égal  à  t  fois  la  valeur  de  cette  droite-quadratique.  Donc  le 
nombre  des  surfaces  À  qui  satisfont  à  la  condition  donnée  est  : 

N=mp. —  v«  —  txz=L(m  —  2n —  t)  p.-+-(n  —  2*)  v-f  /p  =a^-f  pv  4- 7p.  # 

• 

Ainsi  se  trouve  démontré  un  important  théorème,  dû  à  M.  Ghasles,  mais  qui 
n'avait  pas  encore  reçu  de  démonstration.  Son  énoncé  sera  compris  dans 
celui  d'un  théorème  plus  général,  dont  je  vais  actuellement  m'occuper. 

Je  nomme  complexe  du  nme  ordre  de  surfaces  du  2me  ordre  l'ensemble  de 
ces  surfaces  qui  satisfont  à  n  conditions.  L'ensemble  des  surfaces  communes 
à  deux  complexes  d'ordre  n  et  n',  ou  intersection  complète  de  ces  complexes, 
est  un  complexe  d'ordre  n-\-ri9  si  ce  nombre  est  inférieur  à  8;  un 
système,  si  ce  nombre  est  égal  à  8  ;  un  nombre  fini  de  surfaces,  si  n  -f-  n' 
est  égal  à  9.  Cette  intersection  complète  peut  être  décomposable  en  plusieurs 
complexes  d'ordre  n+n',  ou  en  plusieurs  systèmes,  ou  en  plusieurs 
groupes  distincts  de  surfaces. 

Une  surface  du  2me  ordre  peut  être  définie  par  les  points  où  elle  rencontre 
5  droites  données  Dt,  Ds,  ...,  Ds.  Si  les  8  points  d'intersection  avec  les 
4»  premières  sont  donnés,  les  2  points  d'intersection  avec  la  5"e  font  partie 
dune  involution,  en  sorte  que  ces  deux  points  sont  déterminés  d'une  seule 
manière  par  une  coordonnée,  qui  sera,  si  Ton  veut,  la  distance  9  de  leur 
milieu  à  une  origine  prise  sur  D5. 

Si  la  surface  considérée  fait  partie  d'un  complexe  (À)  d'ordre  t  $>2,  par 
chaque  système  de  8  points  situés  sur  les  4  premières  droites  et  sur  une 
surface  À,  il  ne  passe  pas,  en  général,  d'autre  surface  du  complexe.  En 
sorte  que  $  est  déterminé  d'une  seule  manière  par  les  8  points.  Il  existe 
donc,  pour  le  complexe  (À),  une  relation  telle  quo  v8  —  tt=0,  où  v  et 
u  ne  contiennent  que  les  coordonnées  des  points  situés  sur  les  4  premières 
droites.  Cette  relation  définit  un  complexe  (Kt)  du  1er  ordre. 

Les  surfaces  du  2B,C  ordre,  passant  par  chaque  système  de  8  points  où 
chaque  surface  À  rencontre  les  4  premières  droites,  forment  un  complexe 
(B)  d'ordre  i —  1.  On  voit  facilement  que  les  complexes  (B)  et  le  complexe 
défini  par  les  relations  v  =  0,  u  ==  0,  ont  en  commun  un  complexe  d'ordre 
t,  (À'),  défini  par  des  relations  où  n'entrent  que  des  points  des  4  premières 
droites.  Ce  complexe  (A'),  joint  au  complexe  (A),  constitue  l'intersection 
complète  de  (B)  et  de  (KJ.  Pour  s'en  convaincre,  il  n'y  a  qu'à  raisonner 
exactement  comme  on  l'a  fait  plus  haut  (3me  partie,  p*  18).  Cette  propriété 
s'exprime  par  la  relation  :  (A)  -f-  (A')  =  (B,  Kt). 

On  trouvera  de  même  un  complexe  (A"),  défini  par  des  relations  entre 
7  points  seulement,  et  tel  qu'en  le  joignant  au  complexe  (A'),  on  obtiendra  , 
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l'intersection  de  deux  complexes  (V)t  (K',),  ce  dernier  du  1er  ordre.  Cette 
propriété  s'exprimera  par  la  relation  :  (A/)+(A'/)  =  (B',K'1).  On  aura  de 
médie  :  A"  -t-  A'"  =  (B"*  KJ), ...,  le  complexe  (A"')  étant  défini  par  des  re- 
lations entre  6  points.  Comme  les  complexes  A,  A',  ...  sont  tous  d'ordre  t, 
l'opération  s'arrêtera  lorsqu'on  obtiendra  un  complexe  défini  par  des  rela- 
,  tions  entre  t  points.  Ce  dernier  complexe  est  donc  (A9""  ').  Il  est  formé  par 
les  surfaces  qui  passent  en  i  points  donnés,  ou  plutôt  il  est  composé  d'un 
certain  nombre  de  tels  complexes.  On  aura  donc  finalement  : 

(A)=±(A»-')  +  (B,Kf)~(B',K;)  +  (B^,K;).... 

Cette  relation  montre  que  L'on  pourra  trouver  le  nombre  des  surfaces 
communes  à  (A)  et  à  un  complexe  donné  d'ordre  9  —  t,  si  l'on  sait  ,1e  faire 
pour  le  complexe  (A,_*  )  et  les  complexes  (B,  K,),  (B\  K't),  etc. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  que  : 

Théorème.  —  Le  nombre  des  surfaces  du  2°*  ordre  d'un  complexe  d'or- 
dre t,  qui  appartiennent  en  même  temps  à  un  autre  complexe  d'ordre  9  —  t, 
est  représenté  par  un  polynôme  homogène ,  de  degré  9  —  i  à  S  variables, 
p,  dy  P,  dont  les  coefficients  dépendent  du  second  complexe  seulement,  et  dans 
lequel  on  remplace  chaque  expression  de  la  forme  p*(f  P  •-*-*-'  poy  fe  ^^j. 
bre  des  surfaces  du  2me  ordre  du  premier  complexe,  qui  passent  en  j  points, 
touchent  k  droites  et  9 — j—  k  —  i  plans. 

Si,  dans  cet  énoncé,  on  fait  1  =  8,  on  a  le  théorème  sur  les  systèmes, 
démontré  plus  haut. 

L'exactitude  de  ce  théorème  est  évidente  si  le  complexe  d'ordre  9  —  i  se 
compose  des  surfaces  qui  passent  en  9  —  i  points.  Le  polynôme  de  degré 
9  —  i  se  réduit  à  p   ~  . 

Admettons  l'exactitude  du  théorème  pour  une  valeur  dei.  Le  nombre  des 
surfaces  communes  à  un  complexe  d'ordre  i  et  â  un  complexe  ((*_<), 
d'ordre  9 — i,  est  représenté  par  un  polynôme  de  degré  9  —  i,  ou  roo- 
dule  du  complexe  (C9-<).  Soit  m„_,  ce  module.  Considérons  uu  complexe 
d'ordre  i  —  1,  (Cf_i).  Le3  complexes  (Cv-i)  et  (C<__t)  ont  en  commun 
un  système,  dont  on  reconnaît  facilement  que  les  caractéristiques  sont  : 
pmf _/,  dm9-{,  Vm9-t.  Par  suite,  d'après  le  théorème  sur  les  systèmes, 
le  nombre  des  surfaces  de  ce  système,  qui  appartiennent  à  un  complexe  du 
1er  ordre  (Kj),  est  de  la  forme  :  (<*p-\-pd-{-yP)m9_if  qui  est  un  polynôme 
homogène  de  degré  10  —  i.  Donc,  si  le  théorème  est  vrai  pour  une  valeur 
de  t,  il  Test  aussi  pour  la  valeur  immédiatement  inférieure,  quand  le  se- 
cond complexe  est  l'intersection  complète  d'un  complexe  du  1er  ordre  et 
d'un  autre  complexe. 

Or  un  complexe  quelconque  a  été  réduit  à  une  suite  de  complexes  du 
même  ordre,  satisfaisant  à  cette  dernière  condition,  et  à  un  complexe  de 
surfaces  passant  en  des  points  fixes.  Donc,  dans  le  cas  général,  si  le  théo* 
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rème  est  exact  pour  une  valeur  de  i,  il  l'est  aussi  pour  la  valeur  immédia- 
tement inférieure.  Or  il  est  vrai  pour  i=8;  donc  il  est  entièrement  dé- 
montré. 

À  peine  est-il  besoin  d'ajouter  que,  dé  même  que  pour  les  complexes  de 
coniques,  les  modules  des  complexes  d'ordre  supérieur  à  4  peuvent  être  ré- 
duits au  même  nombre  de  termes  que  ceux  des  complexes  d'ordre  complé- 
mentaire à  9. 

En  suivant  la  méthode  employée  plus  haut,  on  démontrera  facilement 
que  : 

Théorème  IV.  —  Le  module  de  l 'intersection  complète  de  deux  complexes 
est  égal  au  produit  des  modules  de  ces  complexes  ;  et,  en  particulier,  le  nom- 
bre des  surfaces  du  2me  ordre  communes  à  plusieurs  complexes,  dont  la 
somme  des  ordres  est  égale  à  9,  est  représenté  par  le  produit  des  modules  de 
ces  complexes,  où  Von  remplace  chaque  terme  tel  que  pid*P9"~i~fe  par  le 
nombre  des  surfaces  du  2me  ordre  qui  passent  en  j  points,  et  touchent  k  droites 
et  9 — j — k  plans. 

On  peut  facilement  obtenir  des  vérifications  de  cette  théorie  au  moyen 
des  caractéristiques  des  systèmes  de  surfaces  du  2mc  ordre  considérés  par 
H.  Chasles  (Comptes  rendus^  t.  LXII,  p.  405).  Dans  une  étude  ultérieure, 
j'aurai  occasion  de  revenir  sur  les  applications  des  principes  posés  dans  le 
travail  actuel,  et  de  donner  à  ce  sujet  les  développements  convenables. 
.  Il  me  sera  permis,  en  terminant  ce  mémoire,  de  faire  une  remarque  sur 
les  complexes  de  surface  du  2œe  ordre.  De  telles  surfaces,  étant  considérées 
comme  éléments  de  l'espace,  donnent  lieu  à  des  complexes  de  différents 
ordres,  comme  les  points  donnent  lieu  à  des  lignes  et  à  des  surfaces.  Le 
nombre  des  intersections  de  trois  surfaces  ou  d'une  ligne  et  d  une  surface 
est  le  produit  des  degrés;  il  en  est  de  même  du  degré  de  la  ligne  d'inter- 
section de  deux  surfaces. 

De  même,  dans  les  complexes  considérés,  le  nombre  des  intersections 
est  figuré  par  le  produit  des  modules  des  complexes,  ou  bien  le  module  d'un 
complexe  intersection  de  deux  autres  est  le  produit  des  modules  de  ces  der- 
niers. Et  il  faut  bien  remarquer  que,  si  Ton  ne  veut  pas  mettre  à  parties 
surfaces  singulières,  plans  et  droites-quadratiques,  tous  les  modules  se  ré- 
duisent à  un  seul  terme,  et  ce  ne  sont  plus  des  produits  symboliques,  mais 
de  véritables  produits  que  Ton  a  à  considérer. 

Les  mêmes  observations  s'appliquent  aux  complexes  de  coniques.  Je  suis 
même  en  mesure  d'affirmer  que  des  propriétés  analogues  existent  pour  les 
complexes  de  courbes  planes  et  de  surfaces  de  degré  quelconque. 
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Recherches  de  géométrie  à  n  dimensions,  par  M.  Halmeii. 

(Séwioe  du  35  juin  1875) 

1.  Si  une  surface  contient  un  point  multiple  d'ordre  inférieur  d'une  unité 
à  son  degré,  les  droites  issues  de  ce  point  la  rencontrent  en  un  seul  autre 
point.  A  cause  de  cette  propriété,  M.  Cayley  a  donné  à  une  telle  surface  le 
nom  de  monoide.  Ce  géomètre  a  montre  que  la  considération  des  monoides 
pouvait  être  très-utile  pour  la  classification  des  courbes  gauches;  il  en  a 
déduit  la  classification  des  courbes  du  5",  4"  et  5e  degré  (Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  sciences,  t.  US,  p.  55,  596,  672  et  l.  LV1II,  p.  994).  H.  Ed. 
Weyr  en  a  déduit  la  classification  des  courbes  du  6'  degré  (ibid.,  I.  L.WI). 
j'ai  fait  aussi  usage  de  ces  surfaces  dans  un  mémoire  sur  la  théorie  des 
courbes  gauches,  présenté  à  l'Académie  en  i  870. 

En  supposant  le  point  multiple  à  l'infini  sur  l'axe  Os,  on  obtient  l'équa- 
tion d'une  surface  monoïde  de  degré  p,  sous  la  forme  vz — u=;0,où  u  et 
v  sont  des  polynômes  en  x  et  y,  de  degrés  p  et  p  —  1 .  Je  me  propose  ici  de 
développer  quelques  considérations  au  sujet  d'équations  analogues  entre 
des  variables  en  nombre  supérieur  à  ô.  Pour  faciliter  le  langage,  je  deman- 
derai qu'il  me  soit  permis  d  employer  une  expression  que  je  vais  indiquer. 
Le  nombre  des  variables  étant  n,  ou,  si  l'on  veut,  dans  un  espace  à  n  di- 
mensions, je  nommerai  complexe  d'ordre  i  l'ensemble  des  systèmes  de  va- 
leurs des  variables,  ou  l'ensemble  des  points,  qui  satisfont  6  i  conditions  ; 
et  intersection  de  deux  complexes  d'ordres  i  et  t',  le  Complexe  d'ordre 
t+t'  défini  par  la  simultanéité  des  conditions  qui  définissent  les  premiers 
complexes.  Si  i-hï'  est  égal  à  n,  l'intersection  se  réduit  à  un  nombre  fini 
de  points.  Le  degré  d'un  complexe  du  1"  ordre  est  le  degré  de  l'équation 
qui  le  définit.  Le  degré  d'un  complexe  d'ordre  i  est  le  nombre  de  ses  inter- 
sections avec  le  complexe  défini  par  n  —  i  équations  du  1"  degré,  qui,  d'a- 
près cette  définition  même,  est  un  complexe  d'ordre  n  —  t,  du  1  ■'  degré. 
On  peut  conserver  l'expression  de  degré  d'un  complexe  d'ordre  i  quand  i 
est  égal  au  nombre  n  des  variables.  C'est  alors  le  nombre  de  points  que 
ce  complexe  représente. 

De  même  que  l'intersection  complète  de  deux  surfaces  peut  se  décom- 
poser en  plusieurs  courbes  distinctes,  de  même  aussi  l'intersection  complète 
de  deux  complexes  peut  se  décomposer  en  plusieurs  complexes  distincts. 
En  sorte  qu'un  complexe  d'ordre  i  peut  ne  pas  être  représenté  seul  par  i 
équations  quelconques  entre  les  n  variables.  Hais  s'il  s'agit  d'un  complexe, 
intersection  complète  de  t  complexes  du  1"  ordre,  il  est  clair  que  son  de- 
gré est  égal  au  produit  des  degrés  de  ceux-ci.  Dans  cet  ordre  d'idées,  les 
rariables  étant  x„  x, x, ,  l'équation  vx, —  h  =  0,  où  h  et  u  sont  des  po- 
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lynomes  de  degrés  p  et  p  —  1  ne  contenant  pas  xn ,  représente  un  complexe 
de  1er  ordre,  de  degré  p,  que  Ton  peut  appeler  mon&ide. 

Ces  définitions  établies  Je  vais  étendre  à  un  espace  an  dimensions  un  théo- 
rème que  j'ai  démontré  dans  un  autre  travail  (Même  Bulletin,  1. 1,  p.  133), 
et  relatif  aux  intersections  des  courbes  planes.  Voici  ce  théorème  : 

Théorème  I.  —  Le  nombre  des  intersections  de  deux'  courbes  réunies  en 
un  point  0  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  segments  infiniment  petits  in- 
terceptés par  les  deux  courbes  sur  une  sécante  arbitraire  dont  la  distance  au 
point  0  est  infiniment  petite  du  premier  ordre. 

Je  vais  d'abord  donner  à  ce  théorème  une  autre  forme.  Soit  f(x%y)  =-  P 
l'équation  d'une  courbe,  et  5,  19,  Çlf  nt  les  coordonnées  de  deux  points  M,M 
du  plan,  par  où  l'on  mène  deux  sécantes  parallèles,  rencontrant  respective 
ment  la  courbe  aux  points  m,  m', ...  et  mltm'if ....  On  sait  qu'on  a 

Mm. Mm'.. .      flÇ,r,) 

M^i.MimV..  ~~  aOût 

en  sorte  que  si  l'on  suppose  fixé  le  point  Mt  et  la  direction  de  la  sécante,  le 
produit  Mm. Mm' ...,  pour  un  point  arbitraire  M,  est  proportionnel  à  /\?,u). 

Soit  maintenant  une  autre  courbe  y  =  0,  rencontrant  la  courbe  f  en  un 
point  0,  où  les  deux  courbes  peuvent  avoir  des  branches  multiples  quelcon- 
ques, ayant  entre  elles  des  contacts  quelconques.  Plaçons  le  point  M  sur  une 
des  branches  de  y,  à  distance  infiniment  petite  du  1er  ordre  deO.  La  quantité 
/(£,  *)  est  infiniment  petite,  et  son  ordre  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des 
segments  interceptés  à  partir  de  M,  sur  une  sécante  arbitraire,  par  la 
courbe  f.  Si  l'on  place  successivement  le  point  M,  de  la  même  manière,  sur 
les  différentes  branches  de  la  courbe  y,  la  somme  des  ordres  des  quantités 
f(lrt)  sera  celle  des  ordres  des  segments  interceptés  par  les  deux  courbes 
sur  une  sécante  à  distance  infiniment  petite  du  premier  ordre  de  0.  Donc  : 

Théoh1iie  H.  —  Le  nombre  des  intersections  des  deux  courbes  f\x,y)  =  0, 
y(x,y)  =  0,  confondues  en  un  point  0,  est  égal  à  la  somme,  des  ordres  des 
quantités  f[X,y)f  quand  le  point  (x,y)  est  placé  successivement  sur  les  diffé- 
rentes branches  de  la  courbe  y  =  0,  à  distance  infiniment  petite  du  1er  ordre 
du  point  O. 

Soit  maintenant  un  complexe  du  1er  ordre  à  n  variables  fix^x^  ...,#n)=  0, 
et  cherchons  la  signification  de  l'expression  /&,£,,  ...,£«)»  quand  $â,Ç„  ...,Çg 
sont  les  coordonnées  du*  point  quelconque.  Par  ce  point*  menons  arbitrai- 
rement n — 2  complexes  du  1er  ordre  et  du  1er  degré,  qu'on  peut  réduire 
à  ne  contenir  chacun  que  3  coordonnées  : 

Ss  — 1%  =  A,(*i  —  li)  +  Rsfo  —  y, 

*  '  '....... .ii.   .  ., 

flb  —  t»  =  A»(*i  -  W  +  B»(*t  -  *t); 
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En  substituant  les  valeurs  de  xlt .. .,,(.■„,   tirées  de  ces  formules,  dans 
/■(«:,„..,*„)=:  0.  on  obtient  une  relation  entrer,  et  ,r,  :  F(.r,,.r,)  =  0.  Mais, 
ai  l'on  fait  xt  =  £,  et  j-,  =  £,,  les  équations  (1)  montrent  que  l'on  a  aussi 
^=5,,  ...,x%=Çt.  Donc  F(ç„Ç,)  n'est  autre  chose  que  /"(?,,?„  ...,  ?J. 

Soit  maintenant  un  autre  complexe  du  1"  ordre  ^(t,,^,,  .,.,.«,)  =  0.  Sup- 
posons que  V intersection  de  /'=  0  et  de  ?  — 0  se  décompose  en  plusieurs 
complexes  distincts  du  2"  ordre.  Si  l'on  coupe  les  deux  complexes  f=  0  et 
<j>  =  0  par  n  —  2  complexes  simultanés  du  Ip.  ordre  et  du  1"  degré,  on 
détermine  comme  ci-dessus,  dans  chacun  de  ces  deux  complexes,  une 
courbe  plane.  Les  intersections  de  ces  deux  courbes  F(;Ci,.t,1)=0,*(:r„3:,)=u 
sont  les  intersections  du  complexe  [f=0,  y  =  0)  avec  lesn  —  2  complexes 
simultanés  du  1er  degré.  Si  le  complexe /"=0,  ?  =  0  se  décompose,  ces  in- 
tersections se  décomposent  en  plusieurs  groupes  qu'on  obtiendra  par  des 
équations  distinctes.  Soit  m  le  nombre  des  points  contenus  dans  un  de  ces 
groupes,  supposé  iriédu^iible.  Prenons  un  de  ces  points  0.  Le  nombre  des 
intersections  qu'il  absorbe  est  égal,  d'après  le  lli.  II,  a  la  somme  des  ordres 
àe¥{xl,x,),  quand  on  place  successivement  le  point  (^„.r,)  sur  les  différentes 
branches  de +,  a  distance  infiniment  petite  du  l*  ordre  de  0.  Les  m  points 
tels  que  0  absorberont  ensemble  m  fois  ce  nombre  d'intersections.  Comme 
F(j-i,3'J  n'est  autre  chose  que  /(j-,,^,,..,^),  on  on  conclut  aisément  : 

Théorème  LÏÏ.  —  Si  l'intersection  de  deux  complexe*  -du  1"  ordre, 
f\xitxt, ...,  xh)  =  Q,  j(x„vrj,  ...,av)  =  0,  se  décomposé  en  plusieurs  com- 
plexes distincts  du  2"  ordre,  soit  O  un  point  pris  arbitrairement  sur  l'un  de 
ces  derniers  complexes.  On  place  le  point  (xt,  ...,x„),  à  distance  infiniment 
petite  du  i"  ordre  du  point  0,  successivement  sur  les  différentes  nappes  de 
y  =  0,  et  l'on  fait  la  somme  des  ordres  des  quantités  f\x„xt,...,  x„).  Cette 
somme,  multipliée  par  te  degrédu  complexe  du  2*  ordre  considéré,  marque  le 
nombre  des  unités  pour  lequel  ce  complexe  compte  dans  le  degré  total  de 
l'intersection  complète  de  f=0  et  dey  =0. 

So\tfl{x„xt,..,,xl)=Q  l'équation  d'un  autre  complexe  passant  parce 

'£ 

quand  le  point  {xt,xit ...,  .rj  se  place  sur  A,  quelle  que  soit  la  nappe  de  f 
qu'il  parcoure  pour  y  parvenir.  Il  en  résulte  que  f  et  ft  sont  du  même 
ordre  quand  ce  point  est  à  une  distance  infiniment  petite  du  1  "  ordre  de  A 
sur  une  quelconque  des  nappes  de  f.  Donc  le  complexe  A  compte  pour 
le  même  nombre  d'unités  dans  le  degré  de  l'intersection  de  f,  et  de  f ,  que 
dans  celui  de  fut  de  f . 

Je  vais  m' occuper  maintenant  de  la  représentation  d'un  complexe  d'or- 
dre supérieur  à  l'unité.  Dans  un  complexe  d'ordre  t,  pour  les  points  situés 
à  l'infini,  les  rapports  des  cordonnées  xu  xtr  ..,,xn  à  l'une  d'elles  sont  liés 
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par  i  relations.  Si  Ton  considère  ces  rapports  -*,—,...,  -^  comme  de 

nouvelles  variables  Çt,  Ç„  ...,Ç»-i,  ces  î  relations  définissent  un  complexe 
d'ordre  i  à  n  —  1  dimensions.  Ce  complexe  peut  être  décomposable.  11 
peut  aussi  arriver  que  dans  ce  complexe,  ou  dans  une  de  ses  parties,  quel- 
ques-unes des  coordonnées  Ç4,  Ç,, ...  soient  constamment  nulles  ou  constam- 
ment infinies.  Mais,  par  un  simple  changement  des  coordonnées xi9xt,...,xn, 
on  peut  faire  disparaître  ce  cas  particulier.  Pour  ce  changement  de  coordon- 
nées, on  emploiera  les  formules    . 

x't  =  a [xt -+- a\x% -h a?** -+-  • . •  -MÎ^-J-aï*1, 
x\  =  a\xt  -+-  a\x+  +  a\xz  -*-  . . .  •+■  a%cn  +  ÛJ+1, 


Si  Ton  suppose  tous  les  coefficients  a\  quelconques,  toutes  les  nouvelles 
coordonnées  â^â/,,...  sont  infinies  et  du  même  ordre,  dès  qu'une  des  ancien- 
nes coordonnées  #!,#,,  ...  est  infinie.  Par  suite,  les  i  relations  qui  lient  les 

rapports  -p,  -~,  ...,     V"1  ne  sont  pas  telles  que  quelques-uns  de  ces 

rapports  soient  constamment  nuls  ou  constamment  infinis. 

Soient  C  =  0,  Ct  =  0  deux  complexes  du  1èr  ordre.  L'élimination  de  xn 
entre  ces  deux  équations  conduit  à  D  =  0.  On  peut  aussi,  d'une  infinité  de 
manières,  tirer  des  deux  équations  données  une  équation  de  la  forme 
vxn — 1/  =  0,  où  v  et  a:  ne  contiennent  pas  xn.  Le  complexe  du  2e  ordre 
(C= 0,  Ct  =  0)  se  décompose  ou  ne  se  décompose  pas,  suivant  que  D  est  ou 
n'est  pas  décomposable  en  facteurs.  Soit  f(xltxtJ  ...,#„_,)  un  facteur  irré- 
ductible de  D  ;  les  équations 

(1)  9  =  0,    vxn-u  =  0 

définissent  un  complexe  du  26  ordre  irréductible,  attendu  que  la  seconde  de 
ces  équations  donne  une  seule  valeur  de  xn  pour  chaque  système  de  va- 
leurs #!,£„  ...,  £»_i  satisfaisant  à  ?  =  0.  Ce  n'est  pas  à  dire  pour  cela  que 
le  complexe  considéré  soit  l'intersection  complète  des  deux  complexes  (1). 
On  va  voir,  en  effet,  que  cette  intersection  se  compose,  en  outre,  du  com- 
plexe (^ =0,  v  =  0). 
Supposons  que,  pour  les  valeurs  infimes  des  coordonnées  des  points  du 

x    x 
complexe,  aucun  des   rapports  —,  —  ,...  ne  soit  constamment  nul  ni  in- 

fini,  ce  qui  ne  restreint  pas  la  généralité  du  raisonnement,  ainsi  qu'on  vient 
de  le  montrer.  Supposons,  en  outre,  que  le  complexe  des  points  dont  les 
coordonnées  sont  ces  rapports  mêmes,  soit  indécomposable.  (Dans  le  cas 
où  il  n'y  a  que  5  coordonnées  xlnxt9xit  ces  rapports  sont  au  nonjbre  de 


2,  et  le  complexe  du  2*  ordre  formé  par  les  points  don!  les  coordonnées 

sont   — .  -  se  compose  d'un  nombre  fini  de  points.  L'hypothèse  dont  il 

s'agit  ici  revient  à  supposer  irréductible  l'équation  à  une  inconnue  qui  les 
détermine. )  Dans  cette  hypothèse,  on  obtient,  en  égalant  à  zéro  la  somme 
des  termes  de  degré  le  plus  élevé  dans  f,  une  relation  entre  les  rapports 

— .  -.  ...,-^i  qui  est  indécomposable.  Soit  *  la  somme  de  ces  termes,  en 

sorte  qu'on  ait  j  =  *-t-jlf  y,  étant  de  degré  inférieur  à  y.  Si  les  termes 
du  degré  le  plus  élevé  dans  v  contiennent  le  facteur  +,  en  sorte  qu'on  ait 
ir  =  V*  +  »„i',  étant  de  degré  inférieur  à  »,  on  pourra  remplacer,  pour  la  re- 
présentation du  complexe  considéré,  i>  par  v  —  Vp  =i>,  — V^.Si  »,  — Vp,  con- 
tient encore,  dans  ses  termes  de  degré  le  plus  élevé,  te  fadeur  *,  on  pourra 
faire  la  môme  transformation  sur  celte  nouvelle  expression.  Comme  cette 
transformation  en  abaisse  le  degré, on  est  assuré  de  parvenir,  en  la  répétant 
nn  nombre  fini  de  fois,  à  une  expression  pouvant  remplacer  v,  et  dans  laquelle 
les  termes  de  degré  le  plus  élevé  ne  contiennent  pas  le  facteur  *.  Le  même 
raisonnement  est  appliquante  à  a.  On  peut  donc  supposer  que  ni  u,  ni  i>  ne 
renferment  le  facteur  *  dans  leurs  termes  de  degré  le  plus  élevé.  Donc, 
quand  les  coordonnées  .r,,.i'(, ...,.!-„_,  acquièrent  les  valeurs  infinies  qui  an- 
nullent  +,  m  et  v  sont  infinis  d'un  ordre  marqué  par  leurs  degrés  respectifs. 
D'ailleurs  .r„  doit  être  du  même  ordre  que  les  autres  coordonnées.  Donc,  le 
degré  de  u  étant  p,  celui  de  v  est  p  —  1 .  Ainsi  l'équation  ».r,  —  u  =  0  re- 
présente un  monoïde  de  degré  p. 

En  second  lieu,  x„  ne  peut  devenir  infini,  d'après  l'hypothèse,  pouf  l'en- 
semble des  valeurs  des  autres  coordonnées  qui  annulent  à  la  fois  v  et  T,  puis- 
que le  complexe  des  points  à  l'infini  est  irréductible.  Donc,  pour  ces  valeurs, 

le  rapport  —  est  fini,  c'est-à-dire  que  le  complexe  u  =  0  passe  par  l'inter- 
section de  v~-  0  et  f  =0,  et  que  u  est  infiniment  petit  du  même  ordre  que 
v  quand  le  point  (*„*„  ...,  x»~i)  est  infiniment  voisin  de  celle  intersection 
sur  une  nappe  quelconque  de  ? .  Donc,  d'après  la  remarque  faite  a  la  suite 
du  théorème  III,  l'intersection  de  »  et  de  ç,  qui  appartient  tout  entière  à  u, 
compte  pour  autant  d'unités  dans  le  degré  de  l'intersection  de  u  et  de  f , 
que  dans  celle  deti  et  de  ?.  C'est-à  dire  que,  si  m  est  le  degré  de  j>,  elle 
compte  pour  (p  —  \)m  unités.  Le  restant  de  l'intersection  de  u  et  de  »  est 
de  degré  pm  —  (p  —  i  )m  =  m.  On  a  supposé  que  le  complexe  du  3*  ordre 
des  points  à  l'infini  du  complexe  considéré  était  irréductible.  Il  est  facile  de 
montrer  qu'on  parvient  aux  mêmes  conséquences  quand  cette  hypothèse 
n'est  pas  réalisée.  Le  complexe  étant  indécomposable,  on  peut,  sans  nuire 
à  la  généralité,  supposer  que  son  intersection  avec  ar,  =  0est  indécompo- 
sable. Il  suffit,  pour  réaliser  cette  hypothèse,  de  supposer  que  les  coordon- 
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nées  ne  sont  point  particularisées.  Effectuons  maintenant  la  transforma- 
tion 

I    1  ,    ZC»  f    iCm 

X*  —  ~ ""»        Xm  '—^  -~"$    ••..     Xn  SU   — • 

4       ÏC,         f       ®t         '  xt 

Dans  le  nouveau  complexe,  l'intersection  avec  l'infini  est  indécomposa- 
ble. Ce  complexe  est  donc  représenté  par  des  équations  v'x\ — u'==0, 
f'  =  0,  où,  u'  étant  de  degré  de  p,  v'  est  de  degré  p — 1,  Revenons  aux  an- 
ciennes coordonnées,  et  nous  aurons,  ainsi  qu'on  le  voit  aisément,  pour 
l'ancien  complexe,  une  représentation  :  ?  =  0,  vxn — u=  0,  où  les  degrés 
de  u  et  de  v  sont  ceux  de  u'  et  de  v-.  Donc,  dans  ce  cas  comme  dans  le  pré- 
cédent, l'intersection  de  m  et  de  ?  se  compose  de  celle  dje  vet  de  ?,  dont  le 
degré  compte  pour  (p  —  \)m  unités  et  d'un  complexe  de  degré  m.  Ces  con- 
clusions s'appliquent  mémeà  un  complexe  décomposable  ;  car  soient  y  =  0, 
kb,—  .n==0  et  f  a=0,  v'xn —  v!=;Q  deux  complexes  irréductibles  :  on 
pourra  représenter  leur  ensemble  par  w'=0,  (fV-\-fi/)xn — (y'u  -f-  ?tt')=0, 
et  Ton  voit  que.  cette  représentation  satisfait  aux  mêmes  conditions  que 
ci-dessus  * 

Puisque  u  passe  par  toute  l'intersection  de  v  et  de  y,  et  que  cette  in*, 
tersection  compte  pour  autant  d'unités  dans  le  degré  de  (u  =  0,  ? =0)  que 
dans  celui  de  (t>  =  0,  ?  =  0),  il  en  résulte  que,  si  aucune  portion  de  cette 
intersection  n'est  multiple  dans  y,  u  est  de  la, forme  Au  ■+-  Bf ,  où  A  est  du 
ier  degré.  Le  monoïde  vxn  —  u  =  0  se  réduit  alors  à  #n= A.  Le  complexe 
du  2*  ordre  considéré  est  alors  tracé  sur  un  complexe  du  Ie*  ordre  et  du 
1er  degré.  •■..•••    \.  . 

Par  des  raisonnements  analogues,  on  voit  facilement  que  tout  complexe  du 
{éme  ortire  e$t  représenté  par  une  équation  y  =  0,  entre  n  —  i-Hi  coordon- 

k  •      j  -^  u  u' 

neesxl9xv  ...fxn^ |+Il  et  1 —  1  monoiaes#i,_ <+1=-,  ^^^^s^s  —  ,  ... , 

.  •         •       •  4  •   •      ■   i  ..V  V 

satisfaisant  aux  mêmes  conditions  que  ci-dessus.  Oa  peut  réduire  ces  rao- 
noïdes  au  même  dénominateur  V,  et  on  aura  alors 

_  Un-j  +  t       ^      t       _  Un-t  +  t  Un 

S«_ 1  +  1=  y—  »       **-<+* —  ^— ™t     •••>*»—    y* 


De  même  que  ci-dessus,  chaque  complexe  t^_f+t, ..;Un  est  d'un  degré 
supérieur  d'une  unité  à  celui  de  y,  et  passe  par  l'intersection  de  V  et  de  ? . 
Je  vais  montrer  que  le  degré  d'un  tel  complexe  est  précisément  celui  de  ?. 
Coupons  ce  complexe  C  par  le  complexe  du  1er  ordre  et  du  1er  degré 

P  =  À,xJI+  A»-A-i+  . . .  +  AA  +  Mi  +  B  =  0. 


La  substitution^  donsP,  des  valeurs  &eXj,,..,ai*.,+tt  donne  lieu  a 
t  =  A^«l  +  A,_iii,-i+...  +  A»_,+iii,_(+i 

Les  deux  complexes  du  1"  ordre,  an  —  i-f-1  dimensions,  ?  et  fj  ont  en 
commun  le  complexe  (V=  0,  j  =  0),  el  l'on  voit  immédiatement,  par  l'ap- 
plication du  théorème  111,  que,  si  ni  est  le  degré  de  ?,  et  p  —  1  celui  de  V, 
ce  complexe  compte  pour  (/>  —  1)m  unités  dans  le  degré  de  l' intersection 
de  f  et  de  fy.  Le  reste  de  celte  intersection  est  donc  de  degré  m,  puisque  $ 
est  de  degré  p.  Or  le  degré  de  celle  portion  de  l'intersection  de  f  et  de  •£ 
n'est  autre  que  le  degré  de  C.  Don»;  le  degré  du  complexe  C  est  égal  à  celui 
de?. 

Par  la  même  méthode,  on  démontrera  bien  facilement  que  le  degré  de 
l'intersection  de  C  el  d'tm  complexe  du  1"  ordre  est  égal  au  produit  des 
degrés  de  ces  complexes.  Pour  y  parvenir,  on  substituera,  dans  l'équation 
du  dernier  complexe,  à  xn_l+1, ...,  xH  leurs  valeurs.  On  formera  ainsi  un 
nouveau  complexe  du  1"  ordre  %_,  analogue  à  $.  Si  le  degré  du  complexe 
donné  est  n,  le  degré  de  x  SGra  *P"  el  '  °"  verii|  aisément  que  le  com- 
plexe (V  =0,  ?  =  0)  compte  pour  [p —  \)mn  unités  dans  le  degré  de  l'in- 
tersection de  x  et  de  f.  Le  reste  de  celte  intersection  est  de  degré  nm,  et 
c'est  précisément  le  degré  de  l'intersection  des  deux  complexes  proposés. 
Donc  : 

Théorème  IV.  —  Le  degré  de  l'inter section  de  deux  complexe*,  dont  l'un  est 
du  i"  ordre,  est  égal  au  produit  des  degrés  de  ces  complexes. 

Quand  on  n'a  à  considérer  que  5  dimensions,  le  théorème  IV  exprime  que 
le  nombre  des  intersections  d'une  courbe  et  d'une  surface  est  égale  au  pro- 
duit des  degrés  de  cette  courbe  et  de  cette  surface,  principe  que  l'on  parait 
avoir  jusqu'à  présent  admis  sans  démonstration  (Voy.  Salmon,  Géométrie 
analytique  à  trois  dimensions,  cli.  Il,  Classification  des  courbes). 

Plus  généralement,  je  vais  démontrer  que  : 

Théorème  V.  —  Le  degré  de  l'intersection  de  deux  complexes,  dont  la  somme 
des  ordres  n'excède  pas  le  nombre  des  dimensions,  est  égal  au  produit  des  de- 
grés de  ces  complexes. 

La  démonstration  que  je  vais  donner  de  ce  théorème  s'applique  aussi  au 
théorème  IV. 

Soit  un  complexe  C"  du.  ièQje  ordre  à  n  dimensions,  et  de  degré  m,  repré- 
senté par  les  équations 
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Introduisons  i  —  1  nouvelles  dimensions  ylty„  ...,  y<_  4 ,  en  remplaçant 

xi  par  xi  4-  a(,!Vt  +  *fy*  +  •••  4-  a?"V  -  i, 
x%  par  sa  4-  o;1^,  4-  a&,  +  —  +  al"\  -  i. 


(t)  .     W  ,  r<-0 

£j,_<+ 1  par  Xn-i+i  4-  a„_f  + iy4 4- a» _ *  +  iys  4-  ...  4-  fl»-<^iy/_i. 

En  faisant  ces  substitutions  dans  les  équations  (1),  on  obtient  évidem- 
ment les  équations  d'un  complexe  C""1"'""1  du  t*"*  ordre  à  n  4-  i  —  1  di- 
mensions, du  même  degré  m.  Par  des  éliminations,  on  peut  représenter  le 
même  complexe  au  moyen  d'équations  telles  que 

«H*,,*,,  ...,  s*)  =  o,  yt  =  ^«    ft  =  ^'  •••»  y'-^—vr-' 

où  ^,  qui  ne  contient  que  les  anciennes  dimensions  xv  ...,#„,  est  de  degré 
m,  et"  où  U4, ...,  U<_  4  et  W  ne  contiennent  que  ces  mômes  dimensions.  Le 
complexe  C*"4"'""1  est  coupé  suivant  un  complexe  d'ordre  2i  —  1  à 
n  +  t  —  1  dimensions,  et  de  degré  m,  par  un  complexe  du  1er  degré  et 
d'ordre  i  —  1.  C'est  le  cas  de  son  intersection  qyec  le  complexe  y4  =  0, 

Soit  maintenant  un  second  complexe  C"  d'ordre  i\  à  n  dimensions 
xvx%y ...,  xn.  On  le  transformera  de  la  même  manière  en  un  complexe  d'or* 
dre  i'  à  n  -4-  i' —  i  dimensions  en  remplaçant 

xt  par  xt  =  b^  4-  H%  +  •  •  •  +  K'"%  -  i  > 


*„_,+,  par  •*„_,+  ,  +  ^L,.*.,*,  4-  &?Lf+t  *.  +  ...+  tf-<ïi*f-t- 

Ce  nouveau  complexé  Cj!+f  "  *  est  du  môme  degré  m'  que  CJ,  et  sera  re- 
présenté par  des  équations  telles  que 

Les  deux  complexes  C""1"1"1  etCj  "*"'~1  peuvent  ôtre  tous  deux  considé- 
rés comme  des  complexes  d'ordres  i  et  i'  à  n -4-14-1'— 2  dimensions 
(*it  —t^atift*  •,y<-ii«i,  —i  *r-i)>  Pour  obtenir  la  représentation  de  l'in- 
tersection de  ces  deux  complexes,  il  suffira  d'éliminer  une  des  premières 
coordonnées,  x„  entre  les  équations  ^=0  et  +'  =  0,  ce  qui  donnera  lieu  à 
une  équation  *=0,  de  degré  mm',  entre  (xiyx„ ...,  a*-t);  de  déduire  de  ces 
mômes  équations  une  relation  telle  que  tu?, — u=0,  et  de  joindre  à  ces 
deux  relations  *=zQtvxn — i*=?0  les  expressions  de  yi9  ...,y<_4,  et  de 
2t,  ...«.*<-  i  fournies  par  la  représentation  des  deux  complexes  C"  +  <"!  et 
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C™  +f_  ',  et  où  l'on  remplace  ,r„  par  sa  valeur  en  x„  xv  .,.,  .t,_,  On  voit 
donc  que  l'on  obtient  ainsi  la  représentation  d'un  complexe  d'ordre  i-t-i1 
èn-f-i  +  i' — 2  dimensions,  de  degré  mm'.  L'intersection  de  ce  dernier 
complexe  avec 

«,  =  0,   ....  ft_i  =  0,    s.=0,  ..,,  t,-t—(t 


est  un  complexe  du  même  degré  mm'.  Or  cette  intersection  n'est  autre 
chose  que  celle  des  deux  complexes  proposes  Cj,C'.  Le  théorème  V  esl 
donc  entièrement  démontré. 

II.  L'application  la  plus  simple  de  la  représentation  d'un  complexe  d'or- 
dre supérieur  à  l'unité  est  la  représentai  ion  d'une  courbe  dans  l'espace.  D'a- 
près les  principes  qui  viennent  d'être  exposés,  toute  courbe  C  est  repré- 
sentée par  les  équations  à  5  dimensions 

,<*.,-)  =  0,     «  -«  =  11, 

où  f  =  0  est  une  courbe  plane,  d'un  degré  égal  a  celui  de  la  courbe  repré- 
sentée, et  où  -a  et  t>  ne  contiennent  que  x  et  y.  Le  degré  de  u  étant  p,  celui 
de  v  est  p — 1,  la  courbe  «  =  0  passe  en  lousles  points  communs  à  v  =  0 
età  ?  =  0,  et  ces  points  comptent  pourfp —  l)m  intersection  de  u  =  0  et  de 
p=  0,  m  étant  le  degré  de  y.  Les  m  autres  intersections  de  »  et  de  ;  sont 
les  points  où  la  courbe  C  rencontre  le  plan  a  =  0.  Si,  parmi  les  points 
(i'=0,  ?  =  0),  il  n'y  en  a  pas  qui  soient  multiples  sur  p,  la  courbe  est  plane. 
Les  points  multiples  de  f,  qui  sont  communs  à  h  et  à  v  sont  des  pointe 
multiple»  apparente  de  la  courbe  G.  Comme  le  lieu  des  points  de  l'espace, 
d'où  l'qn  peut  mener  des  droites  s'appuyant  plus  de  deux  fois  sur  une 
courbe,  est  une  surface,  on  peut  toujours  supposer  que  le  point  à  l'infini 
sur  l'axe  des  %  n'est  pas  sur  cette  surface.  Par  suite,  les  points  multiples 
apparents  dont  il  s'agit  sont  simplement  des  points  doubles.  Si  la  courbe 
f  —0a  d'autres  points  multiples  où  ne  passent  pas  les  courbes  w  =  0  et 
v  =  0,  ce  sont  les  projections  des  points  multiples  de  la  courbe  C.  Nous 
n'aurons  pas  Heu  de  nous  en  occuper  ici,  et  nous  ne  parlerons  que  des 
points  doubles  de  p,  où  passent  les  lignes  u  =  0  etv  =  0.  Soit  s  le  nombre 
de  ces  points  ;  à  cause  des  degrés  m  et  p — 1  de  f  et  de  v,  on  doit  avoir 

s  <  ■■- — ~ —  En  dehors  de  ces  points  doubles,  ?  et  v  se  coupent  en 

(p  —  i)m — 2a  autres  points.  Donc  «  et  v  ont(p  —  i)m — s  points  communs 
sur  f.  On   doit  donc  avoir   {p  —  i)*<p(p — 1).  Ces   deux   inégalités 

donnent  -  —  * 3>»Xp  — l)(m  —  p).  D'où  l'on  conclut  p>-s-. 
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Parmi  tous  les  monoïdes  vz  —  u = 0  équivalents  pour  la  représentation  de 
la  courbe  C,  il  en  est  dont  le  degré  p  est  minimum.  Toute  courbe  v'  =  0  qui 
passe  aux  *  points  doubles  de  y  peut  servir  à  former  un  monoïde  équiva- 
lent. Car  il  est  facile  de  voir  que  le  produit  v'u  est  de  la  forme  urv-\-ayt 
\i  étant  un  polynôme  dont  le  degré  surpasse  celui  de  v'  dune  unité.  Par 

suite,  quand  le  point  (x,y)  parcourt  la  ligne  y=0,  on  a  -7  =  —  Donc 

le  monoïde  z  =  -7-  est  équivalent  à  z=  -  pour  la  représentation  de 

la  courbe  C.    Le  nombre  des  points  doubles  de  ?  étant  inférieur  à 

(m  —  \)(m — 2)  .  u  •    j     1      x         *x  m(m  —  *) 

i ^ S  si  f  est  une  courbe  propre  de  degré  m,  et  à   ■■  V  Qîi — £$ 

si  f  est  une  courbe  décomposable,  on  pourra,  dans  tous  les  cas,  faire  pas* 
ser  par  les  points  doubles  une  courbe  de  degré  m  —  1.  Donc,  tout  d'abord, 
on  peut  supposer  que  p  ne  dépasse  pas  m.  Cela  étant,  pour  que  p  soit  le 
degré  minimum  du  monoïde,  il  faut  que,  par  les  s  points  doubles  de  7,  on 
ne  puisse  mener  une  courbe  de  degré  inférieur  à  p  —  i,  ce  qui  exige  qu'on 

ait  s  ;>   -"I      «  Cette  inégalité  donne  pour  chaque  valeur  de  s  une  li- 

mite  du  minimum  de  p.  On  peut  facilement  trouver  une  autre  limite  plus 
rapprochée.  Les  éléments  (utv),(u\v')  de  deux  monoïdes  'équivalents  sont 
liés  par  la  relation  uv'  —  vu'=ay.  u  et  v  étant  connus,  et  u',v'  indéter- 
minés, a  est  assujetti  simplement  à  cette  condition  que  la  courbe  a =0  passe 
aux  points  d'intersection  de  u  et  de  v  extérieurs  à  f.  Ces  points  sont  au 
nombre  de  *  —  (p  —  i)(m — p).  Pour  qu'on  ne  puisse  déterminer  u'  «t  1/ 
de  telle  sorte  que  le  degré  de  v'  soit  inférieur  à  p—  i,  il  faut  que  le  degré 
de  a  ne  puisse  descendre  au-dessous  de  2p — m  —  1  ;  ce  qui  exige  que 
Ton  ait 

ou 

*>-% — —  p(m— rt- 

Cette  limite  de  8  est  constamment  supérieure  à       ~1       ,  dès  que  p  est 

inférieur  à  m  —  1.  Elle  décroit  constamment  avecp  jusqu'à  la  valeur  de 
p  qui  la  rend  minima,  et  qui  est  précisément  la  limite  absolue  de  p  trouvée 

plus  haut,  c'est-à-dire  le  plus  grand  entier  contenu  dans  — 5 —  Donc  8  ne 

peut,  en  aucun  cas,  descendre  au-dessous  du  minimum  obtenu  en  faisant 

dans  l'expression  ci-dessus  p  =   — 5—    (  [#]  =  le  plus  grand  entier  con- 


y 
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tenu  dans  x) .  Ce  minimuiti  est    (^^-)  ]•  h  existe  toqj ours,  quel  que 

sôit  m,  des  courbes  de  degré  fn  ayant  (mT  j  points  doubles  appa- 
rents, et  il  n'en  existe  qn'une  espèce.  Ces  courbes  résultent  de  l'intersec- 

— Ç—  I  qui  ont, 

en  outre,  une  droite  commune  lorsque  m  est  impair.  On  peut  donc  dire, 
ainsi  que  je  l'ai  déjà  énoncé  ailleurs  (Comptes  rendus,  t.  LXX)  : 
Les  courbes  gauches  de  degré  m,  qui  ont  le  moindre  nombre  de  points  douï 

Mes  apparents  possible,  en  ont  \( — ç-*)    k 

Occupons-nous  maintenant  des  complexes  du  (n — i)e  ordre  à  n  dimen- 
sions. On  tel  complexe  C  est  représenté  par  les  équations 

•  •  i  * .     •  i 

-     ■  -'■-::•  ./    ;•■'.•■  -"v-  ^  h     f-.-':«s*  UA  U+  .         ;- 

yptiXj  —  V,    £j=;rr,     of4  =  «y»   •••'  Ç"» 

où  chaque  groupe  U=0,  ^  =  ^-1   représente  une  courbe  dans  l'espace. 

On  peut  donc  dire  que  le  complexe  est  représenté  par  n—  2  courbes  tra- 
cées sur  un  même  cylindre.  Chaque  point  multiple  de  y,  oà  passe  v,  est  tin 
point  multiple  apparent  pour  toutes  ces  courbes.  Elles  ont  donc  les  mêmes 
points  multiples  apparents.  En  général,  par  un  complexe  C5du  3m#  ordre  et 
du  1er  degré,  on  peut  mener  un  nombre  fini  de  complexes  C,  du  2me  ordre 
et  du  1er  degré  rencontrant  deux  fois  le  complexée  du  (n —  l)e  ordre.  Sup- 
posons que  le  complexe  C,  soit  celui  des  points  à  l'infini  du  complexe  du 
2me  ordre  (xi=09x%=0).  Alors  Çj,Ç8  étant  les  coordonnées  d'un  point  multiple 

de  y,  qui  ne  soit  qu'apparent  sur  les  courbes  (  y  =  0,  x{  =  y  j ,  le  complexe 

{xx  =  lx  #*=Çi)  est  un  des  complexes  Ct  passant  par  Cs  et  rencontrant  plu- 
sieurs fois  le  complexée.  On  voit  donc  que,  si  les  coordonnées  ne  sont  pas 

particularisées,  les  points  multiples  apparents  des  courbes  L=0,#<  =  --M 

seront  des  points  doubles.  Leur  nombre  ne  change  pas  si  l'on  change  les 
coordonnées. 

Si  l'on  considère  trois  coordonnées  xifxhxk  d'un  point  du  complexe  C 
comme  les  coordonnées  reclilignes  d'un  point  de  l'espace  à  3  dimensions, 
ces  coordonnées  définissent  une  courbe  de  l'espace,  que  je  désigne  par 
(i,j,k).  Le  complexe  C  est  représenté  par  le  groupe  des  courbes  (ij\l)» 
(t\j,2), ...,  (tj,n),  que  j'appelle  le  groupe  (ij).  Le  passage  de  la  repré- 
sentation du  complexe  C  par  un  groupe  (ij)  à  la  représentation  par  un 


■^ 
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groupe  (t\/)  revient  à  un  changement  de  coordopnées.  Par  suite,  toutes 
les  courbes  (i,j,k)  ont  le  même  nombre  de  points  doubles  apparents. 

Voici  maintenant  une  application  géométrique  importante  de  ces  com- 
plexes. Considérons  une  courbe  plane  définie  par  l'équation 

S  =  a^-f-  a^&— vy  +  . . .  4-  ûq-iX  -f  aqy  — 1  =  0, 

où  (al,at9 ...,  aq)  sont  des  coefficients  dont  le  nombre  Q  marque  le  nombre 
des  conditions  nécessaires  pour  déterminer  la  courbe.  Supposons  que  Ton 
donne  simplement  Q  —  1  conditions.  La  courbe  S  engendre  alors  un  sys- 
tème (S),  qui  est  défini  par  un  complexe  du  (Q  —  l)*1*6  ordre  à  Q  dimensions 
{ai9a%, . . .  ,oq)  .Les  valeurs  infinies  des  variables  a  correspondent  aux  courbes  S 
qui  passent  à  l'origine  des  coordonnées  [x,y)>  Si  toutes  ces  variables  ne  de- 
viennent pas  infinies  ensemble,  l'équation  de  quelques-unes  des  courbes  S, 
passant  à  l'origine,  manque  de  quelques  termes.  Or  on  peut  choisir  les  axes 
de  coordonnées  de  manière  que  ce  fait  ne  se  produise  pas.  Supposons,  en 
effet,  que,  dans  l'équation  d'une  de  ces  courbes  S  passant  à  l'origine,  le  coef- 
ficient d'un  terme  tel  que  xryr'  soit  nul  :  en  changeant  arbitrairement  les  di- 
rections des  axes  sans  changer  l'origine,  on  fera  apparaître  ce  terme  dans 
l'équation  de  la  courbe,  à  moins  que  tous  lés  termes  de  degré  r  4-  r1 
n'aient  des  coefficients  nuls.  Hais  cette  dernière  hypothèse  est  impossible  si 
l'origine  des  coordonnées  n'est  pas  particularisée.  Car,  si  l'on  suppose  qu'en 
plaçant  l'origine  en  un  point  arbitraire,  il  y  ait  toujours  une  courbe  du  sys- 
tème passant  en  ce  point  dont  l'équation  manque  des  termes  de  degré 
r-hr',  il  en  résulte  que  chaque  courbe  du  système  jouit  de  cette  propriété 
relativement  à  chaque  point  situé  sur  elle.  Il  y  a  donc  lieu  de  se  demander 
quelles  sont  les  courbes  telles  qu'en  plaçant  l'origine  des  coordonnées  sur 
la  courbe,  l'équation  qui  les  représente  manque  des  termes  d'un  degré 
donné.  Or  il  est  bien  facile  de  voir  que  ces  courbes  ne  sauraient  être  des 
courbes  propres,  et  qu'il  faut  et  il  suffit  que  leur  équation  contienne  un 
facteur  élevé  à  une  puissance  égale  au  degré  des  termes  qui  doivent  dispa- 
raître. Cette  hypothèse  est  donc  impossible  dans  le  cas  d'un  système  de 
courbes  propres. 

11  résulte  de  cette  discussion  que,  dans  le  complexe  du  (Q — l)e  ordre,  à 
Q  dimensions,  qui  représente  le  système  (S),  les  Q  coordonnées  deviennent 
infinies  toutes  ensembles.  Par  suite,  ce  complexée  est  représenté  par  Q — 2 
courbes  (i,j,l),(i,;,2),  ...,(t\/vQ)  tracées  sur  le  même  cylindre,  rapportées  à 
des  axes  quelconques.  Le  degré  de  ces  courbes  marque  le  nombre  des  cour- 
bes du  système  qui  passent  en  un  point,  ou  la  première  caractéristique  f*  du 
système,  attendu  que  la  condition  pour  la  courbe  S  de  passer  en  un  point 
est  linéaire  en  {a^a»  ...,  ûq). 

Si  Ton  change  les  axes  des  coordonnées  (x>y),  ou  si  l'on  applique  à  ces 
coordonnées  une  transformation  homographique,  ces  transformations  ont 


pour  effet  de  remplacer  les  coefficients  a  par  des  expressions  linéaires  en 
fonction  de  ces  coellieienls.  Llles  reviennent  donc  â  de  simples  changements 
de  coordonnées  pour  le  complexe  C.  far  suite,  toutes  les  propriétés  de  C  indé- 
pendantes des  coordonnées  donnent  dans  te  système  (S)  des  propriété!  sub- 
sistaul  lorsqu'on  lui  applique  une  transformation  hornographique.  Considé- 
rons, par  exemple,  les  points  doubles  apparents  des  courbes  représentatives 
dcC.  Soit  Oj+i  le  coefficient  de  y"  dans  S.  Quelle  est  la  signilicalion  des 
points  doubles  apparents  des  courbes  du  groupe  (i,^-|-l)?  Pour  un  Ici 
point,  oii  aura  deux  valeurs  de  chacun  des  coefficients  a,  autres  que  a,  et 
o,-m,  répondant  à  une  seule  valeur  de  chacun  de  ces  derniers.  On  aura  donc 
deux  courbes  S  et  S',  telles  que  la  courbe  S  —  S'  =  0,  qui  passe  à  l'origine 
des  coordonnées,  aura  dans  ces  tenues  de  degré  le  plus  élevé,  le  facteur  xy. 
Celte  courbe  passe  donc  par  les  doux  points  a  l'infini  des  deux  axes  de  coor- 
données. Le  nombre  des  points  doubles  apparents  des  courbes  du  groupe 
1 1 .7  ■  I .  marque  donc  le  nombre  des  couples  de  courbes  du  système, 
telles  que  par  leurs  intersections  et  par  trois  points  donnés,  dont  deux  à 
l'infini  sur  les  axes  et  un  à  l'origine,  on  peut  mener  une  courbe  du  même 
degré.  Le  nombre  des  points  doubles  apparents  des  courbes  du  groupe 
(l.ç+l)  ne  changeant  pas,  si  l'on  transforme  homographiquement  le 
système' (S),  on  peut  dire  que  ce  nombre  marque  le  nombre  des  couples  de 
courbes  du  système,  telles  que,  par  leur  intersection  et  3  points  arbitraires, 
on  peut  mener  une  courbe  du  même  deyre.  [('après  celle  interprétation,  on 
voit  que  les  points  multiples  apparents  des  courbes  du  groupe  (l.g-t-  I) 
et,  par  suite,  des  autres  groupes,  sont  des  points  doubles,  si  les  axes  des 
coordonnées,  x,y,  sont  quelconques. 

Si,  par  les  intersections  do  chaque  couple  de  courbes  du  système  (S),  on 
mène  les  courbes  du  même  degré,  ces  dernières  contiennent  3  arbitraires. 
Elles  forment  un  complexe  de  courbes,  qui  est  d'ordre  Q  —  3.  Le  nombre 
de  ces  courbes  qu'on  peut  mener  par  3  points  s'appellera  la  1"  caractéris- 
tique de  ce  complexe.  Ce  complexe  sera  dit  dérivé  du  système  (S).  Si  le 

nombre  des  couples  de  courbes  S  ci-dessus  est  moindre  que     \—â — )    ' 

toutes  les  courbes  (t'j'.fc)  sont  planes,  le  nombre  de  leurs  points  doubles 
apparents  est  nul.  De  plus,  chaque  coefficient  a„  s'eiprimant  alors  linéaire- 
ment en  fonction  de  deux  coefficients  ai,a,,  l'équation  de  la  courbe  S  est 
comprise  dans  la  forme  S'  +  Of  S" -r- <ijS'"  =  0,  qui  représente  un  réseau. 
Donc  : 

Tiiêorèhs  VI.  ' —  Si  la  V*  caractéristique  du  complexe  dérivé  d'an  système 

est  inférieur  à     (-  , — ]     ,  p  étant  celle  du  système ,  elle  est  nulle.  Quand 

la  1"  caractéristique  du  complexe  dérivé  est  nulle,  le  système  fait  partie 
d'un  réseau* 
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On  pourrait  donner  différentes  autres  interprétations  des  points  doubles 
apparents  des  courbes  (tj,&),  relativement  au  système  (S),  et  obtenir  ainsi 
des  théorèmes  sur  des  couples  de  courbes  de  ce  système.  Je  ne  m'y  arrête 
pas,  attendu  que  ces  théorèmes  découlent  des  propriétés  générales  des 
complexes  de  courbes,  d'ordre  Q  —  3,  tels  que  le  complexe  dérivé.  Je  ferai 
seulement  remarquer  que,  dans  le  cas  d'un  système  de  coniques,  la  lre  ca- 
ractéristique du  complexe  dérivé  marque  le  nombre  des  couples  de  coni- 
ques du  système  qui  ont  une  corde  commune  donnée. 

Toutes  les  considérations  précédentes  s'appliquent,  sans  modification, 
aux  systèmes  de  surfaces  et  aux  systèmes  de  complexes  du  1er  ordre  à  n 
dimensions,  et  donnent  lieu,  pour  ces  cas,  à  des  théorèmes,identiques  au 
théorème  VI. 

Si  Ton  veut  astreindre  les  courbes  d'un  système  (S)  à  une  condition  nou- 
velle, on  définira  cette  condition  par  une  équation  entre  les  coefficients  a. 
Soit  m  le  degré  de  cette  équation.  D'après  le  théorème  IV,  le  nombre  des 
systèmes  de  valeurs  des  coefficients  a  qui  satisfont  à  cette  condition  et  à 
celles  du  système  (S),  est  mtu,  puisque  ces  dernières  sont  exprimées  par  un 
complexe  de  degré  j* .  Ce  qui  distingue  tout  particulièrement  les  beaux 
théorèmes  découverts  par  H.  Ghasles  à  l'occasion  de  cette  recherche,  c'est 
qu'il  donnent  le  nombre  des  courbes  propres  d'un  système  qui  satisfont  aune 
condition.  Pour  parvenir  à  ces  théorèmes,  il  faut  donc  retrancher  du  nom- 
bre mp  le  nombre  afférent  aux  courbes  non  propres.  C'est  ce  que  nous 
allons  faire  pour  le  cas  d'un  système  de  coniques  sur  le  plan.  Il  est  facile 
devoir  que,  dans  ce  cas,  il  n'y  a  lieu  de  considérer,  parmi  les  courbes  non 
propres  du  système,  que  les  coniques  réduites  à  une  droite  (*). 

Soit 

S  = a&  4-  îbxy  -+■  cy*  +  k2dx  +  îty  H-  1  =  0 

l'équation  d'une  conique  appartenant  à  un  système  défini  par  les  relations 

o(</,e)  =  0,'    &  =  -,     a=-i,     c  =  -2. 

ty       '  p  v  f) 

Les  conditions,  pour  les  coniques  S,  de  se  réduire  à  une  droite,  sont 
a=M  —  fli  =  0,    a4=fl  —  <P~Q,    o^z^c  — **  =  0. 

On  peut  remplacer  les  cinq  coefficients  a,6,c,d,c  par  «,0^,0,,^,  de  la 
manière  suivante  :  on  a 

a  =  d»  +  ttll    c  =  ^  +  «t,    b  =  ?  +  7=5  +  3(<*t  +  *i)- 

(*)  Voir  Mémoire  sur  la  détermination  des  coniques  et  deë  surfaces  du  2*  ordre,  3*  par- 
tie, détermination  des  surfaces  du  2*  ordre. 
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Étant  donnée  une  condition,  représentée  par  une  équation  entre  les  coef- 
ficients a,b,c,d,z,  on  y  substituera  ces  valeurs  de  a,c,b.  Si  l'équation  ainsi 
transformée  ne  contient  pas  de  tenue  indépendant  de  a, a,,»,,  la  condition 
est  telle  qu'elle  est  satisfaite  par  toute  droite  considérée  comme  une  conique. 
Prenons,  par  exemple,  la  condition  ni=Q)«ur  laquelle  la  transformation  est 
tonte  faite.  Cherchons  ma  in  tenant  le  nombre  des  coniques  S  qui  satisfont  à 
celte  condition.  Pour  cela,  mettons  dans  l'équation  a,  —a  —  d1  =  0,  à  la 

place  de  a,  sa  valeur  —  ;  nous  obtenons  l'équation  m,  —  d'v  =  0.  d  et  ■ 

étant  censées  des  coordonnées  reclilignes,  cette  équation  représente  nnç 
courbe  $,  qui  coupe  ?  =  0  de  degré  a  en  des  points  dont,  si  p  est  le  degré 
de  m,  2(i> —  1  )p  sont  sur  »  et  sur  p.  Les  2fi  autres  conviennent  à  la  ques- 
tion. 

Supposons  maintenant  que  le  système  (S)  contienne  des  coniques  réduites 
a  une  droite.  Soit  0  le  point  de  ■.  répondant  à  l'une  d'elles,  ce  point  pouvant 
être  multiple  sur  <? .  En  ce  point,  c'est-à-dire  lor.-que  d  et  e  sont  égaux  aux 
coordonnées  de  ce  point,  a,a{,at  sont  nuls.  Donc  la  courbe  ■}  passe  au  point  0. 
D'après  le  théorème  II,  le  nombre  des  interseciions  des  deux  courbes  <p  et 
■£,  confondues  en  0,  est  marqué  par  la  somme  des  ordres  des  quantités  •(•  ou 
a,,  quand  le  point  (d,t)  est  placé  successivement  à  distance  in  fin  iin  eut  pe- 
tite du  1"  ordre  deO,  sur  les  différentes  branches  de  y.  Soit  u  cette  somme; 
nous  voyons  que  la  conique  réduite  à  une  droite,  ou  droits  conique,  consi- 
dérée réduit  de  «  unités  le  nombre  des  coniques  du  système  satifaisant  à  la 
condition  aL  =  0.  Mais  celte  condition  est  celle  de  toucher  l'axe  des  x.  Si 
les  axes  sont  quelconques,  le  nombre  ■  devra  être  le  même  si  l'on  prend 
pour  axe  des  x  une  droite  quelconque  du  plan.  On  en  conclut  tout  d'abord 
qu'il  est  le  même,  si,  à  la  condition  a,  =  0,  on  substitue  la  condition 
a,=  0.  La  condition  de  toucher  la  droite  de  l'infini  est  b* — ac  =  0.  On  en 
conclut  donc  encore  que  la  somme  des  ordres  de  &'  —  ac  est  w,  quand  le 
point  (d,t)  se  place  successivement  sur  les  différentes  branches  de  f,  à  dis- 
tance infiniment  petite  du  1"  ordre  de  0.  Or  on  a 

«(fcd  +■  ai)  =  b*d*  —  a'.s=d«(fc*  —  ac)  +  «*«,  —  ac*,. 

Par  suite,  ia  somme  des  ordres  de  oc  est  également  u. 
Prenons  maintenant,  au  lieu  des  précédentes,  une  condition  qui  soit 

(elle  que  l'équation  en  d,  t,  a,  «,,(,,  qui  la  représente  soît  satisfaite  pour 
«=a,=«,=0.Soitn  le  moindre  degré  de  cette  équation  en  «,«„«,.  Si,  dans 
cette  équation,  on  exprime  «,«„«,  en  d,t,  par  les  conditions  du  système  (S), 
on  obtient  une  équation  qui  représente  une  courbe  x,  de  degré  mp.m  étant 
le  degré  de  la  condition.  Cette  courbe  rencontre  ?  en  mpp  points  dont 
m(p  —  1  }u  appartiennent  à  l'intersection  de  v  et  de  f .  Il  reste  donc  mu. 
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points.  La  courbe  x  passe,  en  outre,  au  point  0,  et  la  somme  des  ordres 
de  x,  quand  le  point  (d,c)  est  placé  successivement  sur  les  différentes 
branches  de  y,  à  distance  du  1er  ordre  de  0,  est  n&>.  Donc  le  point  0  compte 
pour  ruù  intersections  de  y  et  de  x-  Donc  la  droite  conique  considérée  ré- 
duit de  ntû  le  nombre  des  coniques  du  système  satisfaisant  à  la  condition 
donnée.  Donc  si  a  est  la  somme  des  nombres  o>  analogues  pour  toutes  les 
droites  coniques  du  système  (S),  le  nombre  des  coniques  propres  satisfaisant 
à  la  condition  donnée  est  N=mp  —  nû.  En  appelant  v  le  nombre  des  coni- 
ques qui  touchent  une  droite,  on  a  v=2/x — a.  Donc,  en  général,  on  a 
N  =  (m  —  2n)/x-|-nv,  équation  qui  exprime  un  théorème  célèbre,  dû  à 
M.  Chasles. 

Pour  le  cas  d'un  système  de  surfaces  du  S™  ordre,  on  parviendra  au  ré- 
sultat connu  en  suivant  une  marche  analogue.  Les  surfaces  non  propres  à 
éliminer  sont  les  surfaces  réduites  à  un  plan,  et  les  surfaces  réduites  à  deux 
plans.  On  considérera  d'abord  les  premières  relativement  à  la  condition  de 
contact  avec  une  droite,  et  oa obtiendra  la  relation  v==2/x — û,  v  étant  la 
2me  caractéristique  du  système.  En  désignant  par  p  le  nombre  des  surfaces 
du  système  qui  touchent  un  plan,  on  reconnaîtra  que  ce  nombre  est  égal  à 
5ft  —  2û,  moins  le  nombre  afférent  aux  surfaces  réduites  à  deux  plans, 
oup  =  5/x — 2a — a'.  Enfin,  pour  une  autre  condition,  on  obtiendra 

N  =  mpt  —  ntl  —  rtf~(m  —  2n-hr)f*-f-  (n  —  2r)  v  -f  rp, 

équation  qui  exprime  un  autre  théorème  de  M.  Chasles. 

Enfin,  de  la  même  manière,  on  démontrera  aisément  que  le  nombre  des 
complexes  indécomposables  du  1er  ordre,  an  dimensions  du  2me  degré,  d  un 
système,  qui  satisfont  à  une  condition,  s'exprime  par  la  même  formule  à 
3  termes,  attendu  qu'il  n'y  a  encore  que  deux  espèces  de  complexes  non 
propres  à  éliminer. 

Il  n'est  pas  sans  utilité  de  remarquer  que  les  mêmes  raisonnements  per- 
mettent de  prévoir  les  résultats  qu'on  obtiendrait  si  l'on  voulait  éliminer 
certaines  familles  de  courbes  propres,  d'un  système  (S),  du  nombre  des  so- 
lutions du  problème  proposé.  Admettons,  par  exemple,  qu'un  système  (S)  de 
coniques  dans  le  plan  contienne  des  cercles.  Cherchons  maintenant  les  co- 
niques du  système  qui  coupent  une  droite  donnée  sous  des  angles  supplé- 
mentaires. Tous  les  cercles  du  système  satisfont  à  cette  condition.  Le  nom- 
bre des  coniques,  différentes  des  cercles,  qui  y  satisfont,  est  donc  moindre 
que  dans  le  cas  général.  On  reconnaîtra  aisément  qu'il  est  généralement 
égal  à  f*.  Dans  le  cas  actuel,  il  sera  >  =  u  —  a".  Ici  le  nombre  û*  désigne 
non  pas  le  nombre  des  cercles  du  système,  mais  un  nombre  qui  dépend  de 
la  manière  dont  les  cercles  existent  dans  le  système,  et  qui  est,  de  tout  point 
analogue  aux  nombre  a  et  a'  ci-dessus. 

*    4 


"N 
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Si,  maintenant,  on  considère  une  antre  condition  qui  soit  satisfaite  par 
tous  les  cercles,  on  trouvera  que  le  nombre  des  coniques,  antres  que  1m 
cercles  appartenant  au  système  (S),  et  qui  y  satisfont,  est 

On  aura  donc  à  considérer  une  caractéristique  >  de  plus.  Et,  en  général, 
chaque  famille  que  Ton  voudra  éliminer  donnera  lieu  à  une  caractéristique 
de  plus. 

Les  mêmes  problèmes  relatifs  à  des  systèmes  de  degré  plus  élevé  peu- 
vent être  traités  par  la  même  méthode.  Hais  ce  sujet  exige  des  développe- 
ments que  j'espère  pouvoir  présenter  en  une  autre  occasion. 

Les  complexes  à  Q  dimensions  d'ordre  inférieur  à  Q —  1  s'appliquent, 
comme  ceux  d'ordre  Q  —  4 ,  à  lia  représentation  des  conditions' qui  existent 
entre  les  coefficients  d'une  courbe  plane  variable.  Si,  entre  les  Q  coefficients 
delà  courbe 

il  y  a  seulement  Q — t  relations,  la  courbe  S  engendre  un.  complexe  de 
courbes,  (S)q_<.  Ce  complexe  de  courbes  sera  représenté  par  un.  complexe 
d'ordre  Q — i,  Cq_<,  à  Q  dimensions,  a^a^,  ...,  aQ,  dans  lequel  les  points 
à  l'infini  forment  un  complexe  irréductible  d'ordre  Q— t-M.  Car  l'ori- 
gine des  coordonnées  (x,y)  étant  quelconque,  et  le  complexe  (S)Q_<  étant 
censé  indécomposable,  il  en  est  de  même  du  complexe,  d'ordre  supérieur 
d'une  unité,  formé  par  les  courbes  S  qui  passent  à  l'origine  des  coordon- 
nées. Le  degré  du  complexe  Cq_*  marque  le  nombre  des  courbes  S  qu'on 
peut  mener  par  i  points.  C'est  la  lre  caractéristique  de  (S)Q_<,  On  voit  que 
si  l'on  astreint  les  courbes  S  à  faire  partie  de  deux  complexes  (S)q«<  et 
(S)Q_f  donnés,  leur  ensemble  constituera  un  complexe  d'ordre  2Q — t — t', 
représenté  par  l'intersection  de  Cq_<  etCQ_f.  La  1"  caractéristique  de 
ce  complexe  est  donc  le  produit  de  celles  des  complexes  considérés.  Dans  le 
cas  où  la  somme  des  ordres  des  deux  complexes  est  égale  à  Q,  le  produit 
est  le  nombre  des  courbes  communes  aux  deux  complexes.  Ces  résultats 
doivent  être  modifiés  si  les  complexes  contiennent  des  courbes  non  propres. 
Mais  on  peut,  dès  à  présent,  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème  VU.  — Q  étant  le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour  détermi- 
ner des  courbes  S  sur  le  plan,  si  l'on  considère  deux  complexes  de  ces  courbes 
assujetties  respectivement  à  i  et  à  i'  conditions,  et  dont  l'un  ne  contienne  au- 
cune courbe  non  propre,  le  produit  des  1 rM  caractéristiques  de  ces  deux  com* 
plexes  marque  :  1°  si  t-M'  est  égal  à  Q,  le  nombre  des  courbes  qui  leur  sont 
communes;  2°  si  i-\-ï  est  inférieur  à  Q*  la  1"  caractéristique  du  système 
ou  du  complexe  fourni  par  ces  courbes. 


—  5i  — 


Tout  complexe  de  courbes,  de  1N  caractéristique  égale  à  l'unité,  est  re- 
présenté par  un  complexe  du  1er  degré,  dans  lequel, .  son  ordre  étant  j, 
j  coordonnées  s'expriment  linéairement  en  fonction  des  Q  — j  autres.  Par 
suite,  ce  complexe  de  courbes,  qu'on  peut  appeler  complexe  linéaire,  est  re- 
présenté par  une  équation  de  la  forme 

dans  laquelle  a^a,,  ...,  aq-j+t  sont  des  arbitraires.  La  courbe  S  =  Q  est 
une  courbe  quelconque  du  complexe. 

Soit  maintenant  un  complexe  de  lre  caractéristique  égale  à  2,  il  est 
représenté  par  un  complexe 

dont  le  degré  est  2.  Par  suite,  le  degré  y  est  2.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  le 
complexe  du  1er  ordre  et  du  2mo  degré  à  Q — j  ■+- 1  dimensions,  y  =0  ne 
peut  contenir  un  complexe  double  d'ordre  2  sans  se  décomposer.  Donc  les 
coordonnées  de  ce  complexe,  autres  que  ai9atf ...,  oq.j+1,  s'expriment  li- 
néairement en  fonctions  de  ces  dernières.  Par  suite,  I'équàtiôn  générale  des 
courbes  du  complexe  est 


■«•        .   -i 


dans  laquelle  les  Q — ;-Kl  arbitraires  a  sont  liées  par  la  relation  ?  =  0. 
Donc  : 

Théorème  VUL  —  Tout  complexe  de  courbe*,  dont  la  i™  caractéristique 
est  2,  est  contenu  dans  m,  complexe  linéaire  d'ordre  inférieur  d'une  unité. 

Dans  le  cas  d'un  complexe  d'ordre  Q — 2,  c'est-à-dire  formé  par  des 
courbes  contenant  %  arbitraires,  la  fonction  y  ne  contient  que  3  dimen- 
sions, Égalée  à  zéro,  elle  représente  une  surface.  Toutes  les  fois  que  cette 
surface  ne  contient  pas  de  ligne  double,  le  complexe  est  contenu  dans  un 
complexe  linéaire  d'ordre  Q — 3.  Si  cette  surface  est  réglée,  c'est-à-dire 
engendrée  par  une  série  de  droites,  le  complexe  peut  ôjre  engendré  par  une 
série  de  faisceaux  S'  +  aS"=A*  Doue,  si  la  1"  caractéristique  est  2, 
c'est-à-dire  si  la  surface  y  est  du  2me  degré,  on  a  : 

Théorème  IX.  —  Tout  complexe  de  courbes  d'ordre  Q — 2  et  de  4re  carac- 
téristique 2,  peut  être  engendré  de  deux  manières  différentes  par  une  série 
de  faisceaux. 

Si  la  lre  caractéristique  du  complexe  d'ordre  Q— 2  est  égale 'fr  5,  la 
surface  ?  est  du  3m*  degré.  Suivant  qu'elle  a  ou  qu'elle  n'a  pas  de  droite 
double,  elle  est  ou  n'est  pas  réglée.  Donc  : 

Théorème  X.  —  Les  complexes  de  courbes  d* ordre  0—^2  etdei™  caracté- 
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nttique  égale  à  3  sont  de  deux  espèces  :  les  uns  sont  contenus  dans  un  com- 
plexe linéaire  d'ordre  Q  —  5,  et  contiennent,  en  général ,  27  faisceaux  ;  les 
autres  sont  engendrés  par  une  suite  de  faisceaux. 

Je  me  bornerai,  pour  le  moment,  à  ces  quelques  conséquences  si  faciles 
de  la  théorie  ébauchée  au  début  de  ce  travail.  II. est  entendu  que  ces  der- 
niers théorèmes  s'appliquent  aussi  aux  complexes  de  surfaces,  et  aux  com- 
plexes de  complexes  du  1er  ordre  h  n  dimensions.  On  voit,  par  les  applica- 
tions ci-dessus,  que  la  considération  des  complexes  de  courbes  donne  une 
interprétation  très-nette  de  la  géométrie  à  n  dimensions. 


Sur  la  détermination  des  caractéristiques  dans  les  courbes 
de  degré  supérieur  ;  par  M.  Saltel. 

(Séance  du  25  juillet  1873) 

Tous  les  gèotiiètres  savent  de  quelle  importance  serait,  dans  la  théorie 
des  courbes  d*6rdre  supérieur,  la  détermination  des  caractéristiques  des 
systèmes  élémentaires  formés  par  ces  courbes  (*).  Parmi  les  tentatives 
faites  dans  cette  direction,  on  doit  citer  d'abord  M.  de  Jonquières  qui,  le 
premier,  et  le  seul  jusqu'ici,  a  fait  connaître  une  méthode  générale  per- 
mettant de  déterminer  ces  nombres  toutes  les  fois  que  les  points  donnés 

sont  en  nombre  supérieur  à  — ^— ^ -f-1  (**).  En  second  lieu,  on  doit 

citer  MM.  Zeuthen  et  Maillard,  dont  les  travaux  sur  les  courbes  du  troisième 
ordre  ont  mérité  les  éloges  les  plus  flatteurs  du  juge  le  plus  autorisé  en  pa- 
reille matière  (***). 

L'objet  de  cette  note  est  de  montrer  que  le  principe  arguesien  unicursal 
enseigne  à  déterminer  les  caractéristiques  des   courbes  qui  sont  termes 

d'une  hiérarchie  arguesienne,  pourvu  que,  parmi  les  ■       Q  .      —  1  conch- 

là 

tions  données,  il  y  ait  trois  points  dont  la  somme  des  degrés  de  multiplicité 
soit  supérieure  au  degré  de  la  courbe  donnée. 

L'esprit  qui  préside  à  cette  nouvelle  méthode  est  des  plus  simples.  Sup- 
posons qu'il  s'agisse  de  connaître,  par  exemple,  les  caractéristiques  des  sys- 

(*)  «  Ce  qui  manque  principalement  pour  que  la  théorie  des  courbes  d'ordre  supérieur 
soit  aussi  complète,  ou  du  moins  aussi  avancée  que  celle  des  coniques,  c'est  de  connaître 
les  caractéristiques  des  systèmes  élémentaires  de  chaque  ordre  de  courbes.  »  Chasues, 
Comptes  rendus. 

(")  Voir  le  mémoire  de  M.  de  Jonquières  intitulé  :  Recherches  sur  les  séries  ou  systèmes 
de  courbes. 

("*)  Voir  les  Comptes  rendus  de  Tannée  1873. 


■> 
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tèmes  élémentaires  formés  par  les  courbes  du  quatrième  ordre  pourvues  de 
trois  points  doubles  donnés.  Considérons  le  système  déterminé  par  ces 
trois  points  doubles,  par  p  points  simples,  et  par  d  droites  (*)  ;  suppo- 
sons en  outre  le  problème  résolu  et  les  courbes  tracées.  Si  Ton  transforme 
ces  courbes,  en  prenant  pour  triangle  de  référence  les  trois  points  doubles, 
toutes  ces  courbes  se  transformeront  en  des  coniques,  et  les  d  droites  et 
les  p  points  se  transformeront  en  d  coniques  passant  par  les  trois  points 
doubles  et  enp  points  (**).  Le  problème  se  transforme  donc  lui-même  en 
cet  autre,  résolu  dans  la  théorie  des  coniques  :  Combien  ya-t-ilde  coniques 
tangentes  à  d  coniques  données  et  passant  par  p  points  donnés.  La  question  pro- 
posée est  bien,  comme  on  voit,  entièrement  résolue. 

.Remarque  1.  —  Les  courbes  exceptionnelles  résultent  évidemment  des 
courbes  exceptionnelles  du  système  transformé,  et  réciproquement;  d'ailleurs 
puisque  à  deux  courbes  tangentes  en  un  point  a  correspondent  deux  courbes 
tangentes  au  point  correspondant  a',  les  sommets  doivent  se  correspondre 
deux  à  deux.  Les  considérations  précédentes  permettent  donc  de  répondre 
d'une  multitude  de  manières  nouvelles  au  desideratum  exprimé  par  M.  Ghas- 
les  dans  les  Comptes  rendus,  t.  LXIV  :  «  D'après  les  considérations  précé- 
dentes, je  désirerais  former  des  systèmes  de  courbes  du  quatrième  ordre, 
dans  lesquels  une  des  courbes  serait  une  conique  double,  et  où  l'on  recon- 
naîtrait la  nécessité  de  regarder  certains  points  comme  des  sommets  par  les- 
quels passeraient  des  tangentes  delà  courbe...  »  Il  suffira,  pour  cela,  de 
considérer  dans  le  système  transformé  une  droite  double  satisfaisant  aux 
conditions  exigées  ;  sa  transformée  sera  une  conique  double  répondant  à  la 
question.  Bien  plus,  si  l'on  considère  une  conique  voisine  de  la  conique 
infiniment  aplatie,  et  qu'on  la  transforme,  on  obtiendra  l'image  de  la 
courbe  du  quatrième  ordre  voisine  de  la  conique  double. 

Remarque  II.  —  Il  est  bien  évident  que  les  raisonnements  précédents 
s'appliquent  à  toutes  les  courbes  qui  sont  termes  de  hiérarchies,  et  que  la 
recherche  de  leurs  caractéristiques  se  ramène  à  la  recherche  de  ces  mêmes 
nombres  dans  des  courbes  de  degré  inférieur. 

Remarque  m.  —  Il  est  important  de  remarquer  que,  dans  un  grand  nom- 
bre de  cas,  la  méthode  de  H.  de  Jonquières  s'applique  alors  que  la  nôtre  ne 
s'applique  pas  et  réciproquement.  Nous  allons  indiquer  les  déterminations 
que  font  connaître  les  deux  méthodes  combinées,  appliquées  aux  courbes 
du  quatrième  ordre  : 

1°  Courbes  à  trois  points  doubles  ....  tous  les  systèmes,  , 

2°  Courbes  à  un  point  triple tous  les  systèmes  à  l'exception 

de  deux, 

(*)  Il  est  bien  entendu  que  l'on  doit  avoir  p  -f-  rf=  5. 

(**)  Voir  notre  mémoire  Sur  le  principe  arguesien  vnicvrsal.  Paris,  Gauthier-Vil  lars. 


3'  Courbes  a  deux  points  doubles Ions  les  systèmes  à  l'excep- 
tion d'un  seul, 

4*  Courbes  dépourvues  de  points  doubles...  les  sept  premiers  systèmes. 
Rkmabqoe  IV.  —  Qu'on  nous  permette  de  faire  ici,  à  l'occasion  d'une  ap- 
plication du  principe  arguesien,  une  remarque  dont  les  conséquences  peu- 
vent devenir  capitales.  Selon  M.  C lias] es  (Voir  Comptes  rendus,  t.  LXII)  : 
t  Des  propriétés  qu'on  démontre  pour  les  courbes  douées  du  nombre  maxi- 
mum de  points  doubles  (ou  d'un  nombre  de  points  multiples  équivalent  a 
ce  maximum)  se  peuvent  conclure  celles  des  courbes  dépourvues  de  points 
doubles.  La  question  est  de  reconnaître  dans  chaque  cas  la  modification 
causée  par  les  points  doubles  :  on  remonte  ainsi  de  la  propriété  trouvée 
pour  une  courbe  à  points  doubles  a  l'expression  de  cette  propriété  pour  une 
courbe  pure  (').  «  Or  le  prvteipèàrtfltetien  unicttrsal enseigne  que  toute  pro- 
priété générale  des  coniques  se  transforme  en  une  propriété  générale  des 
courbas  d'ordre  supérieur  affectées  d'un  nombre  de  points  multiples  équi- 
valant à ^ points  doubles  ;  il  semblerait  donc  que,  s'il  csl 

possible  de  passer  des  propriétés  des  courbes  unicursales  aux  courbes 
pures,  le  principe  arguesien  unicursal  constitue  une  méthode  générale  pour 
passer  des  propriétés  des  coniques  aux  propriétés  des  courbes  dépourvues 

de  points  multiples. 


Sur  la  durée  des  oscillations  du  pendule  composé;  par  II.  bi  S41nt-Ghhmais. 
(Séance  du  !3  juillet  1873) 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  quelle  forme  il  faut  donner  A  un  pendule 
composé,  de  masse  déterminée  m,  pour  rendre  minimum  la  durée  de  ses 
oscillations,  ou  plutôt  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone  ;  car  on 
peut  diminuer  ces  quantités  autant  qu'on  veut  en  disposant  la  matière 
donnée  sous  forme  d'un  cylindre  indéfiniment  allongé  renfermant  l'axe  de 
suspension.  Hais  il  peut  y  avoir  une  solution  finie  quand  on  impose  cer- 
taines conditions  à  la  forme  de  la  surface  extérieure  du  pendule. 

Pour  que  le  pendule  synchrone  ou  pendule  composé  soit  minimum,  il  faut 
que  si  on  ajoute  sur  une  partie  quelconque  de  sa  surface  une  masse  dm, 
en  observant,  bien  entendu,  les  conditions  imposées  a  cette  surface,  la 

(')  On  .lit  aussi  dans  le  même  tome  des  Compta  rendus  :  >  Ce  n'est  pas  seulement  aux 
questions  de  contact  que  convient  ce  procédé  de  démonstration  propre  sui  comte  dont  les 
points  se  déterminent  individuel  tentent.  Il  est  susceptible  de  irés-nombreuses  applications 
différentes.  Nous  aurons  I  dire  aussi  comment  les  théorèmes  démontrés  par  cette  mé- 
thode se  généralisent  et.s'ippliquent  aux  courbes  de  classe  et  d'ordre  quelconques,  a 
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longueur  du  pendule  synchrone  soit  augmentée  d'une  quantité  constante 
cdm;  sinon,  en  ôtant  de  la  matière  aux  parties  du  pendule  donné  où  cette 
suppression  serait  le  plus  sensible  pour  la  reporter  en  d'autres  points  où 
elle  a  moins  d'effet,  on  réduirait  la  durée  des  oscillations.  Soit  donc 

/=  —  la  longueur  du  pendule  synchrone,  a  étant  la  distance  du  centre  de 

gravité  à  l'axe,  p  le  moment  d'inertie  relatif  à  cet  axe  ;  quelle  que  soit  la 
partie  de  la  surface  où  Ton  ajoute  la  masse  dm,  on  aura 


/j\  ji      fiuuiu.  —  ujd.am        , 


Lé  pendule  doit-il  étire  un  disque  '  cylindrique  d'épaisseur  h  ayant  ses 
génératrices  parallèles  à  Taxe,  il  faut  répartir  la  masse  dm  le  long  d'une 
génératrice  :  soient  r  sa  distance  à  l'axe,  0  l'angle  des  plans  menés  suivant 
cet  axe  par  le  centre  de  gravité  ou  par  la  génératrice,  on  aura 

du.t±z  t*dm't    d.mà  ==  r  côs  d  dm. 


M 


L'équation  (i)  devient  :  mat*  —  pr  cos  0  s=  cmMFl1 
La  base  dit  disque  est  uiiteetfcle.  Soient  R  lé  rayon,  «  la  densité,  on  a 


M'  ! 


■  i .  < 


Rf  étant  connu,  l  aura  sa  valeur  minimum  y  -jr  £<**"*  *  =  -s-;  c'est-à- 
dire  que  Taxe  de  suspension  passe  au  milieu  du  côté  du  carré  inscrit  dans 
la  base.  •  -r    ••*    *-i  ... 

Considérons  encore  un  solide  de  révolution  oscillant  autour  d'une  per- 
pendiculaire à  son  axe;  la  masse  dm  devra  être  répartie  le  long  de  ce  paral- 
lèle. Soient  p  son  rayon,  %  la  distance  de  son  plan  à  l'axe  de  suspension, 
on  aura 


d(A  =f  *f  H-  s  pf  j  dm,    d.maz=%dm. 


L'équation  (1  )  donne  :  ma  (2**  -h  p1)  —  2f*  =  2cmf a1. 

Le  pendule  prendra  la  forme  d'un  ellipsoïde  aplati  ayant  a  pour  demi- 
axe  de  symétrie,  a  sfî  pour  rayon  équatorial.  Alors 


8      s      i         _t_5a* 


\/sV/^^'"""'''=aV/5• 


x  est  connu,  el  l  a  sa  valeur  minimum 

voit  où  doit  passer  l'axe  de  suspension,  el  aussi  comment  on  pourra  étudier 
les  pendules  d'autres  formes. 


Sur  le  déplacement  d'un  solide  invariable  ;  par  M.  Ha  l  pu  eh 
(Séance  du  »  juillet  1873) 

Le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour  déterminer  la  position,  dans 
l'espace,  d'un  solide  donné,  étant  six,  l'étude  des  déplacements  d'un  solide 
peut  être  partagée  en  six  cas  distincts,  suivant  nue  ce  corps  est  assujetti  à 
cinq,  quatre,  ...,  une  condition,  ou  est  entièrement  libre. 

Le  cas  où  les  conditions  sont  au  nombre  de  cinq  a  donné  lieu  à  une 
théorie  trop  connue  pour  qu'il  soit  utile  d'en  rappeler  ici  les  résultats.  Les 
cas  où  les  conditions  sent  au  nombre  de  quatre  ou  de  trois  ont  donné 
lien  à  d'élégants  théorèmes  dus  à  M.  Mannheim,  et  sur  lesquels  je  vais 
revenir.  Je  donne  ici  des  théorèmes  analogues  pour  les  autres  cas,  en 
suivant  une  marche  uniforme  qui  s'applique  également  a  tous,  à  l'excep- 
tion du  premier. 

Rappelons  d'abord  an  résultat  bien  connu.  Soient,  dans  un  solide  de 
position  donnée,  x,  y,  x,  et  Ç,  «,  ç  les  coordonnées  de  deux  points  de  ce 
corps  relativement  à  des  axes  rectangulaires  fixes  dans  l'espace,  le  premier 
point  étant  considéré  comme  variable  et  le  second  comme  fixe  dans  le 
corps.  Soit  I,  une  variable  dont  dépend  la  position  du  corps.  Si  on  écarte 
le  solide  infiniment  peu  de  sa  position,  en  faisant  varier  ((1  on  a 


"  dt, 
dy  _  <fri 


£  =  £  +  «.i. ->-».(•■ 


g  =  £  +  »,„_()-„,(,-,). 

Dans  ces  relations,  at,  fc„  c,  sont  des  constantes  relativement  au  point 
(x,  y,  z)  considéré.  Les  trois  plans,  représentes  par  les  équations  obtenues 

en  égalant  a  zéro  les  trois  dérivées  t-,  ■■*■,  -j-,  sont  parallèles  A  la  droite 

—  =  r-  =  —  H  "'y  a  donc  pas  de  point  commun  à  ces  plans.  Par  suite, 
dans  le  mouvement  'imprimé  au  corps,  aucun  point  n'est  immobile.  Ad- 
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mettons  maintenant  que  la  position  du  corps  dépende  d'autres  variables, 
t„  tit  ....Eu  faisant  varier  séparément  chacune  d'elles,  on  obtiendra  des 
relations  analogues  aux  relations  (1),  que  nous  figurerons  en  affectant, 
dans  les  relations  (1),  les  constantes  a,  bi  c  du  même  indice  que  la  variable 
correspondante.  Si  d'ailleurs  on  fait  varier  simultanément  les  différentes 
variables,  on  a 


4   •    • 


En  posant  donc 


at  dtk  -f-  at dit  -f  fl»  dt^  -f-  ...  =  A, 
bt  dtt  +  bt dtt -f  M's+  •  •  -  =  B, 


on  aura 


<te  =  «+C(y--Tl)--B  (*--{), 
(?)  dy  =  dtï  +  A(s-  Ç)  —  C  (s  — Ç), 

</«=<# -|-B  (s— ï)  —  A  (y  —  r,). 

Les  trois  plans,  dont  on  obtient  les  équations  en  égalant  à  zéro  ces  trois 

différentielles,  sont  parallèles  à  la  droite  -  =  g-  =  ^.  Par   suite,    comme 

précédemment,  aucun  point  n'est  immobile.  Mais  si  l'on  choisit  les  variations 
de  ttv  *,,  t»,...  de  manière  à  vérifier  l'équation 

(3)  AdÇ  +  fofo+  CcR  =  0, 

ces  trois  plans  se  coupent  suivant  une  même  droite  dont  tous  les  points  sont 
alors  immobiles.  >      " 

Quand  les  variables  sont  au  nombre  de  deux,  l'équation  (3)  détermine  le 
rapport  qui  doit  exister  entre  dtt  et  dtt  pour  que  cette  condition  soit  satis- 
faite. Or  l'équation  (3)  est  du  deuxième  degré  relativement  à  -^-  On  peut 

donc  satisfaire  à  la  condition  d'immobilité  d'une  droite  de  deux  manières. 
Quand  les  variables  sont  en  nombre  supérieur  à  deux,  l'équation  (3)  a  lieu 
entre  plusieurs  inconnues,  et  admet  une  infinité  de  systèmes  de  solutions. 
En  résumé,  dès  que  le  nombre  n  des  variables  surpasse  l'unité,  il  est  tou- 
jours possible  de  trouver  dessystèmes  (*>/,  «J, ...,  &J),  (&>*,  »},  ...,  *>£),..., 
(*»ïi  «î>  •••!  *>ï)  de  n  nombres  chacun,  et  au  nombre  de  n,  tels  qu'en  faisant 

dt 


,    —     "     7  — —    •«•    —        *    • 


une  droite  du  solide  reste  immobile. 
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Substituons  maintenant  aux  variables  (,,(„  ...,t„  les  variables  9„0, 
définies  par  les  relations  linéaires 


on  obtiendra  le  mouvement  le  plus  général  du  solide  en  faisant  varier 
successivement  6„  fl„  ...,  B„.  Or,  si  l'on  suppose  nulles  les  différentielles 
de  toutes  ces  variables,  à  l'exception  de  celle  de  9,,  on  en  conclut 


c'est-à-dire  qu'une  droite  du  corps  est  immobile.  Ainsi  le  déplacement  le 
plus  général  du  corps  s'obtient  par  a  rotations  arbitraires  autour  de  n 
droites  restant  les  mêmes. 

Appliquons  mamlenan!  ces  résultats  aui  différents  cas.  S'il  y  a  deux 
variables  seulement,  les  deux  axes  de  rotation  sont  déterminés  par  l'équa- 
tion (3).  Donc: 

Théorème  1.  —  Tous  les  déplacements  d'un  solide  assujetti  à  quatre 
conditions  s'obtiennent  par  deux  rotations  autour  de  deux  droites  détermi- 
nées. 

Ce  théorème  est  du  a  H.  Mannheim  (Étude  sur  le  déplacement  d'une  figure 
de  forme  invariable,  p.  52).  On  en  conclut  que  les  points  de  ces  deux  axes 
décrivent  des  éléments  de  lignes,  tandis  que  les  autres  points  décrivent  des  élé- 
ments de  surfaces. 

Ce  corollaire  peut  facilement  êtie  démontré  directement  par  le  calcul. 
Pour  faciliter  l'écriture,  j'emploierai,  dans  la  suite,  la  notation  suivante  : 
u,v,  ....  w  étant  n  fonctions  det,,  (,,...,  („  je  représenterai  par  fw,  v,  ...te,) 
le  déterminant  ' 


dw   dw 

a\  a\ 


Cela  posé,  dans  le  cas  de  deux  variable»,  les  points  des  deux  axes  sont 
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ceux  dont  les  coordonnées,  mises  pour  x,y,  z  dans  les  équations  dx  =  0, 
dy  =  0,  dz  =  0,  ou 

rendent  ces  équations  possibles,  en  y  considérant  .37  comme  inconnue. 

Par  suite,  les  coordonnées  des  points  des  axes  satisfont  aux  équations  simul- 
tanées :  (xt  yt)  —  0,  (yt  *,)  =s  0,  (*t  *,)  —  0.  Il  est  facile  de  vérifier  qu'en 
effet  les  paraboloïdes  représentés  par  ces  trois  équations  se  coupent  suivant 
les  deux  droites  définies  ci-dessus.  Considérons  maintenant  l'un  de  ces  pa- 
raboloïdes, le  premier,  par  exemple,  qui  à  pour  plan  directeur  le  plan  des  xy  ; 
menons,  par  chaque  point  H  du  corps,  une  parallèle  à  une  droite  fixe,  et 
soient  p,p'  les  deux  points  où  cette  parallèle  rencontre  le  paraboloïde.  Les 
produits  tfp.Mp'  sont  proportionnels  aux  valeurs  du  déterminant  (xt  yt), 
où  l'on  met,  pour  x9  y,  z,  les  coordonnées  de  chaque  point  M.  D'ailleurs, 
dt  dtt  (xx  yt)  est  la  projection,  sur  le  plan  des  x  y,  de  l'élément  de  surface 
décrit  par  le  point  H.  On  a  donc  ce  théorème,  qqi  comprend  le  corollaire 
ci-dessus: 

Théorème  II.  —  Les  projections,  sur  un  plan  donné,  des  éléments  superfi- 
ciels, décrits  par  les  points  du  corps,  sont  -proportionnelles  aux  produits  des 
segments  interceptés,  sur  des  sécantes  parallèles  issues  de  ces  points,  par  un 
paraboloïde  passant  par  les  deux  axes,  et  ayant  le  plan  donné  pour  plan  direc- 
teur. 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  trois  variables.  Dans  ce  cas,  on  peut,  par 
l'équation  (3),  déterminer  trois  axes,  dont  chacun  refnferme  une  arbitraire. 
Ces  axes  forment  donc  une  surface  gauche,  dont  on  obtient  facilement  l'équa- 
tion comme  ci-dessus,  en  remarquant  que  les  coordonnées  de  chacun  de 
ses  points  rendent  possibles   les  trois  équations  simultanées  :  dx  =  0, 

dy  =  0,  dz  =  0,  qui  ne  renferment  que  deux  inconnues  -g*f  —•  L'équation 

de  cette  surface  est  donc  :  (xt  yt  zj  =  0.  En  effectuant  les  calculs ,  on 
s'apercevra  que  cette  équations'abaisseaudeuxièmedegré.Onpeutaussi  s'as- 
surer de  cet  abaissement,  en  remarquant  que  le  déterminant  (x^fy) ,  multiplié 
par  dttdt%  dt^,  représente  l'élément  de  volume  décrit  par  le  point  dont  les 
coordonnées  sont  x,  y,  z.  Si  Ton  suppose  que  les  conditions  données  soient 
la  fixité  d'un  point,  chaque  point  du  corps  décrit  seulement  un  élément 
superficiel.  Par  suite,  le  déterminant  ci-dessus  est  nul,  si  toutes  les  dérivées 
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partielles  de  S,  d,  ï  s'annulent.  Or,  par  cet  Évanouissement,  ce  déterminant 
se  réduit  aux  ternies  du  troisième  degré  en  x — £,  y —  n,  s — |,  et  il  n'a 
disparu  que  des  ternies  de  degré  inférieur  à  5.  Dune  les  premiers  sont  tou- 
jours nuls.  Ainsi  (x{  yt  s,)  =-.  0  est  un  hyperboloïde  dont  chaque  généra- 
trice peut  être  prise  pour  un  des  Irais  axes  de  rotation.  Donc  : 

Théorèmk  IV.  — Tous  les  déplacement*  d'un  solide  assujetti  à  trois  condi~ 
lions  s'obtiennent  pue  trais  red<ith>ns  autour  de  trois  mêmes  droites  prises 
arbitrairement  parmi  les  génératrices  d'un  hyperboloïde.  Les  points  de  cet 
hyperboloïde  décrivent  des  éléments  superficiels. 

Ce  théorème  a  été  énoncé  par  H.  Mannlieim  (/oc.  cit.,  p.  37).  Mais  la 
démonstration  donnée  par  cet  auteur  ne' s'applique  qu'au  cas  où  les  trois 
conditions  sont  de  nature  a  être  ramenées  chacune  au  mouvement  d'un 
point  sur  une  surface.  D'après  ce  qui  -vient  d'être  dit,  il  y  a  toujours,  dans 
un  corps  assujetti  à  trois  conditions,  une  infinité  de  points  qui  se  meuvent 
sur  des  surfaces.  Le  mouvement  peut  donc  être  défini  par  celui  de  trois  de 
ces  points;  mais  celte  propriété  n'est  pas  évidente  a  priori.  Comme  plus 
haut,  on  peut  encore  dire  que  : 

Théohkme  V.  —  Les  volumes  décrits  par  les  pointe  du  corps  sont  propor- 
tionnels aux  produits  des  segments  interceptes  sur  des  sécantes  parallèles, 
issues  de  ces  points,  par  l'bi/perholoide  des  axes. 

Supposons  actuellement  qu'il  y  ait  quatre  variables.  L'équation  (5)  laisse 
subsister  deux  arbitraires  pour  la  détermination  de  chaque  axe  de  rotation. 
Ces  droites  forment  donc  une  congruence.  Pour  trouver  celles  qui  passent 
par  un  point  donné,  il  suffit  de  déterminer  les  rapports  de  dt„  dt,,  dts,  dt% 
par  les  équations  simultanées  dx  =  0,  dy  =  0,  dx  =  0,  ou  x,  y,  s  sont  les 
coordonnées  du  point  donné.  On  a  ainsi  trois  équations  linéaires.  Donc,  par 
un  point  patte  une  droite  de  la  congruence.  On  trouvera  aussi-  facilement 
qu'if  y  a  une  droite  de  la  congruence  dans  un  plan  donné.  Par  suite,  les  droites 
de  la  congruence  rencontrent  deux  droites  fixes.  J'admets  ici  la  connais- 
sance de  cette  propriété  de  la  congruence  d'ordre  et  de  classe  1.  II  est 
d'ailleurs  bien  facile  de  montrer  directement  ici  que  les  droites  ci-dessus 
rencontrent  deux  droites  fixes. 

En  effet,  les  droites  de  la  congruence  sont  indéterminées  si  on  les  astreint 
à  passer  par  un  point  dont  les  coordonnées  annulent  à  la  fois  les  quatre 
déterminants 

{'ty*h).  te»»1*).  fc*4*«).  (**ïi«J- 

Chacun  de  ces  déterminants  égalé  a  léro  représente  un  hyperboloïde,  d'après 
une  remarque  faite  plus  haut.  Remarquons  maintenant  que  les  deux  droites 
communes  aux  trois  paraboloïdes  obtenus  en  égalant  à  zéro  (£,&),  [y^,), 
(*,  t,}  appartiennent  a  deux  de  ces  hyperboloïdes,  savoir  :  (xt  y,  z,}  =  0  et 
(xiyizt)  =  0.  Désignons  ces  deux  droites  par  (1,  2)  et  (4,  2)'.  Nous  avons 
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six  pareils  couples  de  deux  droites  :  (2,  3)  et  (2,  3)r,  (3,  4)  et  (3,  4)',  etc. 
Les  deux  hyperboloïdes  (x±  y%  z5)  =  0  et  (xk  yi  zt)  =  0  se  coupent  suivant 
deux  autres  droites  qui  rencontrent  dix  des  douze  droites  ci-dessus.  11  en 
résulte  que  ces  deux  droites  appartiennent  aux  deux  autres  hyperboloïdes. 
Ainsi  les  quatre  hyperboloïdes  ont  deux  droites  communes,  et  ces  droites 
sont  rencontrées  par  tous  les  axes.  On  voit  immédiatement  que  la  propriété 
des  points  de  ces  deux  droites,  de  faire  évanouir  à  la  fois  les  quatre  déter- 
minants ci-dessus,  peut  être  interprétée  en  disant  que  ces  points  décrivent 
des  volumes  nuls.  11  est  évident,  en  effet,  que  ces  droites  sont  normales  à 
tous  les  déplacements  de  leurs  points.  Par  conséquent,  ces  points  décrivent 
des  éléments  superficiels.  On  peut  donc  dire  que  : 

Théorème  YI.  —  Tous  les  déplacements  d'un  solide  assujetti  à  deux  condi- 
tions s'obtiennent  par  quatre  rotations  autour  de  quatre  mêmes  droites  prises 
arbitrairement  parmi  celles  qui  rencontrent  deux  droites  déterminées.  Les 
points  de  ces  deux  dernières  droites  décrivent  dès  éléments  superficiels. 

S'il  y  a  cinq  variables,  l'équation  (3)  laisse  subsister,  dans  chaque  axe  de 
rotation,  trois  arbitraires.  Ces  droites  forment  un  complexe.  Cherchons 
celles  de  ces  droites  qui  passent  par  un  point  (x,  y,  z)  et  sont  dans  un  plan 
contenant  ce  point  :  : 

M(X  -s)  +  N(Y  —  y)  +  P(Z  —  *)  =  0. 

La  condition  que  la  droite  passe  par  le  point  donné  fournit,  comme  précé- 
demment, trois  équations  linéaires  et  homogènes  entre  les  cinq  différen- 
tielles dt.  On  exprimera  que  la  droite  est,  en  outre,  contenue  dans  le  plan 
donné  par  l'équation  : 

MA  +  NB  +  PC  =  0, 

qui  est  aussi  linéaire  et  homogène.  Par  suite,  il  y  a  une  droite  satisfaisant 
aux  conditions  données.  Donc  : 

Théorème  VU.  —  Tous  les  déplacements  d'un  solide  assujetti  à  une  condi- 
tion s'obtiennent  par  cinq  rotations  autour  de  cinq  mêmes  droites,  prises  arbi- 
trairement dans  un  complexe  linéaire  déterminé. 

Si  la  condition  donnée  est  celle  du  mouvement  d'un  point  sur  une  surface, 
le  complexe  est  formé  des  droites  qui  rencontrent  la  normale  à  cette  surface, 
et  les  points  de  cette  normale  décrivent  des  éléments  superficiels.  Hais  ce 
fait  ne  se  produit  pas  en  général.  On  verra  sans  peine  qu'il  faut  et  qu'il  suffit, 
pour  qu'il  se  produise,  qu'il  y  ait  une  droite  commune  aux  dix  hyperboloïdes 
obtenus  en  égalant  à  zéro  les  dix  déterminants  (xtyj  2*),  où  les  nombres 
i,j,k  sontl,  2,  3,  4  ou  5.  * 

Enfin,  s'il  y  a  six  variables,  on  parvient  immédiatement  à  ce  théorème  : 


.  —  Toits  tes  déplacements  d'un  solide  libre  s'obtiennent  par 
six  rotations  autour  de  sie  mêmes  droites  prises  arbitrairement. 

En  terminant  cette  note,  je  lerai  remarquer  que  l'on  peut  parvenir  rapi- 
dement aux  résultats  qu'elle  renferme,  en  faisant  usage  de  deux  théorèmes 
que  j'ai  communiques  à  l'Académie  des  sciences  en  1871  et  en  1872,  et  que 
j'ai  déjà  eu  l'occasion  de  signaler  à  notre  Société.  Ces  théorèmes  sont  relatifs 
aux  droites  communes  à  des  complexes  ou  des  congruences  données.  On  en 
déduit  immédiatement,  dans  les  cas  les  plus  simples  :  1"  que  l'ordre  et  la 
classe  de  la  congruence  formée  par  les  droites  communes  à  deux  complexes 
linéaires  sont  l'unité,  ce  qui  d'ailleurs  est  évident  a  priori;  on  en  conclut 
aisément  que  celte  congruence  est  tonnée  par  les  droites  rencontrant  deux 
droites  fixes;  2°  que  les  droites  communes  à  trois  complexes  linéaires  for- 
ment un  hyperboloïde ;  5°  que  les  droites  communes  à  quatre  complexes 
linéaires  sont  au  nombre  de  deux. 

Remarquons  maintenant  que,  pour  un  déplacement  dépendant  d'une 
seule  variable,  les  droites  normales  aux  déplacements  de  leurs  points 
forment  un  complexe  linéaire.  En  prenant  ce  point  de  départ,  dtl  à  M.  Chasles, 
nous  en  concluons  que,  pour  les  déplacements  dépendant  de  deux  variables, 
les  droites  normales  aux  déplacements  de  leurs  points  sont  les  droites 
communes  à  deux  complexes  linéaires.  Elles  rencontrent  donc  deux  droites 
lises,  ce  qui  est  lo  théorème  de  M.  Hannheim.  Pour  les  déplacements  dépen- 
dant de  trois  variables,  les  droites  normales  aux  déplacements  de  leurs 
points  sont  les  droites  communes  à  trois  complexes  linéaires.  Ces  droites 
forment  donc  un  hyperboloïde.  C'est  le  théorème  IV,  ou,  du  moins,  la 
seconde  partie  de  ce  théorème,  d'où  l'on  peut  déduire  la  première.  Pour 
les  déplacements  dépendant  de  quatre  variables,  on  a  de  même  deux  droites 
normales  a  tous  les  déplacements  de  leurs;  points.  C'est  la  seconde  partie 
du  théorème  VI.  J'ajoute  que  cette  théorie  pourrait  facilement  être  faite  par 
la  considération  de  la  composition  des  rotations  ;  mais  je  me  borne  à  cette 
simple  indication. 


bu  (acteur  constant  dans  l'expression  de  e(x)  en  produit  illimité,      * 
par  H.  db  Silar-GKRMAiN. 

(Séance  du  17  décembre  1873) 
Considérons  la  fonction  définie  par  Jacobi  su  moyen  d'une  série  : 
e(*)=l-2s«.s^+2î*cos~-2g»cosÇ  +  ...1 
où  ndus  dirons  seulement  que  à  est  <  1.  On  peut  exprimer  la  fonction 
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comme  produit  d'un  nombre  infini   de  facteurs,  de  la  forme 

\  _  2ç»*+i  cos  y  +  tf4*"*"2» 

avec  un  facteur  indépendant  de  x,  et  que  nous  désignerons  par  ?  (j). 
Une  simple  remarque  permet  de  déterminer  ce  facteur  plus  aisément 
que  ne  l'a  fait  Jacobi.  Égalons  les  expressions  de  s(x)t  ou  mieux  de 


(2K#\ 
j,  en  série  et  en  produit  illimité  : 


1  —  2g cos 2x  -+-  2ç4 cos  Ax  —  2ç» cos  6a:  -f- . . . 

=  9(0)(*— fycosfcc  +  g1)  (l~:Sf*cos8* -+•*•)..*. 

Dans  cette  identité,  je  fais  a;  =  7  ;  il  vient 

4 

(1)  v 1  -  2q* + 2ç"  -  2,»  +  . . .  =  <f(q)(l  +  «*)(1  ±  f)(i  +  $*•)  „ . . 
Faisons  au  contraire  x  =  0,  et  changeons  9  en  9*,  nous  aurons 

Le  premier  membre  est  le  même  que  dans  l'équation  (1),  et  le  second. est 
divisible  par  (l-t-^*)  (1-H?6). ..;  on  a  donc^pn  supprimant  ce  facteur  commun, 

?(9)  =  *{«*)(!  ~  «*)(*  -  9*)li  ~  5«)(1  -  9H)(1  -  9,0)(1  -  fl")  • • • • 

Nous  trouvons  un  produit  de  facteurs  de  la  forme,  i—qu,  où  n  a  toutes 
les  valeurs  de  1  à  00 ,  sauf  celles  qui  sont  multiples  de  4- .  Si  on  multiplie  les 
deux  membres  par  (i — f)  (i—  ?f6)...,  on  n'aura, ptys  de  lacunes,  et  on 
pourra  écrire,  n  variant  de  i  à  <x> , 

d'où 

9(9)       =      ?(^)      —      T(g16)      — 

11(1  —  o     n(*  —  tf*)  ""  nfn^31)  ~  •"" 

On  aura  une  suite  de  rapports  égaux,  dont  les  dénominateurs  tendent 
vers  l'unité;  il  en  est  de  même  du  numérateur,  car  si  dans  l'équation  (1)  on 
remplace  q  par  g4*1,  il  est  évident  que,  pour  p  infini,  ?  (q*)  =  i .  On  a  donc 

9(4)  =  (1  -  f)(\  -  *•)(!  -  «(1  -  *•) .  * . . 

C'est  la  formule  de  Jacobi. 


Sur  le  plan  oscillateur  et  sur  la  sphère  osculatrice ;  par  M.  Sai.tel. 
(Séance  du  14  janvier  1874) 

Théorème  I.  —  Si  une  surface  S  admet  une  droite  A,  toute*  les  courbes  de 
la  surface  tangentes  à  cette  droite  en  un  de  ses  points  a  ont  en  ce  point  même 
plan  osculaleur. 

Ce  pian  n'est  autre  que  le  plan  langent  en  a  à  I. 

Corollaire.  —  Ce  théorème  permet,  dans  une  foule  de  cas,  de  déterminer 
facilement  le  plan  osculaleur  en  un  point  d'une  courbe  gauche;  voici,  par 
exemple,  la  construction  de  ce  plan  dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  est 
une  cubique  déterminée  par  sa  tangente  aT,  son  point  de  contacta,  et  quatre 
points  1,2.3,4. 

Joignez  le  point  a  aux  quatre  points  1,  2,  a,  4,  rimsidèrrz  les  droites  aT, 
(al),  (aïi),  (a3),  fa4),  coupez-les  par  un  plan  arbitraire,  soient  t,  l'.2',3',  i' 
tes  points  obtenus;  déterminez  la  tangente  0  au  point  t  à  la  conique  définie 
var  les  cinq  points  t,  1',  2',  5',  V  ;  le  plan  aTe  est  le  plan  demandé. 

Théorème  II.  —  Si  une  surface  s  admet  une  section  circulaire  c,  toutes  les 
courbes  de  la  surface  osculatrices  à  ce  cercle  en  un  de  ses  points  a  ont  en  ce 
point  même  sphère  osculatrice. 

Cette  sphère  n'est  autre  que  la  sphère  passant  par  c  et  tangente  en  a 
as. 

Corollaire.  —  Ce  théorème  permet  de  déterminer  facilement,  dans  une 
foule  de  cas,  la  sphère  osculatrice  en  un  point  d'une  courbe  gauche;  voir, 
par  exemple,  la  construction  de  cette  sphère  dans  le  cas  particulier  où  la 
courbe  est  cubique  (Bulletin  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  1873). 


EXTRAITS  DES  PROCÈS-VERBADX 


SÉANCE  DU  MERCREDI  1*  JANVIER  1871 

FKisiDEKCE   DE  M.    CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 
Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 
H.  Civiale,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  à  Paris. 
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L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

Le  président  donne  lecture  d'une  lettre  de  M.  Henri  Sainte-Claire  Deville, 
annonçant  que  le  Ministère  de  l'instruction  publique  souscrit  à  vingt  exem- 
plaires du  Bulletin  de  la  Société. 

Le  secrétaire  donne  lecture,  de  la  part  de  H.  Saltel,  d'une  note  Sur  le 
plan  osculateur  et  sur  la  sphère  osculatrice. 

La  Société  procède,  par  la  voie  du  scrutin,  au  remplacement  des  membres 
sortants  du  Bureau  et  du  Conseil,  qui  se  trouvent  ainsi  constitués  : 

Président M.  LAFFON  DE  LADÉBAT. 

M.  RESAL. 

Vice-Présidents I  M    ÉLIE  DE  ,BEA™0KT. 

(  M^  BIENAYME. 


Secrétaires J 


M.  DE  LA  GOURNERIE. 

M.  BRISSE. 
M.  LAGUERRE. 

M.  LÉTÏ  (Albert). 


Vice-Secrétaires (  M   LAURm 

Trésorier M.  ANDRÉ  (Désiré). 

Archiviste M.  HOUBIGANT. 

M.  BONNET  (Ossian). 

M.  BOURG  ET. 

M.  CoLLIGNON. 

M.  DARBOUX. 

M.  HALPHEN. 

m     v      j    p        -.  i  *•  HÀTON  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 

Membres  du  Consul ^  M.  JORDAN. 

M.  LEVY  (Maurice). 
M.  MANNHEIM. 
M.  PAINVIN. 
M.  PROTCHE. 

M.  SERRET  (J.-A.). 

M.  AOUST  (L'abbé). 
Membres  du  Conseil  non  résidents.  (     '  pknumsTjvjt 

M.  WEYH  (Emile). 

Sur  la  proposition  écrite  de  plusieurs  membres  de  la  Société,  H.  Chasles 
est,  à  l'unanimité,  proclamé  président  honoraire. 

H.  Bourget,  aji  nom  de  la  Commission  des  comptes,  donne  lecture  de  son 
rapport  sur  la  gestion  du  trésorier. 

Le  Société,  adoptant  les  conclusions  du  rapporteur,  vote  des  remerci- 
ments  à  H.  Désiré  André. 


«.  * 


SÉANCE  DU  MERCREDI  28  JANVIER  187* 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    ÉLIt 


Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Hermite,  membre  de  l'Institut,  à  Paris;  Marin,  directeur  de  l'exploi- 
tation des  chemins  de  fer  de  l'Est,  à  Paris  ;  de  Rancy,  sous-direcleur  de  la 
compagnie  dasswances  l'Aigle,  à  Paris;  Henry,  ingénieur  des  ponts  et 
chaussées,  à  Romoraiitin  ;  Bremard,  architecte,  à  Paris, 

L'élection  aura  lien  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  résolution  numé- 
rique des  équations. 

M.  Darboux  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  la  théorie  des  fonc- 

M.  Fourel  communique»  la- Société  une  note  Sur  l'application  du  principe 
de  correspondance  à  la  détermination  du  nombre  des  solutions  d'un  système 
d'équations  simultanées. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  11  FÉVRIER  1874 

PRÉSIDÉE    PIB    H.    CHASLES 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

N.  José  Gonzalez,  consul  des  États-Unis  de  Colombie,  directeur  de  l'obser- 
vatoire de  Bogota. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

H.  Laguerre  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  normales  abais- 
sées d'un  point  donné  sur  une  surface  du  second  ordre . 

H.  Halphen  communique  à  la  Société  une  note  Sur  quelques  propriétés 
des  courbes  gauches  algébriques. 

H.  Pain  vin  communique  à  la  Société  une  noie  Sur  les  conditions  que  doit 
remplir  une  conique  pour  avoir  un  contact  du  5*  ordre  avec  une  courbe  d'or- 
dre quelconque.  • 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  ta 
disposition  géométrique  d'une  tablette  de  jeu  des  anciens  Égyptiens. 


-  67  - 
SÉANCE  DD  MERCREDI  25  FÉVRIER  1874 

PRÉSIDÉE  PAR  M.  EUE  DE  BEAUMONT 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  communique,  de  la  part  de  H.  Turquari,  une  note  Sur  Fin- 
tégration  de  quelques  équations  différentielles. 

Le  secrétaire  communique,  de  la  part  de  H.  H.  Laurent,  une  note  Sur  la 
théorie  des  roulettes  gauches.  # 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  une  noté  Sur  les  systèmes  de  courbes 
transcendantes. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  théorie  dès  courbes 
qui  se  correspondent  point  par  point  dans  les  surfaces  gauches. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  11  MARS  1874 

PRÉSIDÉE  PAR  M.   GHA8LE8 


i  ■  ■ 


Le  secrétaire  donne  lecture  d'une  lettre  de  M.  Resal  qui  fait  hommage  à 
la  Société  d'une  traduction  inédite  du  mémoire  de  M.  Adams  sur  la  planète 
Neptune. 

M.  Jordan  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  les  formes  bilinéaires. 

M.  Darboux  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  les  forme*  quadra- 
tiques. 

SÉANCE  DU  MERCREDI  25  MARS  1874 

PRÉSIDÉE  PAR   M.    RESAL 

M.  Resal  fait  part  à  la  Société  de  la  perte  douloureuse  qu'elle  vient  d'é- 
prouver en  la  personne  de  son  président,  M.  le  vice-amiral  Laffon  de  Ladé- 
bat,  décédé  à  Paris,  le  24  de  ce  mois.  Sur  l'invitation  du  ministre  de  la  ma- 
rine,  l'un  des  vice-présidents  de  la  Société  tiendra  l'un  des  cordons  du 
poêle  pendant  la  cérémonie  funèbre. 

M.  Painvin  communique  à  la  Société  une  note  Sur  lé  contact  des  courbez 

* 

et  des  coniques. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  un  Mémoire  sur  les  systèmes  généraux 
de  courbes  planes,  algébriques  ou  transcendantes,  définis  par  deux  caracté- 
ristiques. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  Une  note  Sur  un  point  de  la  théori 
du  contact. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  8  AVRIL  1874 

PKÉëlBiE    na   M.    REBiL 

M.  Resal,  en  sa  qualité  de  vice-p  réside  ni  ayant  représenté  la  Société  aui 
obsèques  de  M.  le  vice- a  m  irai  LalTon  de  Ladébal,  rend  compte  de  sa  mis- 
sion. 

Le  secrétaire  annonce  que  la  Société  royale  astronomique  de  Londres,  la 
Société  Mathématique  di-  Londres,  la  Société  royale  d'Edimbourg,  la  Société 
des  sciences  physiques  et  naturelles  rie  bordeaux,  acceptent  le  Bulletin  ta 
échange  de  leurs  Publications. 

M.  Nicolaïdt'sfait  hommage  a  la  Société  de  ses  Analectes. 

Le  secrétaire  communique  à  la  Société,  de  la  part  de  M.  Brocard,  des 
Propriétés  nouvelle*  du  quadrilatère  et  du  triangle. 

M.  Jordan  communique  à  la  Société  un  Mémoire  sur  une  application 
de  la  théorie,  des  substitutions  à  l'élude  des  tfjugfWHJ  differtHtieUtl  linéaires. 

M.  Brisse  communique  à  la  Société  la  Démonstration  d'un  tliéorème  de 
Joackimsthal  relatif  à  la  tliéorie  des  normales  aux  coniques. 

M.  Fourel  communique  à  la  Société  une  noie  Sur  quelques  propriétés  des 
épiey  cl  aides . 

M.  Graindorge  fait  hommage  a  la  Société  de  sa  traduction  de  la  Théorie 
des  jonctions  elliptiques,  de  Schlcemich,  de  son  Mémoire  sur  l'intégration 
des  équations  de  la  dynamique,  et  de  son  Mémoire  sur  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles  du  premier  et  du  second  ordre. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  22  AVRIL  1874 

PRÉSIDÉE    FtB   H.    RSSAL 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

H.  Edouard  Lucas,  professeur  de  mathématiques  spéciales,  à  Moulins. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  Resal  lait  hommage  à  la  Société  d'une  note  de  M.  Transon  Sur  une 
formule  de  Wronski. 

H.  Darboui  présente  à  cet  sujet  quelques  observations, 

M.  Halphen  communique  à  la  Sociélèune  note  Sur  les  points  singulier!  et 
sur  les  développées  des  dîner*  ordres  de»  courbes  algébriques. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Sur  quelques  propriétés  des  courbes  gauches  algébriques;  par  H.  Halphen. 

(Séance  du  11  février  1874) 

Une  des  plus  importantes  propriétés  que  Ton  rencontre,  dés  le  début, 
dans  l'étude  des  courbes  algébriques  planes,  consiste  en  ce  que  toutes  les 
courbes  d'un  degré  donné  sont  des  cas  particuliers  d'un  même  être  géo- 
métrique, la  courbe  plane  générale  de  ce  degré.  On  conçoit  donc  immédia- 
tement l'existence,  pour  toutes  ces  courbes,  de  propriétés  communes  et  ne 
dépendant  que  d'une  seule  variable,  le  degré.  C'est  ainsi  que  le  nombre  des 
points  d'inflexion,  celui  des  sommets,  celui  des  points  de  rencontre  avec  une 
ligne  donnée,  s'expriment  par  des  fonctions  du  degré. 

Pour  les  courbes  gauches  algébriques,  il  n'en  est  point  de  même.  On  ne 
connaît,  en  effet,  aucun  être  géométrique  qui  comprenne,  comme  cas  parti- 
culiers, toutes  les  courbes  gauches  d'un  degré  donné.  On  ne  peut  donc,  pour 
aucune  propriété  des  courbes  gauches,  si  générale  qu'elle  soit,  affirmer 
a  priori  qu'elle  ne  dépend  que  du  degré.  Il  existe  cependant  de  telles  pro- 
priétés :  c'est  ainsi  que  le  nombre  des  points  de  rencontre  d'une  courbe  gau- 
che avec  une  surface  donnée  ne  dépend,  quant  à  la  courbe,  que  de  son 
degré. 

En  avançant  davantage  dans  l'étude  des  courbes  gauches  algébriques,  on 
y  a  reconnu  l'existence  de  plusieurs  propriétés  ne  dépendant  que  de  deux 
variables,  le  degré  et  le  nombre  des  points  doubles  apparents.  Mais  il  faut 
bien  se  garder  de  croire  que  toutes  les  courbes  gauches,  pour  lesquelles  ces 
deux  nombres  ont  des  valeurs  données,  soient  des  cas  particuliers  d'une 
seule  et  même  courbe  générale  satisfaisant  à  cette  même  condition.  Ce  fait 
est,  il  est  vrai,  exact  pour  les  degrés  les  plus  simples.  Hais  dès  qu'on  en- 
visage les  courbes  de  degré  un  peu  élevé,  on  en  reconnaît  facilement  Fin- 
exactitude,  ainsi  qu'on  s'en  convaincra  par  l'exemple  suivant,  choisi  parmi 
les  plus  simples. 

L'intersection  complète  de  deux  surfaces  du  troisième  degré  est  une  li- 
gne du  neuvième  degré  ayant,  d'après  une  formule  bien  connue,  18  points 
doubles  apparents.  On  reconnaît  aisément  que  cette  ligne  est  déterminée 
par  18  de  ses  points,  c'est-à-dire  qu'elle  renferme  36  arbitraires.  Désignons- 
la  par  la  lettre  C. 

Considérons,  d'autre  part,  la  ligne  C',  tracée  sur  un  hyperboloîde  et 
rencontrant  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface  respectivement  en  6  et 
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en  5  points.  Celte  ligne,  qui  esf  aussi  du  $mr  degré,  possède  aussi  18  points 
doubles  apparents.  D'après  les  formules  bien  connues  qu'a  données  H.  Chas- 
les,  elle  renferme  27  arbitraires,  l'hyperboloïde  élant  donné.  Par  suite,  celte 
surface  n'étant  pas  donnée,  la  b'gne  C  renferme  27  -+-  9  =  36  arbitraires. 

Si  l'on  demande  les  courbes  du  9""  degré,  sans  singularités,  et  ayant  18 
points  doubles  apparents,  on  obtient  donc,  par  les  courbes  C  et  C,  deui  so- 
lutions du  problème.  Ces  solutions  sont  d'ailleurs  les  seules;  elles  diffèrent 
entre  elles  et  ont  le  même  degré  de  généralité,  puisqu'elles  renferment  le 
même  nombre  d'arbitraires.  Ces  deux  courbes  ont  en  commun  toutes  les 
propriétés  ne  dépendant  que  de  ces  deux  nombres,  le  degré  et  le  nombre 
des  points  doubles  apparenta.  Mais  elles  diffèrent  à  l'égard  des  autres.  Elles 
différent  au  point  de  vue  du  degré  minimum  des  surfaces  qui  les  contien- 
nent. Elles  diffèrent  encore  au  point  de  vue  du  degré  minimum  des  surfaces 
monoides  qui  y  passent  :  pour  la  courbe  C,  ce  degré  est  5;  pour  la  courbe 
C,  ce  degré  est  égal  a  6. 

Il  serait  d'un  très-grand  intérêt  de  connaître  le  caractère  général  des 
propriétés  des  courbes  qui  ne  dépendent  que  du  degré  et  du  nombre  des 
points  doubles  apparents.  U  dèlerminaiton  des  formules  relatives  à  ces  pro- 
priétés en  serait  généralement  rendue  très-facile  par  le  moyen  des  équations 
fonctionnelles. 

Qu'il  s'agisse,  par  exemple,  de  déterminer  le  degré  de  la  surface  engen- 
drée parles  droites  qui  rencontrent  en  trois  points  différents  une  courbe 
gauche  algébrique.  En  admettant  que  ce  degré  ne  dépende  que  de  celui  de 
la  courbe  et  du  nombre  de  ses  points  doubles  apparents,  on  le  détermine 
avec  la  plus  grande  facilité  au  moyen  des  équations  fonctionnelles  (Voyez 
Salhon-Fiedler,  Analytitcke  Géométrie  des  fiaumes,  t.  II,  p.  528  ;  Leipiig, 
1865).  Mais  l'hypothèse  n'étant  nullement  justifiée  a  priori,  la  démonstra- 
tion n'a  aucune  valeur.  Elle  serait  au  contraire  entièrement  rigoureuse,  et 
la  plus  rapide  de  toutes,  si  l'on  possédait  le  moyen  de  reconnaître  a  priori 
que  l'hypothèse  est  exacte. 

Le  degré  de  la  surface  dont  il  s'agit,  ainsi  que  les  formules  relatives  à 
beaucoup  d'autres  propriétés  des  tourbes,  ne  dépendant  que  de  leur  degré 
et  du  nombre  de  leurs  points  doubles  apparents,  a  été  déterminé  en  toute 
rigueur  par  H.  Zeuthen  (Annali  dï  mat.,  ser.  H,  t  III).  Je  me  propose  de 
donner  ici  quelques  autres  formules,  qui  sont  dans  le  même  cas,  et  qui  ne 
me  paraissent  pas  avoir  été  publiées  jusqu'à  présent.,, 

Je  m'appuierai  sur  tes  deux  lemmes  suivants,  dont  la  démonstration  est 
si  facile  que  je  crois  pouvoir  me  dispenser  de  la  donner. 

Lewie  I.  — Par  chaque  point  d'une  courbe  gauche  algébrique  postent  deux 
séries  de  plans,  relatifs  à  ce  point.  Soient  m  et  m,  les  nombres  respectifs  de 
ces  plant  relatifs  à,un  même  point,  et  cetc^le»  classes  respectives  de  leurs 
enveloppes.  Soit  enfin  x  le  nombre  des  couples  de  plans  des  deux  séries,  rela- 


—  7i  - 

tifs  à  un  même  point,  et  qui  coïncident.  Les  intersections  des  plans  ae 
Vune  et  Vautre  série,  relatifs  à  un  même  point,  forment  une  surface  de  degré 
moi-hm^  —  x. 

Lehme  II.  —  Sur  une  surface  réglée  de  degré  p,  considérons  une  courbe  Q, 
de  degré  q,  qui  soit  rencontrée  en  t  points  par  les  génératrices  rectilignes  de  la 
surface,  et  par  chaque  point  de  laquelle  passent  x  génératrices.  Soit  déplus  i 
le  nombre  des  génératrices  de  la  surface  située*  à  t  infini.  Par  chaque  point 
de  Q,  on  mène  les  plans  perpendiculaires  aux  génératrices  qui  y  passent  :  la 
classe  de  V enveloppe  de  ces  plans  estpt-hqx  —  it(x~hl). 

Appliquons  le  lerame  II  à  une  courbe  Q,  sans  singularité,  de  degré  q  et 
de  classe  r,  et  à  la  surface  développable  dont  elle  est  Jf  arête  de  rebrousse- 
ment.  Nous  avons  ici 

1=1,  p=x,  x=*>  *=(h 

Nous  trouvons  alors  que  la  classe  de  l'enveloppe  des  plans  normaux  à  Q  est 
g-h  r,  ce  qui  est^bi.en  connu. 

Appliquons  le  Iemme  I  à  la  même  courbe,  en  considérant  les  deux  séries 
des  plans  normaux  et  osculateurs.  La  classe  de  l'enveloppe  de  ces  derniers 
est,  comme  on  sait,  égale  à  3(r  —  q).  D'ailleurs,  il  n'existe  çucun  point  de 
la  courbe  où  le  plan  normal  et  le  plan  osculateur  coïncident,  bonc  on  q 

c=r  +  q,   6|=±=5(r— -'ç),m  =  m^:=l,   «a=0.  m 

.  .  '  ». 
Par  suite,  le  degré  de  la  surface  des  normales  principales  est 

c-fc4  =  4r  — 2^. 

Appliquons  le  lemme  II  à  la  courbe  Q  et  à  la  surface  de  ses  normales 
principales.  Remarquons  que  la  normale  principale  relative  à  un  point  à 
l'infini  est,  en  général,  à  l'infini.  Nous  aVons  ici  '       '         '   ' 

Nous  trouvons  ainsi  la  classe  de  l'enveloppe  des  plans  rectifiants  de  Q,  qui 
est  égale  kir — Zq. 

Ce  dernier  résultat  s'obtient  encore  au  moyen  du  lemme  I.  Considérons, 
en  effet,  les  deux  séries  des  plans  osculateurs  et  rectifiants.  On  aura  ici 
c=3(r  —  q),  et  ct  sera  inconnu.  Mais  on  sait  que  le  degré  de  te  surface 
formée  par  leurs  intersections,  qui  est  la  développable  dont  Q  est  l'arête  de 
rehaussement,  est  égal  à  r.  D'ailleurs  le  nombre  x  des  points  de  Q  où  les 
deux  plans  coïncident  est  facile  à  déterminer.  C'est,  en  effet,  le  nombre  des 
plans  osculateurs  isotropes.  \\  resterait  à  montrer  que  chacun  de  ces  plans 
ne  figure  que  pour  une  unité  dans  le  nombre  x.  Je  ne  m'arrêterai  pas  sur 
ce  point,  facile  à  élucider,  et  j'écrirai  donc 

*  =  6(r  —  ç),    £t  +  3(r-ç)  =  r  +  6(r  —  q). 


On  Obtiendra  aussi  de  deux  manières  le  degré  delà  surface  engendrée  par 
les  1 1 1 m 1 1  m.-i 1 1 ■■-  de  Q  : 

i°  Par  le  leinme  I,  en  considérant  les  deux  séries  des  plans  normaux  el 
reeU  liants.  Ils  coïncident  quand  la  tangente  est  isotrope;  c'est-à-dire  2r 
fois.  Le  degré  cherché  est  donc 

[ir  —  Zq)  +  {q  +  r)  —  2r  =  5r  —  2ç. 

2°  Par  le  lemme  II,  eu  remarquant  que  q  biuormales  sont  à  l'infini,  et 
que,  par  suite,  le  degré  cherché,  diminué  de  i/,  reproduit  la  classe  de  t'en- 
veloppe du  plan  osculaieur.  Donc  celte  classe  5(r  —  q),  augmentée  de  q, 
est  le  degré  cherché  :  3r  —  <2q. 

Nous  résumons  ces  résultats  de  la  manière  suivante  : 

Théorème.  —  Pour  une  courbe  gauche  de  degré'  q  et  de  clame  r,  sans 
singularité, 

1°  L'enveloppe  des  plan*  rectifiants  est  de  la  classe  ir  —  5c, 

2U  La  surjaée  des  normales  principales  est  de  degré'  \r  —  2q. 

5°  La  surface  de*  binormates  est  de  degré  Tir — 1q  (*). 

J'ajoute  encore  que  l'on  peut  aisément  déterminer  ; 

Le  nombre  des  normales  priai  ijiales  qui  rencontrent  de  nouveau  la  courbe, 
et  qui  est  égala  (q  —  1)  {\q  —  2r) —  3r; 

Le  nombre  des  biuormales  qui  rencontrent  de  nouveau  la  courbe,  et  qui  est 
égalà(q  —  i)  (3r  —  2g)  —  r; 

Le  nombre  des  droites  à  distance  finie  qui  sont  normales  à  la  courbe  en 

deux  points  différents,  et  qui  est  égal  à    (?  +  fH^t'r~  j — .  2r. 

Ce  dernier  résultat  s'applique  également  aux  courbes  planes;  on  doit  alors 
faire  r?=q(q — 1}. 


Mémoire  sur  les  systèmes  généraux  de  courbes  planes,  algébriques  ou  trans- 
cendantes, définis  par  deux  caractéristiques;  par  H.  Foubet. 
[SéaoceduSS  mare  1874) 

I.  Définition  des  systèmes  généraux  db  courbes.  —  La  notion  des  systèmes 
de  courbes  planes  algébriques,  introduite  dans  la  science,  il  y  aune 

1*)  Dans  l'ouvrage  précédemment  cité,  M.  Fiedler  donne,  sans  démonstration,  pour  tes 
degrés  de  ces   deux  dernièree   surlaces,   et  dans  un  cas   particulier,   du  évaluations 
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dizaine  d'années,  par  H.  Chasles,  a  conduit,  comme  on  le  sait,  l'illustre  géo- 
mètre et  ceux  qui  l'ont  suivi  dans  cette  voie,  à  des  résultats  fort  impor- 
tants. 

Dans  ce  genre  de  recherches,  on  considère  l'ensemble  des  courbes  d'un 
môme  degré,  d'ailleurs  quelconque,  satisfaisant  à  des  conditions  communes, 
en  nombre  inférieur  d'une  unité  au  nombre  de  conditions  nécessaire  pour 
déterminer  de  pareilles  courbes. 

L'ensemble  de  ces  courbes  forme  ce  que  Ton  appelle  un  système.  Parmi 
ces  courbes,  il  en  existe  nécessairement  un  nombre  déterminé  p,  passant 
par  un  point  quelconque,  et  un  nombre  déterminé  v,  tangentes  à  une  droite 
quelconque.  Ces  deux  nombres  sont  appelés  les  deux  caractéristiques  du  sys- 
tème :  ils  le  caractérisent  en  ce  sens  qu'ils  permettent  d'énoncer,  sous  une 
forme  simple,  une  multitude  de  propriétés  de  ce  système. 

Or,  parmi  ces  propriétés  quelques-unes  dépendent  de  l'ordre,  de  la  classe, 
ou  des  particularités  qui  distinguent  les  courbes  du  système  ;  d'autres,  au 
contraire,  en  sont  complètement  indépendantes,  et  s'expriment  uniquement 
à  l'aide  des  deux  caractéristiques  p.  etv.  D'autre  part,  il  arrive  fréquemment 
que  des  systèmes  de  courbes,  du  même  degré,  ou  de  degrés  différents,  et 
satisfaisant  à  des  conditions  très-différentes,  ont  cependant  les  mêmes  ca- 
ractéristiques. Cette  double  remarque  m'a  suggéré  l'idée  de  considérer 
comme  des  cas  particuliers  d'un  système  plus  général  tous  les  systèmes 
définis  par  les  deux  mêmes  caractéristiques,  quelles  que  soient  les  parti- 
cularités (ordre,  classe,  etc.)  ou  les  propriétés  communes  aux  courbes  de 
l'un  quelconque  de  ces  systèmes.  En  cherchant  ainsi  à  réunir  par  un  lien 
commun  tous  les  systèmes  particuliers  de  courbes  algébriques  de  mêmes 
caractéristiques,  j'ai  reconnu  qu'ils  satisfont  à  un  même  type  d'équation  dif- 
férentielle, dont  la  forme  la  plus  générale  peut  être  considérée  comme  défi- 
nissant un  système  général  (p,v). 

Ce  système  général  (p,v)  comprend,  comme  cas  particuliers,  outre  les 
systèmes  algébriques  de  mêmes  caractéristiques,  une  infinité  de  systèmes  de 
courbes  transcendantes.  On  est  ainsi  amené  à  ajouter  à  l'étude  des  systèmes 
de  courbes  algébriques  celle  des  systèmes  de  courbes  transcendantes,  ou 
plutôt  à  les  comprendre  indistinctement  dans  une  même  étude,  celle  des 
systèmes  généraux  de  courbes  définis  par  4eux  caractéristiques. 

H.  Démonstration  de  l'existence  des  systèmes  de  courbes  transcendantes.  — 
Considérons  une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  à  deux  variables 


(i)  •(•*£)=•. 


que  nous  supposerons  algébrique,  entière  et  rationnelle.  On  sait  qu'une  pa- 
reille équation  représente  une  infinité  de  courbes,  en  général  iranscen- 


dantes,   et  que  si  -^  y  figure  audegrêp,  il  existe  pde  ces  courbes  qui  pas- 
sent par  tin  point  quelconque  du  plan. 
Pour  avoir  les  courbes  tangentes  â  une  droite  quelconque 

(2)  y  =  ar.  +  b, 

on  peu!  déterminer  les  z  des  points  de  contact  au  moyen  de  l'équation 

<f(x,aX  +  b,a}=0. 

Cette  équation,  de  même  que  (I),  est  algébrique,  entière  et  rationnelle,  et 
son  degré  «  est  égal  au  nombre  des  points  de  contact  de  la  droite  (2)  avec 
les  courbes  définies  par  (1). 

L'ensemble  de  ces  courbes  est  donc  tel,  qu'il  en  passe  un  nombre  déter- 
miné f*  par  un  point  quelconque  et  qu'il  y  en  ait  un  nombre  déterminé  v  qui 
touchent  une  droite  quelconque  ;  il  forme  par  suite  un  système  a  caracté- 
ristiques p  et  v. 

Je  dis  que,  réciproquement,  tout  ensemble  de  courbes  remplissant  ces 
conditions,  et  formant  par  suite  un  système  (fi.v),  satisfait  nécessairement  à 
une  équation  différentielle  algébrique. 

En  effet,  on  voit  immédiatement  que  le  lieu  des  points  de  contact  des 
tangentes  de  ces  courbes,  issues  d'un  point  0  quelconque  du  plan,  est  une 
courbe  algébrique  d'ordre  p  +  ■■>,  ayant  un  point  multiple  d'ordre  fi  en  0. 

Cela  est  encore  vrai,  si  l'on  suppose  le  point  0  à  l'infini,  dans  la 
direction  ' 


Or  l'équation  du  lieu  ainsi  obtenu  n'est  autre  que  l'équation  différentielle 
des  courbes  du  système,  dans  laquelle  on  remplace  j  -  par  a  ;  par  consé- 
quent, cette  équation  doit  être  algébrique,  entière  et  rationnelle,  et  de  de- 
gré jx-r-v  par  rapport  à  x  et  y.  Il  est  d'ailleurs  évident  qu'elle  doit  être 

algébrique  de  degré  u  en  -^-,  puisqu'elle  doit  déterminer  f»  courbes  pas- 
sant par  un  point  quelconque.  ' 

Donc,  en  résumé,  il  existe  des  système  de  courbes  transcendantes,  et  les 
courbes  d'un  pareil  système  satisfont  à  une  même  équation  différentielle 
algébrique. 

111.  Équation  générale  dbs  systèmes  db  courbes.  —  L'équation  différen- 
tielle la  plus  générale  des  systèmes  (p,v)  de  courbes,  algébriques  ou 
transcendantes,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(S)         '  «BMr*.  MV1=«. 
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dans  laquelle 

ta-*? 

(4)  ]         dx 

♦  étant  un  polynôme  de  degré  p  par  rapport  à  l'ensemble  des  variables  a  et  /3, 
de  degré  v  par  rapport  à  l'ensemble  des  variables  x  et  y. 

En  effet,  par  un  point  quelconque  (x,y)  passent  p  des  courbes  (3);  car,  eh 
substituant  dans  (3)  les  expressions  (4)  de  a  et  |3,  on  obtient  une  équation 

de  degré  f*  en  —• 

Pour  avoir  le  nombre  des  courbes  tangentes  à  une  droite  quelconque,  il 
suffit  de  remarquer  que  les  expressions  (4)  de  a  et  p  ne  sont  autre  chsoe 
que  le  coefficient  angulaire  et  l'ordonnée  à  l'origine  d'une  droite  tangente  à 
une  courbe  (3).  En  choisissant  arbitrairement  les  coordonnées  a,  |3,  de  cette 
droite,  le  système  des  équations  (3)  et  (4)  conduit  à  une  équation  de  degré  v 
en  x  ou  y,  qui  détermine,  conjointement  avec  la  deuxième  des  équations 
(4),  v  points  de  contact  des  courbes  (3)  avec  la  droite  (a,|3). 

Il  est,  par  suite,  démontré  que  l'équation  (3)  représente  un  système 

(/*>")• 
Réciproquement,  tout  système  (p,v)  peut  être  représenté  par  une  équation 

différentielle  algébrique  de  la  forme  de  l'équation  (3). 

En  effet,  nous  avons  déjà  vu  (art.  II),  que  tout  système  (p,v)  peut  être  re- 
présenté par  une  équation  différentielle  algébrique 


<P 


(**•£)=»• 


Cette  équation,  si  l'on  y  fait  -^  =  a,  devient  l'équation  du  lieu  des  points 

r     •  •  • 

de  contact  des  courbes  du  système  avec  des  droites  parallèles  à  la  direction 

y  =  9.x. 

Hais  ce  lieu  étant  de  degré  f*4-  v,  et  ayant  un  point  multiple  d'ordre  /*  à 
l'infini  dans  la  direction  y  =  axy  son  équation  doit  être  de  la  forme 

(5)        R(y  -  ax)*  +  (S^a  +  S,)(y  -  ax)*-*  +  ... 

dans  laquelle  R,S,  ...,V  désignent  des  polynômes  homogènes  de  degré  v  en  x 
et  y,  et  P  des  polynômes  complets  également  de  degré  v  en  a:  et  y. 
On  voit  en  effet  immédiatement  que  l'équation  (5)  satisfait  à  la  double 
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condition  ;  1°  de  représenter  une  courbe  d'ordre  p4-*  ayant  un  point 
multiple  d'ordre  «  à  l'infini  dans  !a  direction  y  =  ax;  2°  d'être  de  degré  ft 
par  rapport  à  o,  c'est-à-dire  de  représenter  à  un  autre  point  de  vue,  et 
comme  équation  différentielle,  un  ensemble  de  courbes  dont  j/  passent  par 
un  point  quelconque. 

On  voit  de  plus,  sans  difficulté,  que  l'équation  ia)  es!  l'équation  la  plus 
générale  satisfaisant  à  cette  double  condition.  Or,  dans  cette  équation,  nous 
pouvons,  en  vertu  des  relations  (4),  remplacer  y  —  <tx  par  — fî;  nous  la 
transformons  alors  en  une  équation  de  la  forme  (3),  c'esl-a-dire  contenant 
a  et  p  ensemble  au  degré  u,  x  et  y  ensemble  au  degré  ». 

Tout  système  fft.v)  de  courbes  peut  donc  être  défini  par  une  pareille 
équation. 

IV.  Rkmahqdes.  —  t"  A  cause  des  relations  (4),  l'équalion  (51  peut  être 
écrite  d'une  infinité  de  manières  sous  la  forme  (5)  :  la  plus  simple  est  celle 
qui  consiste  à  remplacer  y—  ax  par  —  p  dans  (S). 

2°  Le  nombre  des  coefficcnts  de  (5),  après  que  l'on  a  divisé  par  l'un  d'eux, 
est  fc+  )'v+  )  l*  +  v+  )  _  j  Te|  est  ie  nomure  des  conditions  néces- 
saires pour  déterminer  un  système  général  (p,v). 

L'équation  la  plus  générale  de  la  forme  (3)  contenant 

(E  +  ilfr-t-gH.+  iH.  +  g)     , 

coefficients,  il  y  en  a  sur  ce  nombre  ^ -^ '  surabondants;  on 

peut  les  faire  disparaître  en  se  servant  des  relations  de  (4).  m 

3°  L'équation  (3),  en  vertu  des  relations  (5),  peut  être  considérée  à  la  fois 
comme  l'é  juation  différentielle  ponctuelle  et  l'équation  différentielle  tan- 
gentielle  du  système  (jm).  En  substituant  les  expressions  (5)  de  a  et  p,  on  a 
la  première  forme.  Pour  avoir  la  seconde,  il  suffit  de  tirer  de  (5) 


(«J 


I  ï  =  «^-fc 


et  de  substituer  ces  expressions  dans  (3). 

Cette  double  signification  de  l'équalion  (3),  contenant  à  la  fois  les  coor- 
données ponctuelles  et  langenlielles  des  mêmes  courbes,  nous  parait  con- 
stituer un  fait  intéressant  au  point  de  vue  de  la  géométrie  analytique. 

4"  Si,  dans  l'équation  (3),  on  change  x  eu  a,  yen  p,  et  réciproquement,  on 
forme  une  nouvelle  équation  qui  représente  un  système  (v,u)  corrélatif  du 
système  («,*)  représenté  par  l'équation  (3).  Il  résulte  de  cette  remarque 
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qu'ayant  démontré  une  propriété  quelconque  d'un  système  de  courbes,  on 
sera  en  droit  d'en  conclure,  sans  démonstration,  la  propriété  corré- 
lative. 

5°  On  peut  supposer,  comme  cas  particulier,  que  les  termes  en  a  et/3 
disparaissent  de  l'équation  (3)  (/*  =  0);  cette  équation  ne  contient  plus  alors 
que  x  et  y  au  degré  y,  et,  par  suite,  le  système  qu'elle  représente  se  réduit  à 
une  courbe  algébrique  du  degré  v. 

Si,  au  contraire,  ce  sont  les  termes  en  x  et  y  qui  manquent  dans  (3) 
(v  =  0),  on  a  l'équation  tangentielle  d'une  courbe  algébrique  de  la 
classe  u. 

Les  courbes  algébriques  se  présentent  ainsi,  et  de  deux  manières,  comme 
cas  très-particulier  des  systèmes  généraux  de  courbes  ;  de  telle  sorte  qu'une 
courbe  algébrique  du  me  ordre  et  de  la  ne  classe  peut  être  considérée,  soit 
comme  un  système  (p=0,  v  =  m)  de  points,  soit  comme  un  système 
(p=n,  v=0)  de  droites.  La  géométrie  a  deux  dimensions,  ayant  pour  élé- 
ments le  point  et  la  ligne  droite,  devient  en  quelque  sorte  un  cas  particulier 
d  une  géométrie  plane  plus  générale,  dans  laquelle  les  points  et  les  droites 
sont  remplacés  par  certaines  courbes  transcendantes.  Cette  géométrie  des 
systèmes,  étendue  à  l'espace,  n'est  d'ailleurs  autre  chose  que  la  géométrie 
dont  Plûcker  a,  dans  ces  dernières  années,  ouvert  la  voie  ;  seulement  elle 
se  présente  ici  avec  un  domaine  notablement  agrandi. 

V.  Propriétés  des  systèmes  généraux  de  courbes.  —  Dans  un  prochain 
travail,  nous  montrerons  comment  on  peut  étendre  aux  systèmes  de  cour- 
bes la  plupart  des  propriétés  des  courbes  algébriques,  spécialement  celles 
qui  ont  rapport  aux  transversales,  aux  polaires  et  aux  axes  harmoniques, 
aux  faisceaux  et  aux  involutions,  etc.  Pour  le  moment,  nous  nous  proposons 
de  faire  voir,  par  quelques  exemples,  la  manière  simple  dont  peuvent  s'éta- 
blir non-seulement  les  propriétés  d'un  système,  mais  les  propriétés  relatives 
à  plusieurs  systèmes.  Nous  rappellerons  tout  d'abord  un  théorème  dont  nous 
avons  déjà  fait  usage  précédemment,  et  qui  est  fondamental  dans  toute 
cette  théorie  ;  il  consiste  en  ce  que  : 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  courbes  d'un  système  général  (p,v),  avec 
des  droites  issues  d'un  même  point  0,  est  une  courbe  d'ordre  p.  -f  v,  douée 
d'un  point  multiple  d'ordre  p  en  0. 

Ce  théorème  a  pour  corrélatif  le  suivant,  qui  nous  sera  également 
utile  :   * 

V enveloppe  des  tangentes  des  courbes  d'un  système  général  (jx,v),  aux 
points  où  ces  courbes  rencontrent  une  droite  D,  est  une  courbe  de  la  classe 
/x-h  v,  ayant  une  tangente  multiple  d'ordre  v  coïncidant  avec  D. 

Ce  théorème,  de  même  que  le  précédent,  se  démontre  immédiatement. 

VI.  Étant  donné  un  système  (p,v)  et  trois  points  e,  /*,  g,  le  lieu  d'un  point 
a,  tel  que  la  tangente  à  lune  des  courbes  du  système  qui  y  passent  forme  avec 


les  trois  droites  ac,  af,  ao  un  rapport  anhiirmonvpie  eoiistant  et  égal  à  l, 
est  de  l'ordre  2fi-f-  >e!  a  trois  points  multiples  d'ordre  p  en  e,  fclij  {'). 

Cherchons  le  nombre  des  points  a  du  lieu  situés  sur  une  droite  quelcon- 
que passant  par  le  point  g.  Soit  h  le  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec 
ef.  La  tangente  en  un  des  points  a,  à  l'une  des  courbes  du  système  passant 
parce  poiut,  doit  couper  efen  un  point  î  tel  que 

fa  ht 

Or  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes,  menées  du  point  i  aux 
courbes  du  système,  est  de  l'ordre  p-f-v,  et  rencontre,  par  suite,  gh  en 
fi  +  v  points. 

Le  lieu  a  donc,  sur  une  droite  quelconque  passaut  par  g,  p  +  v  points  en 
dehors  de  ce  point  g. 

Si  l'on  considère  les  p  courbes  du  système  passant  par  le  point  g,  à 
chacune  des  p  tangentes  gl,  correspond  une  droite  gs ,  formant  avec 
gt,  ge  et  gf  un  rapport  anharmonique  égal  ù  1.  Les  p  droites  gs  ainsi  obte- 
nues sont  les  tangentes  à  p  branches  du  lien  qui  passent  par  le  point  g. 

Le  lieu  est  donc  de  l'ordre  2fi-l-y  et  a  un  point  multiple  d'ordre  p.  en  g. 
On  voit  de  la  même  manière  qu'il  a  deux  autres  points  multiples  d'ordre  p 
en  e  et/. 

VII.  Etant  donnés  un  système  (p,  v),  deux  points  e,f,  et  une  droite  D, 
l'enveloppe  de*  droites  issues  des  divers  points  a  de  D,  et  telles  quelera]}- 
port ankarmo&ipu  forme  par  l'une  quelconque  d'entre  elles,  la  tangente  à 
lune  des  courbes  du  st/stème  passant  en  a,  et  les  droites  ac  et  af,  soit  constant 
et  égal  à  1,  est  une  courbe  de  la  classe  2(i-+-*,  qui  a  une  tangente  multiple 
d'ordre  ta  +  »)  coïncidant  avec  I)  et  une  tangente  multiple  d'ordre  p  coïnci- 
dant avec  ef. 

Cherchons  le  nombre  des  tangentes  de  l'enveloppe  qui  passent  par  un 
point  g  quelconque.  Le  lieu  défini  a  l'article  VI,  et  décrit  à  l'aide  des  points 
e,f,g,  rencontre  Den  2ft+*  points.  Chacun  de  ces  points  détermine  une 
des  tangentes  de  l'enveloppe  qui  passent  en  g.  Cette  enveloppe  est,  par 
suite,  de  ta  classe  2«  -f-  v. 

Prenons  en  particulier  le  point  g  sur  la  droite  D.  Le  lieu  (VI)  a  un  point 
multiple  d'ordre  «  en  g,  et  rencontre  D  en  p  +  v  autres  points.  En  ces 
points,  l'enveloppe  est  tangente  a  D,  qui  est  par  conséquent  une  tangente 
multiple  d'ordre  p-i-t. 

On  voit  de  plus  aisément  que,  si  l'on  considère  les  p  courbes  du  système 
qui  passent  par  le  point  de  rencontre  des  droites  efet  D,  les  p  tangentes  en 

ê  donné  par  H.  Châslc» 
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ce  point  ont  toutes  pour  tangente  correspondante  de  l'enveloppe  la  droite 
efy  qui  est,  par  conséquent,  une  tangente  multiple  d'ordre  p. 

VIII.  Étant  donnés  deux  systèmes  (p,v),(p',v')  et  deux  points  e,f,  le  lieu 
d'un  point,  tel  que  les  tangentes  aux  courbes  de  Vun  et  Vautre  système  passant 
par  ce  point  divisent  le  segment  ef  dans  un  rapport  anharmonique  donné  >, 
est  une  courbe  de  V ordre  2f*f/+fw -+-f*'v,  qui  a  deux  points  multiples 
d'ordre  pp  eneetf. 

Cherchons  le  nombre  des  points  d'intersection  du  lieu  avec  un  droite  D 
quelconque.  L'enveloppe  (À)  des  droites  déterminées  à  l'aide  de  D  et  du 
système  (p,v),  par  la  construction  indiquée  à  l'article  VII,  est,  comme  nous 
l'avons  vu,  de  la  classe  fyr+"v>  et  a  une  tangente  d'ordre  ft-h  v  coïnci- 
dant avec  ef.  D'autre  part,  l'enveloppe  (B)  des  tangentes  du  système  f/,v', 
dont  les  points  de  contact  sont  situés  sur  D,  est  de  la  .classe  f/-W,  et  a 
une  tangente  multiple  d'ordre  v'  coïncidant  avec  D.  Par  suite,  le  nombre  des 
tangentes  communes  à  (A)  et  à  (B)  est,  au  total,  égal  à  (fyt-f-v)(f/-h  v'). 
Seulement  (p-Fv)*'  de  ces  tangentes  communes  coïncident  avec  D. 

Or  les  tangentes  communes  antres  que  D  déterminent,  sur  cette  droite  D, 
les  points  du  lieu  cherché.  Ce  lieu  est  donc  de  l'ordre 

(2(1  +  v)(pi'  -4-  v')  —  (p  -4-  v)  v'  =  Sufx'  +  p'  +  |*'v. 

« 

Il  est  facile  de  voir  que  chacun  des  points  e  et  f  est  un  point  multiple 
d'ordre  w  du  lieu.  En  effet,  considérons  lés  p  courbes  du  système  (p,v)  et 
les  fj!  courbes  du  système  (//,v')  qui  passent  par  l'un  de  ces  points,  e  par 
exemple. 

On  peut  associer  ces  courbes  chacune  à  chacune  de  pp'  manières,  et  cha- 
cune de  ces  combinaisons  détermine  un  élément  du  lieu  passant  par  e.  Il  y  a 
doric  tipf  branches  de  ée  lieu  qui  se  croisent  en  e.  Il  en  e6t  évidemment  de 
même  de/*. 

IX.  Étant  donnés  deux  systèmes  (p,v),  (//,/),  un  point  e  et  une  droite  D, 
F  enveloppe  des  droites  issues  des  divers  points  ade  D,  ettettes  qiie  le'  rapport 
anharmonique  formé  par  V une  quelconque  d'entre  elles,  les  tangentes  à  deux 
courbes  de  Vun  et  Vautre  système  passant  en  a,  et  la  droite  aef  soit  constant 
et  égal  à  >,  est  une  courbe  de  la  classe  2pu'  -4-  pv'  -f-  p'v,  qui  a  une  tangente 
multiple  d'ordre  pp  4-  pv'  -f-  p'v  coïncidant  avec  D. 

Cherchons  le  nombre  des  tangentes  de  l'enveloppe  ainsi  définie,  qui  pas- 
sent par  un  point  f  quelconque.  Le  lieu  VIII,  décrit  à  l'aide  des  points  e,f, 
et  du  rapport  anharmonique  X,  rencontre  D  en  2pp'-f-pv'-hp'v  points,  et 
chacun  de  ces  points  détermine  une  des  tangentes  de  l'enveloppe  qui  passent 
en  f.  Cette  enveloppe  est  donc  bien  de  la  classe  2pp'  -H  p*'  4-//*. 

Si  Ton  prend  le  point  f  sur  D,  le  lieu  III,  ayant  un  pointj  multiple  d'ordre 
Pp'  en  /,  rencontre  t)  en  pp'  -+-pV'-f-p'v  autres  points,  qui  sont  des  points 


do  contact  de  l'enveloppe  avec  D.  Donc  celle  droite  est  pour  l'enveloppe  une 
tangente  multiple  d'ordre  ju'+fiï'  +  pS. 

X.  Étant  donnés  trois  systèmes  fii,ï),(^',v')ifi",ï"),  et  vn  point  e,  le  lieu 
d'un  point  a,  tel  que  les  tangentes  à  trois  courbes  appartenant  chacune  à 
chacun  des  systèmes,  et  la  droite  ae,  forment  un  rapport  anharmonique.  1, 
est  une  courbe  de  l'ordre  2^'u" +jiV'*-t- (*■*(»' ~*~  H*'**'  qui  a  un  point 
multiple  d'ordre  fjfi'fi"  en  e. 

La  démonstration  de  ce  théorème  èlanl  lout  à  fait  analogue  à  celle  don- 
née a  l'article  VIII,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

XI.  Étant  donnes  trois  systèmes  ((*,»), (f*' ,v'),(fi",v"),  et  «ne  droite  D,  l'en- 
veloppe  d'une  droite  issue  d'un  pointa  de  D,  de  manière  à  former  avec  les  tan- 
gentes à  troix  court»?*  appartenant  chacune  à  chacun  des  systèmes  et  passant 
en  a,  un  rapport  anharmonique  constant  et  égal  à  ï,  est  une  courbe  de  la 
classe  2;i;/p"-4-fi'ji'a-|-(i"fi»'-t-ff*'»"i  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre 
CPP-"  -+-  f/f*"ï  -+-  f"f«'  ~^~  f\u'""  coïncidant  avec  D. 

Démonstration  toule  sembluble  à  celle  donnée  à  l'article  H. 

XII.  Étant  donnes  quatre  systèmes  (»■»),  (»',v'),  (p",*"K  (j*'".»"').  le  lieu 
des  points  en  lesquels  se  coupent  suivant  un  rapport  anharmonique  donné 
quatre  courbes  appartenant  chacune  à  cltacun  des  systèmes  est  de  l'ordre 

WV>"  +  «'p>"<  +  (•W  +  f."ffV  +■  pu.y->". 

Démonstration  semblable  à  celle  des  articles  VIII  et  X. 

Ce  dernier  théorème  relatif  a  quatre  systèmes  est  d'une  grande  généra- 
lité; il  comprend  comme  cas  particuliers  les  théorèmes  des  articles  VI,  VIII 
etX.On  en  déduit  également  comme  corollaire  le  théorème  suivant,  commu- 
niqué par  H.  Chasles  à  l'Académie,  dans  sa  séance  du  2  mars  4874,  comme 
généralisation  d'un  théorème  fondamental  dans  la  théorie  des  coniques  : 

Le  lieu  d'un  point  d'où  l'on  peut  mener  à  quatre  courbes  de  classes  «,,»,, 
n,,»!,  quatre  tangentes  ayant  un  rapport  anharmonique  donne,  est  une  courbe 
de  l'ordre  2n,ntn,nà. 

Ce  théorème  se  déduit  du  précédent  d'après  la  remarque  déjà  faite  précé- 
demment (art.  IV),  que  les  tangentes  d'une  courbe  de  n°"  classe  forment 
un  système  dont  les  caractéristiques  sont  [n  =  n.,»  =  0. 

XIII.  Le  théorème  VIII  conduit  à  de  nombreuses  conséquences. 

Si  l'on  suppose  que  le  système  (/*',»')  consiste  en  un  faisceau  de  courbes 
algébriques  du  m™  ordre,  on  a 

l'ordre  du  lieu  est  alors  égal  à 

2m)i  +  ., 
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et  l'on  voit  aisément  que  ce  lieu  a  pour  points  multiples  d'ordre  ^  les  m* 
points  fondamentaux  du  faisceau  du  mme  ordre.  Les  points e  et  /"sont  d'ail- 
leurs aussi  des  points  multiples  d'ordre  p. 

Considérons  un  système  (f*,v)  et  une  courbe  algébrique  U  du  mœe  ordre, 
sans  singularités.  On  peut  construire  une  infinité  de  faisceaux  du  mme  ordre 
comprenant  la  courbe  U.  Considérons  l'un  quelconque  de  ces  faisceaux.  En 
vertu  du  théorème  VIII,  il  donne  lieu  conjointement  avec  le  système  (p,v)  à 
une  courbe  (C)  d'ordre  2mp+v,  ayant  pour  points  multiples  d'ordre  y.  les 
m1  points  fondamentaux  du  faisceau.  La  courbe  U  coupe  la  courbe  (C)  en  un 
nombre  total  de  points  égal  à  m  (2mp-f-  v);  mais  au  nombre  de  ces  points 
figurent  les  m1  points  fondamentaux  du  faisceau  dont  U  fait  partie;  ces  m1 
points,  étant  multiples  d'ordre  p,  comptent  ensemble  pour  m'p  points  dans 
le  nombre  total  des  points  d'intersection.  Lesm(mp  + v)  autres  points  d'in- 
tersection donnent  lieu  au  théorème  suivant  : 

XIV.  Étant  donnés  un  système  (f*,v),  une  courbe  algébrique  du  mme  ordre 
sans  singularités  U,  et  un  segment  efy  il  existe  m  (mp  -f-  v)  points  de  U  qui 
sont  tels  que  la  tangente  à  U  en  chacun  de  ces  points  et  la  tangente  à  Vune 
des  ft,  courbes  du  système  qui  y  passent  divisent  ef  dans  un  rapport  anhar- 
monique  donné. 

Les  théorèmes  VIII  et  XIV  sont  susceptibles  de  recevoir  plusieurs  formes, 
et  donnent  des  résultats  intéressants,  lorsqu'on  choisit  convenablement  le 
segment  ef,  ou  la  valeur  du  rapport  anharmonique. 

Prenons  pour  points  e  et  f  les  points  à  l'infini  sur  un  cercle.  Les  théo- 
rèmes VIII  et  XIV  donnent  alors  les  suivants  (*)  : 

XV.  Étant  donnés  deux  systèmes  (f*,v)  et  ffx',v')  de  courbes  algébriques 
ou  transcendantes,  le  lieu  des  points  par  chacun  desquels  passent  deux  cour- 
bes de  ïun  et  Vautre  système,  se  coupant  sous  un  angle  donné  de  grandeur  et 
de  sens  de  rotatidh,  est  une  courbe  de  V ordre  2f*f*'  -t-p'  -h  pv,  qui  a  pour 
voints  multiples  d'ordre  /*//  les  deux  points  circulaires  à  l'infini. 

XVI.  Étant  donnés  un  système  (p,v)  et  une  courbe  algébrique  du  mm*  or- 
dre sans  singularités  U,  il  existe  m  (m^+ v)  courbes  du  système  qui  coupent 
U  sous  un  angle  donné  de  grandeur  et  de  sens  de  rotation. 

On  peut  supposer  aussi  que  les  points  e  et  f  soient  à  l'infini  dans  deux  di- 
rections rectangulaires,  et  que  le  rapport  anharmonique  soit  égal  à — 1. 
Les  théorèmes  VIII  et  XIV  deviennent  alors  les  suivants  : 

XVII.  Étant  donnés  deux  systèmes  (p,v)  et  (p'J)  de  courbes  algébriques 
ou  transcendantes,  le  lieu  des  points  par  chacun  desquels  passent  deux  cour- 
bes de  l'un  et  Vautre  système,  se  coupant  sous  un  angle  dont  la  bissectrice  est 
donnée  de  direction,  est  une  courbe  de  V ordre  2^  -f-f*v'  -Hf/v,  quia  deux 

(4)  On  for.nôra  facilement  l'énoncé  du  théorème  résultant,  dans  cette  hypothèse,  du 
théorème  VI. 

u  « 
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points  multiple»  d'ordre  j*;/  à  l'infini,  dans  la  direction  mente  de  la  bissi 
trice  et  dans  la  direction  perpendiculaire. 

XVIII.  Étant  donnés  un  système  (py*)  et  une  courbe  algébrique  du 
ordre  sans  singularités  U,  il  existe  m  (nifi-H*)  courbes  du  système  qui 
peut  U  sous  un  angle  dont  la  bissectrice  est  donnée  de  direction  ('). 

Les  points  eet  /'restant  quelconques,  supposons  que  le  rapport  anhar- 
monique  considéré  précédemment  devienne  égal  à  l'unité.  En  introduisent 
cette  hypothèse  dans  le  théorème  VIII,  on  voit  immédiatement  que  la  droite 
ef  devient  partie  intégrante  du  lieu,  aveu  un  degré  de  multiplicité  égal  àup! . 
En  négligeant  celle  droite,  le  théorème  VIII  donne  le  suivant  : 

XIX.  Étant  donnés  deux  systèmes  (ji,v)  et  (p.',*')  de  courbes  algébriques 
ou  transcendantes,  le  lieu  des  points  de  contact  de  deux  courbes  de  l'un  et  l'au- 
tre système  est  une  courbe  de  l'ordre  uji'  -Hp'  -Hf/». 

Ce  théorème  donne,  comme  cas  particulier,  le  théorème  de  Iteiout  sur  le 
nombre  des  points  d'intersection  de  duux  courbes  algébriques,  et  son  corrè- 
latil'  sur  le  nombre  des  tangentes  communes  à  deux  pareilles  courbes. 

En  supposant  le  rapport  anharmonique  égal  à  l'unité,  le  théorème  XIV 
donne  le  nombre  des  courbes  d'un  système  (u,*)  qui  touchent  la  courbe  U, 
eu  ayant  soin  de  déduire  du  nombre  mfm^+ï)  le  nombre  correspondant 
aux  points  d'intersection  de  U  et  de  ef,  qui  comptent  chacun  pour  p  points, 
et  ne  satisfont  pas  à  la  question.  On  peut  dès  lors  énoncer  le  théorème  sui- 
vant :  '.-■.'■   ,.-■.  ..)■■>„:  •iiri'f  ■  i:i  no  ,'\s-H!»:it)}i*. 

XX.  Le  nombre  des  courbes  d'un  système  (p.,v),  qui  totwhm]  une-oaUrbe 
algébrique  du  m™  ordre  sans  singularités,  est  égalàm[{m-~  l)f-H»]  (*"). 

Les  théorèmes  XIX  et  XX  se  déduisent,  ainsi  que  nous  venons  de  le  voir, 
des  théorèmes  VIII  et  XIV.  Ils  se  démontrent  aussi  directement  avec  la  plus 
grande  facilité. 

Les  théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer  peuventYacilernent  se  trans- 
former par  voie  de  dualité.  Nous  citerons  seulement  le  suivant,  qui  est  le 
corrélatif  du  théorème  XII. 

XXI.  Étant  donnés  quatre  systèmts  {u.,v),  {fi'  ,■/),  Iji"  ,v"),(ji"  y),  l'enveloppe 
des  droites  qui  sont  touchées  par  ^quatre  courbes  appartenant  chacune  à 
chacun  des  quatre  systèmes,  en  des  points  formant  un  rapport  anharmonique 
donné,  est  une  courbe  de  la  classe 


(')  Les  théorèmes  XVI  et  XVII  ont  été  énoncés  par  V.  de  Jonquiéres  dans  le  cm  des  sys- 
t'mes  algébriques  [Complet  rmdut,  t.  LVIII,  p.  535.) 

\")  Ce  théorème,  dans  le  cas  des  systèmes  algébrique»,  a.dic  donné  par  V.  Chaales 
Compta  rendu»,  1,  LVIII,  p.  891;  1861).  Le  nombre  m[[m  —  1)  u-f  »]  peut  aussi  s'écrire 
n/i  +  m.,  »  désignant  la  classe  de  U.  Énonce  sous  cette'  forme,  le  théorème  est  plus 
général. 


me- 
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Ce  théorème  comprend  comme  cas  particuliers  plusieurs  théorèmes  con- 
cernant les  systèmes  ou  les  courbes  algébriques,  dont  on  formera  facilement 
l'énoncé. 

XXII.  Exemples  de  systèmes  de  courbes  transcendantes.  —  Nous  indi- 
querons en  terminant  quelques  systèmes  assez  simples,  formés  de  courbes 
transcendantes  auxquelles  on  appliquera  facilement  les  théorèmes  que  nous 
avons  démontrés  ci-dessus. 

1°  Les  chaînettes  ayant  même  paramètre  et  même  tangente  au, sommet 
forment  un  système  dont  les  caractéristiques  sont  p==2,  *=2. 

2°  Les  cycloides  égales  et  de  même  base  forment  un  système  dont  les  car 
ractéristiques  sont  f*= 2,  y  =  1. 

Il  en  résulte  que  :  ». 

Les  tangentes  d'une  aycknde,  issues  d'un  même  point,  ont  leurs  points  de 
contact  sur  une  courbe  du  3me  ordre,  qui  a  pour  point  double  le  point  de  con- 
cours des  tangentes. 

Lune  des  asymptotes  de  cette  courbe  est  parallèle  à  la  base  de  la  cyclo'ide; 
les  deux  attires  sont  inclinées  à  45°  sur  cette  base. 

5°  Les  spirales  dArchimède  de  même  paramètre  et  de  même  pôle  forment 
un  système  dont  les  caractéristiques  sont  ^  =  2,  * =4. 

On  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

Les  tangentes  d'une  spirale  d'Archimède,  issues  d'un  point  donné,  ont  leurs 
points  de  contact  sur  une  courbe  du  6œe  ordre,  qui  a  pour  points  doubles  le 
point  de  concours  des  tangentes  et  le  pôle  dé  la  spirale.  Cette  courbe  a  de  plus 
pour  pointé  triples  les  deux  points  circulaires  à  C  infini, 

4°  Les  spirales  logarithmiques  de  même  pôle,  de  même  senstet  de  même 
paramètre,  forment  un  système  dont  Us  caractéristiques  sonl  {i=<i,  v=l. 

Remarque.  —  Le  système  général  (ja  =  1,  v==  1)  est  composé  de  Courbes 
qui  jouissent  de  propriétés  très-remarquables,  sur  lesquelles  nous  revien- 
drons dans  un  autre  travail.  L'équation  différentielle  qui  définit  ce  système 
est  de  la  forme 

l{xdy  î—  ydx)  -f  Hdx  -h  N<fy  =  0, 

L,  H  et  N  désignant  des  fonctions  linéaires  d'x  et  A%y.  L'intégration  de  cette 
équation  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  Jacobi.    * 

Les  propriétés  du  système  qu'elle  définit  nous  a  conduit  à  faire  cette  inté- 
gration par  une  autre  méthode  qui  nous  paraît  présenter  certains  avantages. 
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Sur  la  théorie  des  roulettes  gauches;  par  H.  H.  Laurent. 

(Séance  du  25  février  1874.) 

Une  des  théories  le  plus  étudiées  aujourd'hui,  une  des  mieux  connues,  est 
certainement  la  théorie  des  roulettes  planes,  mais  si  l'on  en  excepte  l'épi- 
cycloïde  sphérique,  il  semble  que  Ton  n'ait  que  des  connaissances  très-im- 
parfaites sur  les  propriétés  des  roulettes  relatives  aux  courbes  gauches. 

Si  Ton  considère  une  courbe  gauche  fixe  à  laquelle  je  donnerai  le  nom 
de  base,  une  courbe  mobile  que  j'appellerai  la  roulante  assujettie  à  rouler 
sans  glisser  sur  la  base,  un  point  quelconque  invariablement  lié  à  la  rou- 
lante engendrera  une  certaine  courbe  que  j'appellerai  une  roulette  gauche, 
ou  simplement  la  roulette. 

La  roulette  relative  à  des  courbes  dans  l'espace  est  généralement  indéter- 
minée, et  deux  courbes  données  ont  une  infinité  de  roulettes  ;  en  effet,  le 
mouvement  de  la  roulante  n'est  pas  défini  quand  on  se  contente  de  dire 
qu'elle  roule  sans  glisser  sur  la  base,  il  faut  encore  donner  à  chaque  instant 
l'angle  des  plans  oscillateurs  des  deux  courbes,  ou  toute  autre  notion  équi- 
valente; on  pourrait,  par  exemple,  assujettir  la  roulante  à  s'appuyer  sur 
une  courbe  ou  sur  une  surface  directrice  ;  dans  ce  qui  va  suivre,  je  préfère 
me  donner  l'angle  des  plans  oscillateurs  à  cause  de  sa  liaison  intime  avec 
les  affections  des  courbes  que  l'on  étudie. 

Nous  rapporterons  la  courbe  fixe  ou  base  à  trois  axes  rectangulaires  fixes. 
Soit  M  le  point  de  contact  de  la  base  et  de  la  roulette;  par  ce  point,  menons 
la  tangente  commune,  la  normale  principale  de  chacune  des  deux  courbes 
en  question  et  leurs  binormales.  Soit 

ds  l'élément  commun  à  la  base  et  à  la  roulante,  en  sorte  que  s  désignant 
l'arc  de  roulante  ou  de  roulette  compté  depuis  les  points  m  sur  la  base,  m0 
sur  la  roulante,  le  point  m0  coïncide  à  un  certain  moment  avec  m;  ainsi 
m0M =mM  =  «,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  point  de  contact  M.  Nous  prendrons 
l'arc  s  pour  variable  indépendante.  Soient,  en  outre 

x,  y,  z  les  coordonnés  du  point  de  contact  M, 

R  le  rayon  de  courbure  de  la  base,  R0  celui  de  la  roulante, 

T  le  rayon  de  torsion  de  la  base,  T0  celui  de  la  roulante, 

a,  a',  a"  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  commune, 

b,  b\  b"  ceux  de  la  normale  principale  de  la  base, 

bt,  b\,  b"tceux  delà  normale  principale  de  la  roulante, 

c,  c\  c"  ceux  de  la  binormale  à  la  base, 

câ,  c\,  c[  ceux  de  la  binormale  à  la  roulante, 

X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un  point  0  invariablement  lié  à  la  roulante  ;  ce 
point  décrira  la  roulette, 
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X0i  Y0,  Zq  les  coordonnées  du  même  point  0  par  rapport  à  des  axes  inva- 
riablement liés  à  la  roulante, 
#o»  Voy  zo  les  coordonnées  du  point  H  par  rapport  aux  mômes  axes, 
a0,  4,,  cl'0  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  H  à  la  roulante  pris  par 
rapport  aux  mêmes  axes, 

fy»  &o»  K  ceux  de  l*  normale  principale, 

cofc0\  c"Q  ceux  de  la  binormale, 

Ç,  u,  ç  les  projections  de  la  ligne  OH  sur  la  tangente,  la  normale  principale 
et  la  binormale  de  la  roulante.  Posons  enfin  OM  =  N  =  ^p-hu1^1, 
et  désignons  par  6  l'angle  des  plans  osculateurs  de  la  base  et  delà  roulante 
au  point  M. 

Les  formules  ordinaires  de  la  transformation  des  coordonnées  donnent 
immédiatement  les  relations 

|  ï  =  a(X-s)  +  fl'(Y  -  y)  +  a"(Z  -  *), 

(1)  U  =  M*  -  *)  +  W  -  V)  +  K(l  -  z), 

f  ç=Ci(x-x)  +  c;(Y-î,)  +  c;(z--z), 

j  ï  =  a0(Xo  -  x0)  +  a;(Y0  -  y0)  +  a'Jh  -  *0), 

(2)  J  i  =  MXo  -  *■»  +  *i(Y0  -  y.)  +  *îffo  -  *). 

!  Ç  =  ^o(Xo~a:o)  +  c;(Yo-yo)  +  c;(Zo-«o). 

Or  frâ  et  Ci  peuvent  être  considérés  comme  les  projections  d'un  rayon  vec- 
teur égal  à  l'unité  sur  la  normale  principale  et  sur  la  binormale  de  la  rou- 
lante, et  b%  c  comme  les  projections  du  même  rayon  vecteur  sur  la  normale 
principale  et  la  binormale  de  la  base.  Ces  normales  et  binormales  peuvent 
être  considérées  comme  formant  deux  systèmes  d'axes  de  coordonnés  rec- 
tangulaires dans  un  même  plan  ;  ces  axes  font  alors  entre  eux  l'angle  $  et 
les  formules  de  transformation  donnent 

.     t  bt=zb cosb  —  csinô,    b[  =  b' cos 6  —  c* sin 6,    b \  =  b" cos 6  —  c9 sin 6, 
*  '  |  c,  =  6  sinô  +  ccosO,    c^fc'sinO  +  Ccosô,    c\  =  b" sin 6 -+- <* cos 8, 

À  ces  formules,  il  faut  joindre  les  belles  formules  de  H.  Serret  relatives 
aux  courbes  gauches,  à  savoir 

da_b     da'__b'    da"  _b" 

W  fo-ft  li-T   dT-Tf 

(5)       Z-"U  +  Vf  *-"\^     Vf  ^""     U     T/f 

àc_b      dd  __\t      dc^_M 
W  5~~T"      dj"~f'     <fc"~"T# 

On  a  aussi 

{1)  "5"~Ro'    "S""V     *"~V 
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à 

db0 
d*  ~" 

AHo^tJ'     ~d*~       \"o       V'      di: 
dct      b„      dc'0      b'a       dcl      K 

=-(ï+%)' 

(9) 

d7~%'    d7~%'    &~TV 

On 

peut  déduire  des  formules  (4i,  (5),  {6}  les  suivantes,  pourvu  que  l'on 

ail  égard  aux 

relations  (3)  dans  lesquelles  on  suppose 

l'angle  9  constant  : 

(iOJ 

db, 

de 

=  ~  (fi  +  T/  C0S  *  _  T  S1D  *  =  ~  \T~ 

(11) 

/a      c\               b                   /asin 

=-U+T)s",i-hTcosB:=-(-r 

"  v 

(12) 

da      b       bt        .      c,    -    , 

Â  =  R=RC0S,+  RS,D 

PifTérentions par  rapporta  s  les  formules  (1),  en  laissant  0 constant, houb 

;,  eu  ayant  égard  aux  relations  (10),  (11),  (12), 

et  en  observant  que 

dx 

dy 

,  dz  _    „ 

ds  ~ 

«'■£= 

■a"  ds~ a  ' 

d\       1 

S        '] 

i[{B1eosl  +  eiiint)(X-*)-|-...]  +a0- 

N+- 

dx~' 

.(-■+î)(s_«l+...+s,(S_ 

•)♦■■■■ 

dx~' 

-"(¥-^--  )+-WS- 

•K- 

ou  bien,  en  vertu  des  relations  (1)  et  des  relations  qui  lient  entre  eux  les 
neuf  cosinus  a,  <f,  a",  b{,  b\t  V[,  t„  cj,  c'î,  ' 

l|={,.«».+(™,.)+..J+^+^S-i, 


,<JZ 

C'Â' 


En  opérant  sur  les  formules  (2)  comme  sur  les  formules  (1  ),  X,,,  ¥„,  Z„  ne 
variant  pas,  on  a 

haï  *      *      *         *_     /ï,?\         d%      « 

L'élimination  des  dérivées  -y-,  ~,  t-,  entre  les  équations  (13)  et  (14), 
donne  des  formules  qui,  rèsoloes  par  rapport  a  -=-,  -r-,  t-,  sont 
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dï 


dï__.r/i       cos»\     ysin»l     ,.[,(\      cose\,r/l       i\-\ 

+  c;Hro-ï)+çSjsi!} 

Pour  simplifier  récriture,  nous  poserons 

HM  1      cose      i         111       sinô     1 

nous  aurons  alors 

<«>     1  £=-(MH(HMH> 

î-e-5.)-=G+o+<(?+D-. 

Si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  X  —  x,  la  seconde  par 
T  —  y  y  la  troisième  par  Z  —  z>  et  si  on  les  ajoute,  on  trouve 

(17)  (X-s)dX  +  (Y-y)dY  +  (Z—  2)dZ  =  0, 

en  observant  que  a  (X  —  #)  -Ha' (Y  —  y)  -f-of* (Z — 2)  est  égal  à  Ç,  etc.,  en 
vertu  des  formules  (1).  L'équation  (47)  montre  que  le  plan  normal  à  la 
trajectoire  du  point  0  passe  par  le  point  M,f  ce  que  Ton  pouvait  prévoir  par 
la  théorie  de  l'axe  instantané.  Les  équations  mêmes  de  1  axe  instantané  sont 
les  formules  (16),  dans  lesquelles  on  remplace  les  premiers  membres  par 
zéro.  Ces  équations  peuvent  s'écrire,  en  multipliant  la  première  par  a,  la 
seconde  par  a',  la  troisième  para",  et  en  ajoutant,  etc., 

p       a  p       t.  xa 

Telles  sont  les  équations  de  l'axe  instantané  par  rapport  aux  coordonnées 
Ç,  n,  ç.  Il  est  facile  de  voir  d'ailleurs  que  les  équations  précédentes  se  rédui- 
sent en  réalité  à  deux;  il  suffit,  pour  cela,  de  les  ajouter,  après  les  avoir 


multipliées  respectivement  par  5,  — u  et  ç.  Elles  peuvent  encore  être  rem- 
placées par  les  suivantes 

(18)  fee-wa*, 

i"1,  —  a~*  et  p~  '  sont  donc  proportionnels  aux  cosinus  directeurs  de 
l'axe  instantané.  Si  8  =  0,  o"  '  s'annule  en  vertu  de  (15),  et,  par  suite,  dans 
le  cas  où  la  roulante  et  la  base  ont  même  plan  oscillateur,  l'axe  instantané 
est  perpendiculaire  à  la  normale  principale  commune.  Nous  avons  laissé  6 
constant;  mais,  si  on  le  supposait  variable,  il  suffirait  d'ajouter  aux  valeurs 

trouvées  pour  -^,  -g-»  3-  les  dérivées  de  X,  Y,  Z  prises  en  faisant  varier  1 

seul,  et  comme  l'on  a 

X=i  +  nE  +  t(«  +  Clt:,     , 

Oit  en  conclurait,  en  faisant  varier  6  seul, 

dt~y  ilt  +     ds  )  dt' 
ou,  en  vertu  des  formules  (5), 

£  =  [„-»sin.-„»„+t,tas._si„,]<ï, 

c'est-àjire,  en  posanl  -ï-  =  8', 

i  £=(_«„  +  »,[),., 
£ =(-<;„ +»;!)■■, 

fn  sorte  que  les  formules  (16)  devraient  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

et  l'on  reconnaît  encore  que 

[l-*)dl  +  {Y-y]dï+(l-*)&  =  0. 
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Les  équations  de  Taxe  instantané  s'en  déduisent  sans  difficulté.  Elles  sont 

4      11 

encore  données  par  les  formules  (18),  pourvu  que  Ton  pose  -==  —  = —  ô', 

111 

au  lieu  de  poser  -  =  =r  —  m  ;  de  sorte  que,  avec  cette  convention,  les  for- 

t       T^      T 

mules  (16)  conviendront  encore  au  cas  où  l'angle  9  serait  assujetti  à  varier 

en  même  temps  que  *»  Ce  sera  donc  de  ces  formules  que  nous  ferons  usage, 

mais  nous  poserons 

(21)  U1J-* 

Élevons  les  équations  (16)  au  carré,  et  ajoutons-les;  nous  aurons,  en  dési- 
gnant par  dS  l'élément  de  l'arc  de  roulette, 

ce  qui  peut  s'écrire 

S-'(?+à)+*(W)+'(»+i)-,*?+"t?+*,=- 

ou  bien  encore 

On  voit,  par  cette  formule,  que  le  lieu  des  points  qui  décrivent  des  arcs 
égaux  est  un  cylindre  de  révolution.  On  peut  considérer,  si  Ton  veut, 

111  1 

»  -  et  -  comme  les  composantes  d'une  droite  fictive  =-,  et  poser 


11  1     1      fl       1      1 

-=-cosa,      -=^C0S3,        -  =  =.COSf, 

t     G  9     G  p       G- 


on  peut  alors  écrire 


d'où  l'on  tire 


d?  =  gi-GÏC0S,<N'G> 


<fS  =  cfcgsin(N,G) 


Dans  cette  hypothèse,  les  formules  (16)  pourraient  s'écrire 

JT  M 

-g  =  *  (acosA  ■+•  bi cosB -+-c, cosC)  sin (N,G), .. .> 
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A,  B,  C  désignant  alors  les  cosinus  directeurs  de  la  perpendiculaire  aux  di- 
rections cosa,  cos£,  cosy  el  jj,  ^,  à-  Or  la  direction  casn,  cosp,  cosy  est 

celle  de  l'axe  instantané,  la  direction  A,  B,  Cest  celle  d'une  droite  per- 
pendiculaire à  OM  et  à  l'axe  instantané.  Appelons  celle  droite  MI,  nous 
pourrons  écrire 


u,  v  et  w  seront  alors  les  angles  que  Ml  fait  avec  les  axes  Jixes.  Ajoutons  que 
Uet- 


lunée 


Occupons-nous  maintenant  de  la  recherche  du  rayon  de  courbure  de  la 
roulette.  À  cet  effet,  différencions  les  équations  (16);  nous  aurons,  en  avant 
égard  aux  formules  de  M.  Serret,  ou  aux  formules  (10),  (11),  (12),  que 
l'on  en  déduit  en  laissant  S  constant, 

+(*-H(HHG£-î£)'-'.{|?f?D 

Remplaçons  les  dérivées  de  ç,  «,  ;  par  leurs  valeurs  (14);  la  seconde  partie 
de  -,_,-  prend  la  forme 

/    1  SI  t      l.\     ,  /l  »     1.1  «\ 

"[     -,«,      ?T.      -.tJ-"'^».     7+ÎTj 

.,/  If    It.ll    1\ 

et  la  formule  (21)  devient  alors 


<• 

d  1 

'ai 

costi 

i^cosll 

sin  »  n      sin  S  £ 
"ÏTt        R   ; 

15      1  î 

4 

■t(~ 

-si! 

,  i    cas  S  s 

,  cosH      i 

5+fr 

-!*+!_ 
(«.+  ( 

(• 

#+«£ 

*¥; 

i       sinl  t 
î        R    à 

1 1 

ïR„~ 

.ii+îi. 

V 


cosô 

4 

~"  RT~~ 

Wo' 

csd 

Ifta' 
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Cette  formule  et  ses  analogues  peuvent  s'écrire  plus  simplement;  il  suffit, 
pour  cela,  de  poser 

•  *  * 

4 cos  8      sin  6         1         1 sin  6       4 

x"~""Tïp"  $£""$£*     ?"^       ÏÏT~~qt' 

±__i_      4^__  cosô      J J 4_       4__ 

x'~~To'  |*'~~  Rp  +  Tt,.    pRo      tT0'     7'"~~ 

J___J_ 4_      4  _  sin  6        1       JL__!      1 L 

X"~~Tp       tV     ^•"'KJ"  +  aH#t      V~~      Ro+Tt      tT0' 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

j  — I     1—1     1— —  i 
X~"Rp'      X'.-~«T-     x"~~      Tp'    , 

mw1— I    L-I_i     L-I__L 

v- — U  _  FA  ? + V"  '  ~~  AS  ~  ë>  ^~"  » + *  "  n* 

I  , 

t 

Ces  formules  sont  un  peu  plus  simples  que  les  précédentes  ;  elles  permet- 
tent la  construction  par  la  règle  et  le  compas  de  X,  p,  »,  X\  /,  v',  X",j*",  v", 
dès  que  l'on  connaît  R,  R„,  T,  T„,  c'est-à-dire  les  éléments  de  la  figure;  en  d'au- 
tres termes,  il  n'est  pas  nécessaire;  pour  les  obtenir,  de  connaître  la  nature 
de  la  roulante  et  de  la  base.  Les  formules  (22)  deviennent  ainsi 

....      «PX       /  di     ydl     E  ,  »     Ç\  . 

/       di       di     6      n       ?  ■     i\ 

...  » 

On  voit  par  cette  formule,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  développer  les 
calculs,  que  le  rayon  de  courbure  de  la  roulette  pourra  se  construire  avec 
la  régie  et  le  compas,  si  l'on  connaît  les  rayons  R,  B9,  T  et  Tf ,  sûnsi  que 
leurs  dérivées. 

Si,  à  l'aidé  des  équations  (46)  et  des  formules  de  réduction  connues 
a  =  Vc?'+—<fb"9  ...,  on  forme  les  quantités  cPXdY  —  <PYdX,  ...,  qui  sont 
les  coefficients  de  l'équation  du  plan  osculateur,  on  voit  que  ces  expressions 

4  4 

seront  du  second  degré  en  Ç,  u,  ç  (et  homogènes,  si  l'on  a  -  =0,  -  =  0). 

3  P 

dS*  sera  du  degré  ^  ;  en  sorte  que,  si  l'on  chasse  les  radicaux  et  si  l'on 

écrit  que  la  courbure  est  égale  à  un  nombre  donné,  on  obtiendra  une  équa- 
tion qui  sera  du  6e  degré  en  Ç,  n,  ç.  Ainsi  les  points  qui  décrivent  des  rou- 


Jettes  de  même  courbure  m  trouvent  sur  une  courbe  du  sixième  degré.  Les 
points  qui  décrivent  des  roulettes  de  courbure  nulle,  c'est-à-dire  qui  pos- 
sèdent un  point  d'inflexion,  sunt  situés  sur  une  courbe  obtenue  en  posant 

d'XrfY  —  d'Y  rfX  =  0 


rfX  ~~  dï  **  dl  '      ' 
Cette  courbe  se  trouve  évidemment  sur  deux  surfaces  du  second  ordre, 
qui  se  réduisent  à  deux  cônes  quand  -  =  0  et  -  =  0.  -  est  nul  pour  9  =  0 

et  pour  jr  =  0,  ce  qui  entraînerait  la  condition  =-  =  0 ,  et    l'on   aurait 

alors  des  droites  pour  base  et  pour  roulante,  ce  qui  est  inadmissible  quel  que 

soit  s.  On  peut  avoir  aussi  -  =  0  et  -  =  0  en  prenant  8  =  0  et  R  =  R0; 

P  " 

alors  on  a  des  courbes  de  même  courbure  et  ne  différant  que  par  leur  tor- 
sion. L'axe  instantané  faisant  partie  de  la  courbe,  celle-ci  est  une  cubique 
gauche. 

On  pourrait  calculer  -tt,.--  comme  nous  avons  calculé  -t-j mais  il 

va  sans  dire  que  les  calculs  seraient  d'une  longueur  rebutante;  quoi  qu'il 

en  -"il ,  on  peut  observer  que  -r-^  se  ramènerait  à  une  fonction  linéaire  de 

S,  v,  £,  et  il  en  serait  certainement  de  même  de  toutes  les  autres  dérivées. 
Supposons  que  l'on  calcule  le  rayon  de  torsion  de  la  roulette  et  qu'on  l'égale 
â  une  constante,  on  obtiendra  une  équation  qui  sera  seulement  du  4"  degré. 
Ainsi  les  pointe  qui  décrivent  des  roulettes  de  même  torsion  sont  situés  sur 
une  même  surface  du  4*  ordre,  et  l'on  peut  voir  que  ceux  qui  en  particulier 
décrivent  des  roulettes  de  torsion  nulle  sont  situés  sur  une  surface  qui  n'est 
que  du  3*  ordre  ;  dans  ce  cas,  en  effet,  la  surface  se  décompose  en  deux  par- 
ties, dont  l'une  est  l'axe  instantané  de  rotation. 

Examinons  maintenant  quelques  cas  particuliers  de  nos  formules  géné- 
rales, et,  pour  commencer,  supposons  8  =  0.  Alors  -  est  nul,  et  l'on  a 


^ 


"  Ro      R'     ï  —  T„      T'     X- Rp' 
En  effectuant  les  calculs,  on  trouve  que  le  seul  terme  contenant  les  dé- 
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d  1 

rivées  de  p  et  de  t  est  de  la  forme  de  n  (a"ï-lrbïi.-+-cufi)  -r  —  De  telle 

sorte  que,  si  le  produit  —  reste  constant,  on  pourra  toujours  construire  le  * 

rayon  de  courbure  de  la  roulette  à  l'aide  des  seuls  éléments  de  la  figure, 
pourvu  que  Ton  connaisse  R,  R0,  T  et  T0. 

En  particulier,  lorsque  deux  hélices  ordinaires  roulent  Tune  sur  l'autre 
sans  glisser,  de  manière  à  ce  que  leurs  plans  osculateurs  se  confondent,  on 
peut  toujours  construire,  avec  la  règle  et  le  compas,  le  rayon  de  courbure 
d'une  roulette  quelconque;  on  peut  s'assurer  sur  les  formules  générales  que 
le  théorème  a  encore  lieu  quand  les  plans  osculateurs  font  entre  eux  un  angle 
constant. 

Si  l'on  suppose  T=T0,  ou  -  =  0  avec  ô  =  0,  on  obtient  la  formule  assez 
simple  que  voici,  pour  expression  du  rayon  de  courbure  r  de  la  roulette, 

i  _    pf    p  ,  *p  ,  /»  ,  *    „    g\n 

r*  ~~  (P  +  y»*)5  LT*  "■"  T*  "^Vp  "S  1)  J 

Cette  formule  est  applicable,  par  exemple,  au  cas  où  les  deux  courbes 
que  Ton  fait  rouler  l'une  sur  l'autre  sont  identiques,  et  symétriquement 

placées  par  rapport  à  la  tangente  commune.  Si  l'on  suppose  «  =  0  et  ç  =  0, 

on  retrouve  la  formule  connue  relative  aux  roulettes  planes;  en  effet,  on  a 

ou  bien 

Si  l'on  pose  alors  «  =  N  sin  ? ,  y  désignant  l'angle  que  fait  OM  avec  la  tan- 
gente commune,  on  trouve 

î-=N»(7~Nsin?)' 

ou  enfin 

N  —  p  sm  9 

ce  qui  est  la  formule  connue. 

Signalons  encore  un  cas  particulier  intéressant  :  si  Ton  suppose 
T  =  T0,  ç  =  0,  R  et  R0  constants,  on  obtient  des  courbes  dont  le  rayon  de 
courbure  peut  toujours  se  construire  géométriquement,  ainsi  que  le  rayon 
de  torsion  ;  ces  courbes  peuvent  être  utilisées  dans  la  théorie  des  engre- 
nages coniques. 
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Sur  un  point  de  la  théorie  du  contact;  par  H.  Halphen. 

(Séance  du  25  mars  1874) 

Quand  deux  surfaces  se  touchent  le  long  d'une  ligne,  il  peut  se  présen- 
ter, en  certains  points  de  cette  ligne,  des  particularités  sur  lesquelles  je  me 
propose  de  dire  quelques  mots.  L'étude  de  ces  particularités  se  fait  aisé- 
ment au  moyen  des  conditions  analytiques  du  contact  supposé. 

En  chaque  point  de  la  ligue  de  contact  C,  les  dérivées  partielles  des  di- 
vers ordres  d'une  coordonnée  par  rapport  à  deux  autres,  prises  relativement 
aux  deux  surfaces,  satisfont  à  des  équations  de  condition,  que  l'on  peut 
obtenir  directement,  ainsi  que  je  vais  l'expliquer  brièvement  pour  le  cas  le 
plus  simple  :  celui  où  les  deux  surfaces  S,  S'  ont,  le  long  de  C,  un  contact 
du  1er  ordre. 

Désignons  par  zeld  les  ordonnées  de  S  et  de  S'.  En  chaque  point  de  C,  on 
a,  outre  z  —  z'  =0, 

w  dx  dy 

Les  dérivées  de  tous  les  ordres  des  premiers  membres  de  ces  deux  équa- 
tions, prises  le  long  de  C,  sont  aussi  nulles  en  chaque  point  de  C.  En  déri- 
vant une  fois,  on  obtient  deux  équations  contenant  -X    Éliminant'  cette 

quantité,  on  a  une  relation  entre  les  dérivées  partielles  jusqu'au  2mc  ordre. 

d*y 
Dérivant  une  seconde  fois,  on  introduit  j-^,  et  l'élimination  conduit  aune 

nouvelle  relation  entre  les  dérivées  partielles  jusqu'au  ome  ordre.  Continuant 
ainsi,  on  obtient,  à  chaque  nouvelle  dérivation,  une  relation  nouvelle  entre 
les  dérivées  partielles  relatives  aux  deux  surfaces 4 

Si  les  deux  surfaces  S  et  S'  avaient,  le  long  de  C,  un  contact  d'un  ordre 
plus  élevé,  on  formerait  facilement,  et  d'une  manière  anologue,  les  rela- 
tions nécessaires.  On  peut  aussi,  par  un  autre  "procédé,  parvenir  d'un  seul 
coup  à  ce  résultat  pour  le  cas  général. 

Soient 

les  équations  des  deux  surfaces.  Nous  en  concluons 

z  —  *'==  ç(*,y)  —  v'(x,y)  =F  =  (*,jf). 

11  est  clair  que  F  (xfy)  =0  est  l'équation  de  la  projection,  sur  le  plan 
des  zy,  de  la  ligne  commune  aux  deux  surfaces  S,  S'.  Une  portion  de  cette 
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projection  est  la  projection  de  la  ligne  C.  Soit  f(x,y)  =  0  l'équation  de 
cette  projection.  On  a  donc 

(2)  *-*=W*,y)=r.[*#M**)ir. 

m  étant  un  nombre  positif,  etxfa^ï)  ne  contenant  plus  le  facteur  f(x,y).  Si 
Ton  prend  un  point  (x,y)  à  distance  infiniment  petite  du  1er  ordre  d'un 
point  M  arbitraire  de  la  courbe  f(x,y)  =  0,  %  (x,y)  a  une  valeur  finie, 
et  [f(x*y)]u  est  infiniment  petit  de  Tordre  m.  On  a  donc,  sur  les  surfaces 
S,  S',  deux  points  dont  la  distance  z —  z'  est  infiniment  petite  d'ordre  m. 
Donc  m  —  i  est  Tordre  du  contact  des  deux  surfaces  le  long  de  la  ligne  C. 
Donc  : 

Si  deux  surfaces  ont  un  contact  d'ordre  m  —  i  le  long  d'une  ligne  dont 
la  projection  a  pour  équation  f(x,y)  =  0,  leurs  ordonnées  satisfont  à  une  rela- 
tion telle  que  (2). 

Je  n'ai  pas  besoin  d'insister  sur  la.  marche  à  suivre  pour  obtenir,  au 
moyen  de  la  relation  (2),  les  équations  dont  il  a  été  parlé  plus  haut,  et  dont 
je  n'ai  pas  à  faire  usage. 

Je  fais  observer  que  l'équation  (2)  s'applique  à  tous  les  cas,  sans  excep* 
ter  ceux  où  m  est  fractionnaire,  cas  dans  lesquels  la  ligne  G  est  une  ligne 
singulière  sur  Tune  au  moins  des  deux  surfaces.  Je  déduis  maintenant  quel* 
ques  conséquences  relatives  au  cas  où  m  est  entier,  et  où  la  ligne  C  est 
une  ligne  simple  de  chacune  des  deux  surfaces. 

Soit  A  un  point  de  la  ligne  G  ;  je  le  suppose  de  multiplicité  jx  sur  cette 
courbe,  et  simple  sur  les  deux  surfaces.  Je  suppose  de  plus  que  la  courbe 
complémentaire  D  d'intersection  des  deux  surfaces  y  passe  aussi,  et  que  > 
soit  la  multiplicité  de  A  sur  D  (je  n'exclus  pas  le  cas  où  v  =  0).  Cela  étant, 
Tèquation  (2)  montre  immédiatement  qu'au  pojnt  A  les  deux  surfaces  ont 
un  contact  d'ordre  m4u  -f-  v  —  4 .  Donc  : 

ÎHÉoRÈkE.  —  Si  deux  surfaces  ont,  tout  le  long  d'une  ligne,  simple  sur 
chacune  d'elles,  un  contact  d'ordre  m — \,  et  qu'un  point  particulier  de 
Cette  ligne,  simple  sur  les  deux  turf  aces,  et  multiple  d  ordre  p  sur  ta  ligne 
elle-même,  soit  de  multiplicité  v  sur  la  ligne  complémentaire  d'interjection 
des  deux  surfaces,  le  contact  des  deux  surfaces  est,  en  ce  point,  d'ordre 

tltjx-f-v  — 1. 

La  réciproque  est  vraie;  c'est-à-dire  que  si,  en  un  point  A,  les  surfaces 
ont  un  contact  d'ordre  H  —  4,  supérieur  à  m  —  i,  on  a  nécessairement 
m/A-f-  *=  M.  De  là  résulte  que,  sur  la  courbe  D,  le  point  A  a  une  multipli- 
cité au  moins  égale  au  reste  de  la  division  de  M  par  m,  et,  sur  là  ligne  G, 

M 

une  multiplicité  au  plus  égale  ail  plus  grand  entier  contenu  dans  -• 

m 

De  notre  théorème  résulte  ce  corollaire  que  i 

Si  un  point  de  la  ligne  de  contact  des  surfaces  ci-dessus,  simple  sur  les 


deux  surfaces,  est,  sur  cette  ligne,  de  multiplicité  p,  le  contact  des  deux  sur- 
faces est,  en  ce  point,  au  moins  d'ordre  wift  —  i. 

Il  est  entendu  que  tout  ceci  s'applique,  quelle  que  soil  la  nature  des 
points  multiples  considérés.  Ainsi  ce  qui  résulte  du  théorème  pour  le  cas 
d'un  point  double  en  résulte  également  pour  le  cas  d'un  point  de  rehaus- 
sement ordinaire,  etc. 

Un  exemple  du  contact  de  deux  surfaces  le  long  d'une  ligne  est  offert  par 
la  considération  d'une  surface  mobile  et  de  son  enveloppe.  Ces  deux  sur- 
faces se  touchant  le  long  de  la  caractéristique,  qui  est  l'intersection  de  deux 
surfaces  consécutives.  Si  la  caractéristique  u  un  point  multiple  d'ordre  p, 
et  d'ailleurs  simple  sur  la  surface  mobile,  c'est  que  les  deux  surfaces  con- 
sécutives ont,  en  ce  point,  un  contact  d'ordre  p  —  1 .  Nous  en  concluons, 
conformément  a  notre  corollaire,  et  en  faisant  m  =^  2  : 

Si,  dans  une  série  de  surfaces,  deux  surfaces  consécutives  ont,  en  un  point, 
un  contact  d'ordre  u.  —  i,  la  surface  envehpjiëe  a,  en  ce  point,  avec  l'enve- 
loppe, un  contact  d'ordre  au  moins  égal  à  ty — 1. 


Sur  les  courbes  planes    transcendantes,   susceptibles  de  faire   partie  d'un 
système  (f*,v)  ;  par  M.  Foubbt. 

[Séance  du  6  mai  1874} 

I.  Dans  un  précédent  travail  (*),  nous  avons  établi  l'existence  des  systèmes 
de  courbes  transcendantes,  définis  par  deux  caractéristiques  p,»,  qui  sont 
respectivement  les  nombres  des  courbes  du  système  qui  passent  par  un 
point,  et  qui  touchent  une  droite,  le  point  et  la  droite  pouvant  d'ailleurs  être 
choisis  arbitrairement.  Le  problème  que  nous  avons  pour  but  de  résoudre 
dans  cette  note  est  le  suivant  : 

A  quelles  conditions  une  courbe  transcendante  .doit-elle  satisfaire  pour 
pouvoir  faire  partie  d'un  système?  Ces  conditions  étant  remplies,  quelles  sont 
les  caractéristiques  du  ou  des  systèmes  auxquels  cette  courbe  peut  appar- 
tenir* 

Supposons  un  instant  qu'une  courbe  transcendante  (C),  prise  au  hasard, 
puisse  faire  partie  d'un  système  ((*,») .  On  sait  que  le  lieu  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  aux  courbes  d'un  tel  système,  issues  d'un  point  o  quel- 
conque du  plan,  est  une  courbe  (A)  d'ordre  /■  +  «,  ayant  un  point  multiple 
d'ordre  p.  en  o  {Loc.  cit.,  art.  V).  Cette  courbe  (À)  passera  en  particulier 

("l  Mémoire  iut  la  lyitènui  généraux  de  courbes  plane;  algébriques  ou  transeen  ■ 
duntei,  définit  par  deux  caractéristiques  (Même  recueil).  Voir,  sur  le  même  sujet,  une 
noie  insérée  aux  Compte»  rendus  {«éûca  du  89  mars  187*]. 
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par  les*  points  de  contact  des  tangentes  à  (G)  issues  du  point  o.  De  là  cette 
conséquence  : 

Pour  qu'une  courbe  transcendante  donnée  puisse  faire  partie  d'un  sys- 
tème (u,v),  il  faut  que  les  points  de  contact  des  tangentes,  menées  d'un  point  o 
quelconque  à  cette  courbe,  soient  situés  sur  une  courbe  algébrique  d'ordre 
ft  +  v,  ayant  un  point  multiple  d'ordre  peno. 

II.  Je  dis,  de  plus,  que  cette  condition  est  suffisante.  En  effet,  si  elle  est 
remplie  d'une  manière  générale,  elle  le  sera  en  particulier  lorsque  nous 
prendrons  le  point  o  à  l'infini  dans  la  direction 

(1)  y  =  *r. 

Soit 

(2)  <p(*,y,a)  z=  0 

l'équation  de  la  courbe  (A)  de  degré  p-Hv,  qui  contient  les  points  de  con- 
tact des  tangentes  à  (C)  parallèles  à  la  direction  (1).  En  faisant  varier  a  dans 
(2),  on  obtiendrait  successivement  toutes  les  courbes  (A)  correspondant  aux 
diverses  directions  de  tangentes.  Par  suite,  l'équation  (2)  est  une  relation 
entre  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  (C)  et  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  en  ce  point,  ce  qui  revient  à  dire  que 


(3)  *(**î)  =  ° 

est  une  équation  différentielle  à  laquelle  satisfait  (C).  Mais  cette  équation 
différentielle  définit,  outre  la  courbe  (C),  une  infinité  de  courbes  formant 
un  système  (p,v)  [hoc.  cit.,  art.  II].  Il  existe  donc  bien  un  système  (p,v) 
dont  la  courbe^C)  fait  partie. 

On  voit  facilement  qu'il  ne  saurait  y  avoir  plusieurs  systèmes  dans  ce  cas; 
car,  s'il  en  existait  un  second  défini  par  l'équation 

w  •      *(**'!)=°' 

les  coordonnées  de  (C),  vérifiant  à  la  fois  les  équations  (3)  et  (4),  devraient 

par  suite  satisfaire  à  l'équation  résultant  de  l'élimination  de  -£  entre  (1) 

et  (2).  Or,  cette  dernière  équation  nécessairement  algébrique  ne  saurait 
définir  une  courbe  transcendante  ;  donc,  etc.  Ainsi  : 

Lorsqu'une  courbe  transcendante  satisfait  à  la  condition  ci-dessus  indiquée 
(art.  1),  elle  fait  partie  d'un  système  (j*,v),  et  ce  système  est  le  seul  auquel 
cette  courbe  puisse  appartenir* 

La  démonstration  qui  précède  établit  même,  en  s'aidantde  l'homographie, 
qu'une  courbe  transcendante  fait  partie  d'un  système,  quand  les  points  de 
h  7 


contact  dos  tangentes,  issues  d'un  point  quelconque  d'une  même  droite  choi- 
sie arbitrairement,  sont  sur  une  courbe  algébrique. 
III.  Soit 

l'équation  d'une  courbe  transcendante  (C)  ;  on  a 

fc~l~  dydx~ 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  (C)  parallèlement  a 
la  direclion 


L'équation  générale  des  courbes  passant  par  les  points  de  contact  de  c 
tangentes  est  évidemment 


<M*D  +  '(2+'g)  =  o. 


U  et  V  désignant  doux  fonctions  de  x,  de  y  et  de  a,  assujetties  à  la  seule 
condition  d'Être  continues  et  bien  déterminées. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  ci-dessus,  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  (C)  fasse  partie  d'un  système,  est  que  l'on  puisse  choisir  U  et 
V  de  manière  à  rendre  algébrique,  entier  et  rationnel,  le  premier  membre 
de  la  dernière  équation.  Telle  est  la  condition  analytique  à  laquelle  doit  sa- 
tisfaire l'équation  d'une  courbe  transcendante,  pour  que  celte  courbe  puisse 
Taire  partie  d'un  système. 

11  nous  parait  difficile  de  pousser  plus  loin  la  recherche  générale  des  ca- 
ractères que  doit  présenter  une  équation  transcendante  à  deux  Variables, 
pour  définir  une  courbe  susceptible  d'appartenir  à  un  système.  Nous  don- 
nerons seulement  quelques  exemples  de  courbes  transcendantes  remplissant 
cette  condition. 

IV.  i°  La  logarithmique 

9=1* 

fait  partie  d'un  système  dans  les  [caractéristiques  sont  ft  =  l,  »=!.  Cela1 
résulte  immédiatement  de  ce  que  l'on  a 


) 
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Le  système  auquel  appartient  la  logarithmique  donnée  est  formé  de  loga- 
rithmiques résultant  toutes  de  la  translation  de  cette  dernière  parallèle- 
ment à  Taxe  des  y.  Leur  équation  générale  est 

dans  laquelle  c  désigne  une  constante  arbitraire. 
2°  La  sinussoïde 

y  =  sin  x 

fait  partie  d'un  système  dont  les  caractéristiques  sont  f*=2,  v=2.  En  effet, 
on  a 

et  par  suite 

Celte  dernière  équation,  mise  sous  la  forme 

\fa  +  cosx)(£-cosx)  +fo  +  sm*)(y---sins)==0, 

montre  que  les  fonctions  désignées  ci-dessus  par  U  et  V  sont,  dans  ce  cas, 

du 
respectivement  égales  à  y  4- sin  x,  "—H-cosar. 

Le  système  auquel  appartient  la  sinussoïde  donnée  est  formé  des  diverses 
sinussoïdes  résultant  du  glissement  de  cette  dernière  le  long  de  Taxe 
desx. 

Nous  avons  déjà  vu  (Loc.  cit.y  art.  XXII)  que  la  chaînette,  la  cycloïde, 
la  spirale  d'Àrchimède,  la  spirale  logarithmique,  font  partie  de  systèmes 
dont  nous  avons  donné  les  caractéristiques.  Nous  ajouterons  qu'il  on  est 
de  même  des  épicycloides  et  de  la  développante  de  cercle. 

Les  épicycloîdes  ou  les  développantes  de  cercle  égales  et  de  même  pôle 
forment  un  système  dont  les  caractéristiques  sont  j* = 2,  v  =  2. 

V.  Nous  donnerons,  en  terminant,  un  type  assez  général  d'équations  de 
courbes  transcendantes  susceptibles  de  «faire  partie  d'un  système.  C'est  le 
suivant 

[r         r*  -i 

g,y,sin  —  «, sin  -7*,...,cos-  U,  dos^ii,  ...,e*    ,  e'     ,  ...    =0, 

F  désignant  une  fonction  algébrique,  entière  .et  rationnelle,  des  quantités 
contenues  dans  la  parenthèse,  u  étant  une  fonction  algébrique  rationnelle 


de  x  cl  de  i/,  m,n,m',n\  ,.,,p,<j,p' ,q' ,.  .,  r,s,r\&',...  des  nombres  entiers 
quelconques. 

En  effet,  en  se  servant  de  formules  connues,  on  pourra  exprimer  toutes  les 
fonctions  trigonoinélriqucs  cl  exponentielles  contenues  dans  K  au  moyen  de 

sin  ji  cos  -p  5  désignant  le  plus  petit  commun  dénominateur  des  fractions 

-i-j,  ...,-,-:,  ...,—,—„  ....  L'èqualion  donnée  étant  ramenée  à  la  l'orme 
n   n  q  q  s   s  * 

en  la  différeutiant  par  rapport  a  x,  on  obtiendra  une  équation  telle  que 

et,  en  éliminant  sin  et  eos  -z  entre  les  deux  dernières  équations  et  la  re- 
lation 

sin'!+cos'|  =  l, 

on  arrivera  finalement  à  une  équation  différentielle  algébrique,  ce  qui  est 
la  condition  nécessaire  et  suffis  a  nie  pour  que  la  courbe  définie  par  l'équalion 
donnée  puisse  faire  partie  d'un  système. 


Mémoire  sur  une  application  de  la  théorie  des  substitutions  à  l'étude 
des  équations  différentielles  linéaires;  par  H.  Camille  Johoàk. 

(Séance  du  8  avril  1874) 


[1) 

une  équation  linéaire  d'ordre  n,  dcnl  les  coefficients  soient  des  fonctions 
entières  de  x  (ou  plus  généralement  des  séries  convergentes  dans  toule 
l'étendue  du  plan). 
Choisissons  à  volonté  la  valeur  initiale  \  de  la  variable  imaginaire  x,  en 
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ayant  soin  d'éviter  les  valeurs  «,|3, ...,  qui  annulent/?,  et  donnons-nous  arbi- 

dtt         dn  ~~  *v 
Irairement  les  valeurs  initiales  de  y,  -/i  ...»  ,      ^  A  chaque  système  de  va- 
leurs de  ces  quantités  correspondra,  d'après  Cauchy,  une  intégrale  y,  qui 
variera  avec  x  suivant  une  loi  parfaitement  définie,  pourvu  qu'on  évite  de 

faire  passer  x  par  les  valeurs  «,p, 

Soient  d'ailleurs  yt, ...,  yn  des  intégrales  particulières  choisies  de  telle 
sorte  que  leurs  valeurs  initiales  et  celles  de  leurs  n  —  1  premières  déri- 
vées,^),..., (y,),  (t^)»  •••  »(^),  ••.,  aient  un  déterminant  différent  de 
zéro;  et  soit  y  une  autre  intégrale  quelconque,  correspondant  aux  valeurs 
initiales  (y),  (  j|)>  ••••  On  pourra  déterminer  des  constantes  C4, ...,  C„  par 
les  relations 


On  en  déduira,  en  vertu  de  l'équation  différentielle, 

(3)-*@)+-+*(3> 

et  par  suite  on  aura,  d'une  manière  générale,  dans  toute  la  portion  du  plan 
où  les  intégrales  sont  développables  en  série  convergente  suivant  les  puis- 
sances de  x — Ç, 

II.  Supposons  maintenant  que  x,  après  avoir  varié  suivant  une  loi  déter- 
minée quelconque,  revienne  à  son  point  de  départ,  et  suivons  les  variations 

de  l'intégrale  yi  et  de  ses  dérivées.  Soient  (yMj^)»  •••  n/^»-i)*eurs 

leurs  finales.  Nous  aurons  passé,  comme  on  le  voit,  de  l'intégrale  yt  à  l'in- 
tégrale y=Ciyi-h ...  -f-C«y».  On  passera  de  même  de  l'intégrale  y,  à  une 
nouvelle  intégrale,  de  la  forme  D^  -h ...  -hD^jetc.  Par  suite,  l'altération 
produite  sur  le  système  des  intégrales  yt, ...,  yn  pourra  être  représentée  par 
une  substitution  linéaire  (*) 


va- 


A  = 


y%  Dt¥i  +  —  +  1W« 


P  Pour  plus  de  détails  sur  ce  sujet,  consulter  un  mémoire  de  H.  Fuchs  [Journal  de 
M.  Borchardt,  t.  LXVI). 
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Si  malmenant  nous  faisons  varier  -r  de  toutes  les  mimières  possibles,  de 
manière  y  envelopper  successivement  les  divers  points  singuliers  a,0, .:., 
nous  obtiendrons  un  certain  nombre  de  substitutions  dont  la  combinaison 
formera  un  groupe  G.  Ce  groupe  sera  susceptible  de  diverses  formes,  sui- 
vant le  choix  des  intégrales  particulières  yl y„.  (Il  est  clair  qu'on  peut 

prendre  pour  intégrales  indépendantes  un  système  de  n  fonctions  linéaires 
quelconques  de  y„  . ..,;/„,  pourvu  que  leur  déterminant  ne  soit  pas  nul.) 

III.  Le  groupe  G  caractérise  dans  ce  qu'il  a  d'essentiel  le  type  de  l'équa- 
tion différentielle  qui  lui  donne  naissance,  et  reflète  ses  principales  pro- 
priétés. 

Ainsi  cherchons  à  quelles  conditions  toutes  les  intégrales  de  l'équation 
P  =  0  satisferont  à  des  équations  algébriques  avant  pour  coefficients  des 
fonctions  synecliques  de  x. 

11  faut  pour  cela  que  les  diverses  fonctions  que  les  subslitulionsde  G  Font 
succéder  à.  chacune  des  fonctions  i/„  ...,  tjn  soient  en  nombre  limité.  Par 
suile,  G  no  devra  contenir  qu'un  nombre  limité  de  substitutions.  Et  cette 
condition  sera  évidemment  suffisante. 

IV.  Voyons  en  second  lieu  (*)  comment  on  pourra  reconnaître  sî  l'équa- 
tion (1)  a  une  intégrale  commune  avec  une  équation  analogue  d'ordre  infé- 
rieur 

(en  excluant  la  solution  évidente  t/=0). 

La  fonction  y  étant  supposée  satisfaire  à  la  fois  aux  équations  P  et  Q,  sa- 
tisfera à  l'équation 

{2}  R=?P-pO"-'-/'1QB-'-1-...-/._,Q=0, 

où  G''1  désigne  UfM*  dérivée  de  Q,  et  où /"„... ,/"■_,  sont  des  fonctions  de  x 

choisies  de  manière  a  annuler  les  coefficients  -,  .   ,,  ....  -j-=- 
du*-1  dar- 

Toutes  les  intégrales  communes  AT—  :0  et  à  0  =  ;0  satisferont  a  l'équa- 
tion R  =  A,  et  réciproquement.  Donc  si  B  est  nul  identiquement,  toutes  les 
intégrales  de  Q  —  ù  satisferont  à  P=0.  Dans  le  cas  contraire,  opérons  sur  R 
et  Q  comme  nous  l'avons  fait  sur  P  et  Q;  nous  obtiendrons  une  nouvelle 
équation  S  =  0,  d'ordre  moindre  que  R  =  0  et  à  laquelle  satisferont  les  in- 
tégrales communes.  Si  S  est  nul  identiquement,  toutes  les  intégrales  de 
Iï  —  0  satisferont  à  Q  —  0,  et  par  suite  a  P=0.  Poursuivant  ainsi,  on  arrivera 
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à  une  équation  dont  toutes  les  intégrales  satisferont  à  P  =  0  ;  car,  sans  cela, 
on  finirait  par  obtenir  une  équation  de  la  forme 

laquelle  n'a  plus  que  la  solution  y=Q. 

V.  Supposons  donc  qu'il  eiiste  une  équation  linéaire  T  =  0,  d'ordre 
m<n,  dont  toutes  les  intégrales  satisfassent  à  P  =  0.  Soient  Xt,  ...,XM  un 
système  de  m  intégrales  distinctes  de  F  équation  T  =0;  yB+l.  ...,  y„,  d'au- 
tres intégrales  de  l'équation  P=0,  qui  forment  avec  les  précédentes  un 
système  de  n  intégrales  distinctes. 

Si  l'on  fait  varier  x  d'une  manière  arbitraire,  les  intégrales  X^...,  Km  de 
l'équafion  T  =  0  seront  transformées  en  des  fonctions  linéaires  deXt, . . . ,  Xm  ; 
par  suite,  toutes  les  substitutions  du  groupe  de  P  seront  de  la  forme 

y  m -hit  •  •.,  y%     fm+U  •••ï/n 

où  A»«->/Jn  ne  dépendent  que  de  Xt, ..mX,,,  tandis  que  /(|+1,  ...,/„  pour- 
ront dépendre  de  toutes  les  variables  X19  .*.,X„,  ym+t*  •••>  Vn* 

Réciproquement,  si  l'on  peut  choisir  yt, ...,  ym>  de  telle  sorte  que  G  n'ait 
que  des  substitutions  de  cette  forme,  ces  m  intégrales  satisferont  à  l'équation 


(3) 


y 

à*    ... 
dx 

d?y 
dx* 

Vi 

ày*   ; 

dx 

ddr 

Vn 

dy* 

dx 

à*yn 
dxm 

=0, 


où  les  coefficients  de  y  et  de  ses  dérivées  ont  pour  rapports  des  fonction! 
monodromes  de  x. 

En  effet,  si  l'on  fait  décrire  à  x  un  contour  fermé  quelconque,  de  telle 
sorte  que  yt,ytv ...  soient  changés  en  ^-+-...4-0^,  Dly14-...-hDIByil, ..., 
les  coefficients  de  l'équation  (5)  seront  tous  multipliés  par  un  même  fac- 
teur, à  savoir  le  déterminant  de  Ct,  ...,  C*,  Dt, ...,  Il»,  ....  Leurs  rapports 
reprendront  donc  la  même  valeur,  et  seront  par  suite  des  fonctions  mono- 
dromes de  x. 

VI.  On  voit  par  ces  exemples  que  dans  la  théorie  des  équations  différen- 
tielles linéaires,  comme  dans  celle  des  équations  algébriques,  on  aura 
trois  catégories  de  problèmes  à  résoudre  : 

1°  L'équation  étant  donnée,  déterminer  son  groupe.  Cette  question  est  du 
ressort  du  calcul  intégral  ; 
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2°  Déterminer  les  conditions  auxquelles  le  groupe  floit  satisfaire  pour 
que  l'équation  donnée  jouisse  de  (elle  ou  telle  propriété; 

3°  Le  groupe  étant  connu,  vérifier  s'il  satisfait  ou  non  aux  conditions  re- 
quises. Celle  dernière  question  ne  dépend  plus  que  de  la  théorie  des  substi- 
tutions. 

VU.  À  celte  dernière  catégorie  se  rapporte  la  question  suivante,  qui  lait 
l'objet  du  mémoire  actuel  : 

Etant  donné  un  groupe  G,  dérivé  de  substitutions  linéaires  A,  B,  ...  entre  n 
variables,  reconnaître  si  l'équation  différentielle  linéaire  qui  a  pour  groupe  G 
est  satisfaite  par  les  intégrales  d'équations  analogues  d'un  ordre  inférieur 
à  n,  et  déterminer  les  groupes  de  ces  équations  réduites. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  ce  problème  revient  au  suivant  : 

Déterminer  de  toutes  les  manières  possibles  un  système  de  fonctions  li- 
néaires^,, .-.,Xm  des  variables  ?/,, ,  i/,,  telles  que  chacune  des  substi- 
tutions A,  1!,  ...  dont  G  est  dérivé  les  remplace  par  îles  fonctions  linéaires  de 

x, x.- 

VIII.  On  peul  d'ailleurs  faire  subir  a  cet  énoncé  une  légère  modification, 
que  nous  allons  exposer. 

Soit  X„  ...,XB  un  dessyslèmes  de  fonctions  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Il 
est  clair  que  chaque  substitution  de  fi  transformera  les  unes  dans  les  autres 
les  diverses  fonctions  du  faisceau  (*)  F  formé  par  les  fonctions  linéaires  de 
X„  ...,  X„.  Si  d'ailleurs  on  choisit  dans  ce  faisceau  m  fonctions  quelconques, 
linéairement  distinctes,  toutes  les  autres  pourront  s'exprimer  linéairement 
'  par  celles-là,  lesquelles  formeront  un  système,  jouissant  évidemment  de  la 
même  propriété  fondamentale  que  X„  ...,  X„.  En  remplaçant  la  considéra- 
tion du  système  des  fonctions  particulières  X„  . . . , X„  par  celle  du  faisceau  F, 
ou  aura  donc  l'avantage  d'un  certain  arbitraire  dans  le  choix  des  fonctions 
dont  on  le  considère  comme  dérivé. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  le  problème  pourra  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Déterminer  tous  les  faisceaux  tels  que  chacune  de»  substitutions  A,  B, ... 
transforme  leurs  fonctions  tes  unes  dans  les  autres. 

On  aura  toujours  un  semblable  faisceau,  formé  par  l'ensemble  des  fonc-  ■ 
lions  linéaires  rie  j/„  ...,  y,.  S'il  n'y  en  a  pas  d'autre,  le  groupe  G  sera  dit 
primaire,  et  l'équation  différentielle  correspondante  sera  irréductible.  Dans 
le  cas  contraire,  à  chacun  des  autres  faisceaux,  dérivés  de  fonctions  dis- 
tinctes X„  ...,  X„  en  nombre  O,  correspondra  une  équation  différentielle 

(')  Nous  dirons,  suivant  un  usage  assez  généralement  admis,  qu'un  système  de  fonctions 
linéaires  forment  un  faùctau,  lorsque  toute  combinaison  linéaire  de  ces  fonctions  tait 
elle-mîme  partie  de  ce  système.  Un  faisceau  quelconque  F  contiendra  un  certain  nombre 
de  fonctions  linéairement  distinctes,  en  fonction  linéaire  desquelles  on  pourra  exprimer 
toutes  les  autres,  et  dont  nous  dirons  que  F  est  dérivé. 

On  voit  que  la  notion  du  faisceau  dans  la  théorie  des  fonctions  linéaires  est  analogue  a 
celle  du  groupe  dans  la  théorie  des  substitions. 


—  105  — 

réduite,  dont  le  groupe  sera  formé  par  les  altérations  que  les  substitutions 
de  G  font  subir  à  Xt,  ...,  Xm. 

IX.  Nous  commencerons  par  indiquer  (§  II  et  III)  un  moyen  de  recon- 
naître avec  certitude  si  G  est  primaire  ou  non,  et  de  déterminer  dans  ce 
dernier  cas  un  faisceau  contenant  moins  de  n  fonctions  linéairement  dis- 
tinctes. Cette  question  résolue,  il  sera  facile  de  déterminer  tous  les  fais* 
ceaux  possibles  ;  ce  qui  fera  l'objet  du  g  IV. 


II 


X.  Soit 


« 


A  = 


yt    Ctyt  -t-  . . .  -f  C.0, 


•    • 


l'une  quelconque  des  substitutions  A,  B,  C, ...  dont  G  est  dérivé.  Nous 
prendrons  pour  variables  indépendantes  au  lieu  de  t/t,t/2, ...  des  fonctions 
linéaires  de  ces  variables,  choisies  de  manière  à  ramener  À  à  sa  forme  ca- 
nonique. Nous  avons  exposé  avec  détail  dans  notre  Traité  des  substitutions , 
livre  II,  chap.  II,  les  moyens  d'atteindre  ce  résultat  Nous  nous  bornerons 
ici  à  rappeler  brièvement  les  points  les  plus  indispensables  à  l'intelligence 
de  ce  qui  va  suivre. 

La  question  dépend  essentiellement,  comme  on  sait,  de  la  résolution  de 
l'équation  caractéristique 


(*) 


0. 


Soient  a,  6,  ...  les  racines  distinctes  que  cette  équation  comporte.  A 
chacune  d'elles,  telle  que  a,  correspondra  en  général  une  fonction 
yJ  =  «iyl-H...4-«lly«  que  A  multiplie  para;  et  les  rapports  des  coeffi- 
cients at, ...»  «,  seront  donnés  par  les  équations 


(6) 


Mais  si  a  annule  non-seulement  le  déterminant  (5),  mais  ses  mineurs 
d'ordre  4, ...,  i| — i,  les  équations  (6)  laisseront  indéterminés  *, —  4  de 
ces  rapports,  et  l'on  aura  k{  fonctions  distinctes  y\  ,  ...,  yf1  que  A  multiplie 
para. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  on  pourra  choisir  les  nouvelles  variables 


î/n  --..  yf\  y,t- >-tïP.  ••■■  y'f  i  •■-,$'.  s', ,  •■•,  -[',st  i  ■  ••■*i'.  ••■  de  manière  a 
ramener  A  à  la  l'orme 

y\'     «</,.••■.  »<j\' 

y\'    «"()»,' +  ïî  ) "(j^  +  ïî'J 

«J1     MI.'+Ii) *(^' +  *,'*) 

les  entiers  A,,*, l„l satisfaisant  aux  inégalités 

&i  >  *,  5- .  • .  >  *j>.  ï,>/i>  .--,  .... 

et  fc, +ft, ■+-■•■  +■  ^  .'i-f-^-H  •••-  ■•■  étant  les  degrés  île  multiplicité  res- 
pectifs des  racines  a,b, .... 

Nous  supposerons  dans  cette  section  que  l'équation  (5)  a  plusieurs  ra- 
cines distinctes  a,b 

Les  nouvelles  variables  pourront  se  répartir  en  classes  y\  ,  •■■,yïr; 
s, , ....  a1*, ...;  respectivement  correspondantes  aux  racines  a,b, .... 

XI.  Soit  maintenant  F  un  faisceau  tel  que  les  substitutions  de  G  transfor- 
ment ces  fonctions  les  unes  dans  les  autres.  Nous  allons  montrer  qu'on  ;>eu( 
considérer  F  comme  dérivé  d'un  certain  nombre  de  fonctions  distinctes,  ne 
contenant  chacune  que  les  variables  d'une  seule  classe. 

Soit  en  effet 

(7)  f=Y  +  Z+... 

l'une  quelconque  des  fonctions  du  faisceau  F,  Y  étant  une  fonction  des  in- 
dices y  de  la  première  classe,  Z  une  fonction  des  indices  z  de  la  seconde 
claase,  etc.;  et  soit*  le  faisceau  dérivé  de/*  et  de  ses  transformées  /',/",... 
par  les  diverses  puissances  de  À.  Chacune  de  ces  transformées,  et,  par  suite, 
chacune  des  fonctions  de  #,  appartiendra  au  faisceau  F. 

Gela  posé,  admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  a  soit  le  maximum  des 
indices  de  celles  des  variables  y  qui  figurent  dans  Y  ;  *  le  maximum  des  in- 
dices de  celles  des  variables  z  qui  figurent  dans  Z;  etc.  ;  nous  établirons  le 
théorème  suivant  : 

ïhéobèse,  —  Le  faisceau  *  contient  chacune  des  fonctions  partielles 
Y,  Z, ....  U  sera  d'ailleurs  dérivé  de  p  ■+■  <r-h ...  fonctions  distinctes,  dont 
p  formées  exclusivement  avec  les  variables  v,  <r  formées  exclusivement  avec 
les  variables  z,  etc. 

III.  Nous  allons  montrer  en  premier  lieu  que  le  nombre  des  fonctions 
distinctes  que  contient*  ne  peut  dépasser  p-r-  <r--f-.... 
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En  effet,  le  faisceau  *,  dérivé  des  transformées  de  f  par  les  puissances 
de  A,  est  évidemment  contenu  dans  le  faisceau  $'  dérivé  des  transformées 
des  fonctions  partielles  Y,Z, ....  Ce  dernier  s'obtient  en  combinant  ensemble 
les  transformées  de  Y,  lesquelles  ne  contiennent  que  les  y,  celles  de  Z,  qui 
ne  contiennent  que  les  *,  etc. 

Cherchons  donc  combien  les  transformées  de  Y,  par  exemple,  fourniront 
de  fonctions  distinctes.  Le  faisceau  *'  produit  par  ces  transformées  contien- 
dra la  fonction 

Y=x'y;-t-x'j;+...  +  yf_lt 

où  Y?_4  ne  contient  plus  que  celle  des  variables  y  dont  l'indice  est 
<  p  —  1.  Il  contiendra  de  même  la  transformée  de  Y  par  A,  que  nous  dési- 
gnerons par  YA.  Il  contiendra  donc  la  fonction 

(8)  Y'=lYA-Y, 

laquelle  sera,  comme  on  le  voit  aisément,  de  la  forme 

Y|  ne  contenant  plus  que  celle  des  variables  y  dont  l'indice  est  <$/> — 2. 
On  voit  de  même  que  $',  contiendra 

(9)         V~U'K~Y=i%-<t+x'y;~%+  ...  +V-5. 

où  Y,  ne  contient  plus  que  les  variables  dont  l'indice  <  p — 3. 
Continuant  ainsi,  on  arrivera  à  une  dernière  fonction 

pour  laquelle  on  aura  identiquement 
(il)  1  Y,-1  -  Y'"1  =  0. 

Les  p  fonctions  Y, Y', ...  sont  évidemment  distinctes,  chacune  d'elles  con- 
tenant des  variables  qui  ne  figurent  pas  dans  les  suivantes.  D'ailleurs  les 
équations  (8),  (9),  (10),  (11)  peuvent  sq  mettre  sous  la  forme 

YA  =  a(ï  +  T)fY;=«(Y'-«-t»)'t.:MTi-i  =  aY»-i. 

Donc  la  substitution  A  transform  echacune  de  ces  fonctions  en  une  fonction 
linéaire  de  ces  mêmes  fonctions.  Cela  aura  lieu  évidemment  quelque  nom- 
bre de  fois  que  Ton  répète  cette  substitution.  Donc  le  nombre  des  fonctions 
distinctes  dont  ♦'  est  dérivé  est  précisément  égal  àp. 


-  108  - 

Le  faisceau  #",  formé par  les  transformées  de  Z  contiendra  de  même*  fonc- 
tions distinctes  ;  etc.  Donc  le  faisceau  <!>'  dépendra  de  p+  t  ■+-...  fondions 
distinctes;  et  le  faisceau  *,  qui  y  est  conlenu,  dépendra  tout  au  plus  de  ce 
nombre,  de  fonctions. 

XIII.  iSous  allons  prouver  d'autre  part  que*  contient  au  moins  p+(T-+-  ... 
fonctions  distinctes. 

Pour  démontrer  cette  seconde  partie  de  notre  proposition,  nous  remar- 
querons que  *  contient  la  fonction 

(12)  f=yyf+*yf  +  ...  +yf_!  +  7,+  .... 

Il  contiendra  sa  transformée  fK  par  A,  et,  par  suite,  la  fonction 

m  r=„4i  («.-*). 

laquelle  est  de  la  forme 

(14)  f  =  iVl  +yy;  +...+¥;_,+  ...  +Z'  +  ..„ 

Y'  étant  une  fonction  analogue  à  Y,  et  Z'  une  fondion  analogue  a  Z,  mais  de 
laquelle  ont  disparu  celles  des  variables  z  dont  l'indice  est  égal  au  maxi- 
Ile  même  *  contiendra  la  fonction 

(*5)    f=^ii"(fc- frr)=*ï,  +  \%  + . . .  +t;_,+V'+  .... 

où  V  ne  contient  plus  celles  des  variables  %  dont  l'indice  dépasse  <r  —  2. 
Poursuivant  ainsi,  on  voit  que  *  contient  une  fonction  d'où  tous  les  indices  s 
ont  disparu;  s'il  y  a  d'autres  séries  de  variables  «,...,  correspondant  à 
d'autres  racines  c,  ...  de  l'équation  caractéristique  de  À,  on  les  fera  dispa- 
raître de  même.  Donc  *  contient  une  fonction  où  ne  figurent  plus  que  les 
indices  y  et  qui  sera  de  la  forme 


(16)  <?  =  %+*%  +  •■■  +%,- 


Ses  transformées  par  les  puissances  de  A,  combinées  entre  elles,  donne- 
ront p  fonctions  distinctes  des  seules  variables  y,  appartenant  a  *  (voir  la 
première  partie  de  la  démonstration). 

On  verrait  de  même  que  *  contient  a  fonctions  distinctes  des  variables  z; 
etc.;  soit  en  tout  p   )-  u  ■+- ...  fonctions  distinctes. 

XIV.  Le  faisceau  *,  étant  contenu  dans  *'  et  dépendant  comme  ce  der- 
nier de  p  +  tr-t-—  fonctions  distinctes,  se  confondra  avec  lui.  Donc  il 
contiendra  les  fondions  Y,Z,....'A  fortiori,  ces  fonctions  appartiendront  au 
faisceau  F,  qui  contient  ♦.  Nous  obtenons  donc  ce  résultat  : 
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Si  le  faisceau  F  contient  la  fonction  f=  Y  -}-Z  -+-  ...,  il  contiendra  les 
fonctions  partielles  Y,Z, . . . . 

Cela  posé,  soient  Yn  Y, ,  ...  les  fonctions  linéairement  distinctes  et  ne  dé- 
pendant que  des  variables  y  que  contient  le  faisceau  F  ;  Zt,Zt,  ...  les  fonc- 
tions distinctes  contenues  dans  ce  faisceau  et  ne  dépendant  que  des  indices 
%  ;  etc.  Le  faisceau  F  sera  dérivé  des  fonctions  Yt,Ylt  ...,Zt,Zt, ........  En 

effet,  soit  f=  Y-+-Z  -h ...  une  quelconque  des  fonctions  de  F.  Ce  faisceau 
contient  Y,. qui  ne  dépend  que  des  variables  y,  et  par  suite  sera  une 
fonction  linéaire  de  Yt,Y„  ....  De  même  Z  sera  une  fonction  linéaire  de 

Xi*,  ^4)  •••>  eiis. 

La  propriété  du  faisceau  F,  énoncée  au  n°  XI,  se  trouve  ainsi  démontrée. 

XV.  Nous  venons  de  voir  que  les  fonctions  distinctes  dont  F  est  dérivé 
peuvent  être  choisies  de  manière  à  ne  contenir  chacune  qu'une  classe  de 
variables.  Il  peut  se  faire  que  certaines  classes  ne  se  trouvent  représentées 
par  aucune  fonction.  Hais,  dans  tous  les  cas,  F  contiendra,  soit  une  fonction 
Y  des  variables  de  la  première  classe,  soit  une  fonction  Z  des  variables  de  la 
seconde  classe,  etc. 

XVI.  Premier  cas.  —  Supposons  que  F  contienne  une  fonction 

(17)  f=xlr;  +  Hf;+...=Y 

des  seules  variables  y.  Il  contiendra  ses  transformées  fB,fcy ...  par  les  sub- 
stitutions B,C, ...;  ces  nouvelles  (onctions  sont  linéaires,  d'une  part,  relative- 
ment aux  variables  y,z> ...,  d'autre  part  relativement  aux  coefficients  >,f*, .... 
On  aura  d'ailleurs 

(18)  /B  =  YB+ZB-h  ...,    /-C=:YC+ZC  +  ...,    ..., 

YB,YC,  ...  étant  des  fonctions  des  variables  y,  ZB,ZC, ...  des  fonctions  des 
variables  z,  etc.  Enfin  F  contiendra  les  faisceaux  dérivés  des  transformées 
de  /b,/*g,  ...  par  les  puissances  de  A,  lesquels  sont,  comme  nous  l'avons  vu 
(n™  XII  à  XIV),  dérivés  des  fonctions 

|YBVB=1YB_YB     Y"B=iY'B_VB) 

a   A  a    A 


Y0  ,Yc  =  iv^_Yc, 


(19) 


ZB,ZB=çZB-ZB, 

ZC,  z'c=|  z£-zc, 


qui  ne  contiennent  chacune  que  des  variables  d'une  seule  classe. 
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XVII.  Les  fonctions  ¥B,ÏB, ...,  Y^.V",  ...,2B,ZU,  ...,P!,Z'c,...sonl,  ainsique 
/;  des  fonctions  linéaires  des  produits  P|,P„  ...  obtenus  en  multipliant  suc- 
cessivement les  divers  coefficients  l,u,  ...  par  les  n  variables  y,  s, ....  Si 
quelques-unes  de  ces  fonctions  peuvent  s'exprimer  linéairement  en  fonc- 
tion des  autres  et  de /"(ce  qu'on  vérifiera  aisément),  nous  les  effacerons. 
Cette  simplification  faite,  il  nous  restera  un  certain  nombre  de  fonctions 
distinctes/1,/",...,^. 

XVIII.  Transformons  maintenant  la  fonction  /'  successivement  par  !),C, 
Les  transformées /]j  ,fc , ...  seront  de  la  forme 

(20)  t,=    if   +%"    +    ■:,        ft=<tyC+ïC    + 

gùII"  C\V', ...  sont  des  fonctionsdes  variablcsy,  SB  2?c  .  ■■■  des  fondions 
des  variables  s,  etc.;  el  F  contiendra  les  fonctions 

m  f.T=l¥l  -f f-tf s", s'" £c 

On  déduira  de  même  de  chacune  des  fonctions  (",■■■,  f  une  série  de  fonc- 
tions analogues  à  celles-ci,  et  toutes  contenues  dans  F. 
Les  nouvelles  fonctions  ainsi  obtenues  sont  encore  linéaires,  par  rapport 

aux  produits  P,,Pa Si  quelques-unes  d'entre  elles  peuvent  s'exprimer 

linéairement  60  fonction  des  autres  et  de  /",/',.-.,  f.  nous  les  effacerons. 
Soient  f+i,  ...,  f  les  fondions  restantes  après  cette  simplification.  Opé- 
rons sur  elles  comme  nous  l'avons  fait  d'abord  sur  f,  puis  sur/*,  ...f;  nous 
obtiendrons  encore  de  nouvelles  fonctions  de  P„P„...  contenues  dans  F. 
Nous  effacerons  celles  de  ces  nouvelles  fonctions  qui  s'expriment  linéaire- 
ment en  fonction  des  autres  et  de/",/-*  ,...,/*.  Si,  cette  simplification  faite,  H 
en  subsiste  quelques-unes,  telles  que  f  +  l,  .--,/',  on  opérera  de  même  sur 
elles,  elc.  On  ne  s'arrêtera  que  lorsque  l'on  n'obtiendra  plus  de  fonctions 
nouvelles  distinctes  de  celles  déjà  trouvées,  ce  qui  arrivera  nécessairement, 
le  nombre  total  des  fonctions  linéaires  distinctes  que  l'on  peut  former  avec 
les  variables  P,,!',, ...  étant  limité. 

XIX.  Les  fonctions  f,f, ...,/',  obtenues  comme  il  vient  d'être  indiqué, 
jouiront  de  la  propriété  que  chacune  des  substitutions  de  G  les  transforme 
en  fonctions  linéaires  de  f,f',...,p.  11  suffit  évidemment  de  prouver  la 
chose  pour  les  subslilutions  A,B,C,  "...  dont  Gest  dérivé. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  f  =  V  l'une  de  ces  fonctions.  En  vertu  des 
équations  (19),  sa  transformée  Yj  par  A  sera  égale  à  olV^-r- VB);  d'autre 
part,  ses  transformées  par  B,C,-..  sont  respectivement  %'-i-2iB-i-..., 
ct|L  4-  2Jc-t-  ..-, ....  Or  chacune  des  fonctions  partielles  qui  entrent  dans  ces 
expressions  est  une  fonction  linéaire  de  f,f, ...,  f. 
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Le  faisceau  Y,  dérivé  des  fonctions  f,f, ...,  f  jouira  donc  de  la  propriété 
que  ses  diverses  fonctions  sont  transformées  les  unes  dans  les  autres  par 
les  substitutions  de  6. 

XX.  On  doit  d'ailleurs  remarquer  que,  d'après  la  manière  dont  les  fonc- 
tions f,fy  ...,/*  ont  été  obtenues,  chacune  d'elles  ne  contient  que  les  va- 
riables d'une  seule  classe. 

Soient  en  particulier  f%fi%f%%  •»•  celles  de  ces  fonctions  qui  ne  contiennent 
que  les  indices  y  de  la  première  classe.  k 

Le  faisceau  Ty,  formé  par  celles  des  fonctions  de  Y  qui  dépendent  des  in- 
dicesy,  sera  dérivé  des  fonctions  /'j/i./i, ...,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
des  fonctions  f>yi—  /i-H»i/>  fi^/i-Hwjf, ...,  où  w^w,, ...  sont  des  con- 
stantes arbitraires,  que  nous  allons  déterminer  comme  il  suit* 

XXI.  La  fonction  /i  est  de  la  forme 

(22)  (ay\ 4- by\ -f-  . . .  +  ty;  +  •.Ox-t-ta'y;  +  *tt  +  * . .  +  d'y[+...) ja + ... 

et  ft  sera  de  la  forme 

(23)  [(a  +  »i)y'i  +  by'i  +  ...  +dy't  +  ...  ]l 

+  [*'y\  +  (*'  +  »i)  V[  +  —  4-  d'y;  +  ...]  jt  +  ... . 

Cela  posé,  nous  déterminerons  <ax  de  telle  sorte  que  le  déterminant 


(24) 


soil  différent  de  0,  ce  qui  sera  évidemment  possible,  car  ce  déterminant 
égalé  à  zéro  donne  une  équation  en  w1  dont  le  premier  terme  a  l'unité  pour 
coefficient.  Il  suffira  d'éviter  les  racines  de  cette  équation. 

Les  autres  constantes  c^,  ...  se  détermineront  d'une  manière  analogue. 

XXII.  Gela  posé,  la  fonction  ?t  s'obtient  en  opérant  sur  la  fonction 


(25) 
la  substitution 


(28) 


fs=s>»;+Mfï+. 


â> 


y[    (a  +  vjyl  +  ty^-f  *•• 


De  même  les  fonctions  ?„ .».  s'obtiendront  en  opérant  sur  /  des  substitu- 
tion $,.... 

Par  suite,  il  est  clair  quelle  faisceau  Y,  sera  identique  au  faisceau  dérivé 
des  fonctions  transformées  de  f  par  les  substitutions  du  groupe  r  dérivé  des 
substitutions  JW8, .... 
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Nous  supposerons  que  l'on  sache  reconnaître  si  rest  primaire  ou  non,  et 
que,  dans  ce  dernier  cas,  l'on  sache  y  déterminer  un  faisceau  3  dérivé  d'un 
nombre  de  fonctions  distinctes  inférieur  à  celui  des  indices  y  (et  tel,  que 
chacune  des  substitutions  JW8, ...  remplace  ses  fondions  les  unes  par  les 
autres) . 

XXIII.  1°  Si  r  n'est  pas  primaire,  soit  ï  l'une  quelconque  des  fonctions 
de  5;  nous  disposerons  des  coefficients  indéterminés  ï,(u, ...  de  manière  à 


*lï+fti+   -■=*■ 

Les  transformées  ï,  £',  ...  de  cette  fonction  par  les  substitutions  dérivées 
deJkiïQ,  ...  combinées  ensemble,  formeront  un  faisceau  contenu  dans  :T 
et  dépendant  par  suite  d'un  nombre  p  de  fonctions  distinctes  au  plus  égal  à 
celui  des  fonctions  distinctes  que  contenait  S.  Cela  posé,  parmi  les  fonctions 
distinctes  dont  I  est  dérivé,  et  qui  ne  contiennent  chacune  qu'une  classe  de 
variables,  il  y  en  aura  p  seulement  qui  contiennent  les  variables  y.donllenom- 
bre  surpasse  p,  par  hypothèse.  Dans  chacune  des  autres  classes,  il  ne  pourra 
y  avoir  plus  de  fonctions  distinctes  dans  f  qu'il  n'y  a  de  variables  dont  elles 
dépendent.  Donc  Y  dépendra  de  moins  de  n  fondions  distinctes,  que  l'on  ob- 
tiendra sans  peine  en  substituant  dans  f,f,  ...,/"' les  valeurs  particulières 
del.fj, ...  et  effaçant  celles  de»  fonctions  de  la  suite  qui  peuvent  s'exprimer 
linéairement  parles  autres,  une  fois  la  substitution  effectuée. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  G  ne  sera  pas  primaire,  et  nous  aurons  déterminé, 
comme  on  le  demandait,  un  faisceau  Y  contenant  moins  de  n  fonctions 
distinctes. 

XXIV.  2°  Si  r  est  primaire,  quelque  système  de  valeurs  que  l'on  donne 
aux  coefficients  X.fi,... ,1e  faisceau  T^,  obtenu  en  transformant  lj/( -)- [1^',+... 
par  les  substitutions  de  r,  dépendra  d'un  nombre  de  fonctions  distinctes 
égal  à  celui  des  variables  y.  Donc  il  contiendra  au  nombre  de  ses  fonctions 
toutes  celles  que  l'on  peut  former  avec  ces  variables,  et  notamment  y',. 

Donc,  dans  ce  cas,  F  contiendra  nécessairement  la  fonction  y\ .  On  pourra 
donc,  sans  nuire  à  la  généralité  de  la  question,  poser  l=i,ji=...  =  Ol  et 
vérifier  si  le  faisceau  ¥,  formé  dans  cette  hypothèse,  dépend  de  n  fonctions 
distinctes,  ou  d'un  moindre  nombre.  Dans  le  premier  cas,  F,  qui  contient  Y, 
dépendra  nécessairement  de  n  fonctions  distinctes.  Dans  le  second  cas,  G  ne 
sera  pas  primaire,  et  les  fonctions  distinctes  dont  Y  dépend  formeront  un 
système  de  fonctions  tel  qu'on  demandait  de  le  déterminer. 
.  XXV.  Second  cas.  —  Supposons  que  F  ne  contienne  aucune  fonction  des 
variables!/. 

Si  F  contient  une  fonction  Z  des  variables  *  de  la  seconde  classe,  on  opé- 
rera absolument  de  même  que  dans  l'examen  du  premier  cas ,  et  l'on  déter- 
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minera,  s'il  y  a  lieu,  un  faisceau  Y  contenu  dans  P  et  dépendant  de  moins  d* 
n  fonctions  distinctes. 

De  même  si  F  ne  contient  aucune  fonction  des  variables  y,  ni  des  varia* 
blés  *,  mais  une  fonction  U  des  variables  tic  la  troisième  classe. 

Continuant  ainsi,  on  voit  qu'on  pourra  toujours  déterminer  un  faisceau  ¥ 
dépendant  de  n  fonctions  distinctes,  à  moins  que  F  ne  contienne  nécessai- 
rement et  dans  toute  hypothèse  n  fonctions  distinctes,  auquel  cas  G  sera 
primaire  par  définition. 

XXVI.  La  solution  précédente  suppose  que  Ton  sache  résoudre  pour  le 
groupe  r  (etses  analogues)  la  question  posée  pour  le  groupe  G.  Mais  le  nom- 
bre des  variables  est  moindre  dans  r  que  dans  G,  puisque  r  ne  contient  que 
les  variables  d'une  seule  classe.  Le  problème  est  donc  réduit,  et  pourra 
être  considéré  comme  résolu,  lorsque  nous  aurons  examiné  le  cas  que  nous 
avons  négligé  jusqu'à  présent,  à  savoir  celui  où  l'équation  caractéristique 
de  la  substitution  A  n'a  qu'une  seule  racine. 

III 

XXVII.  Admettons  maintenant  que  l'équation  caractéristique  de  A  n'ait 
qu'une  seule  racine  a.  Si,  parmi  les  substitutions  de  G,  on  peut  en  détermi- 
ner une  S  dont  l'équation  caractéristique  ait  plusieurs  racines  distinctes,  on 
pourra  évidemment  considérer  G  comme  dérivé  des  substitutions  S,A,B, ...; 
et  raisonnant  sur  S  comme  nous  l'avons  fait  précédemment  sur  A,  on  ob- 
tiendra la  même  réduction  que  tout  à  l'heure. 

XXVIII.  Nous  supposerons  d'abord  que  G  ne  contient  aucune  substitution 
telle  que  S.  En  suivant  les  conséquences  de  cette  hypothèse,  nous  montre- 
rons que  G  n'est  pas  primaire,  et  nous  mettrons  ses  substitutions  sous  une 
forme-type  qui  mette  cette  propriété  en  évidence. 

Cette  étude  préliminaire  achevée,  nous  montrerons  comment  on  peut  vé- 
rifier immédiatement  si  l'hypothèse  admise  est  satisfaite,  et,  dans  ce  cas, 
ramener  les  substitutions  de  G  à  leur  forme-type. 

Dans  le  cas  contraire,  nous  ferons  voir  par  quelle  série  d'opérations  on 
pourra  obtenir,  soit  la  détermination  directe  d'un  faisceau  v  contenant  moins 
de  n  fonctions  distinctes,  soit  une  substitution  S  dont  l'équation  caractéris- 
tique ait  plusieurs  racines  distinctes  ;  ce  qui  fournira  par  suite  la  solution, 
ou  tout  au  moins  la  réduction  du  problème  proposé. 

XXIX.  Admettons  que  G  ne  contienne  aucune  substitution  dont  l'équation 
caractéristique  ait  plusieurs  racines  distinctes,  et  voyons  ce  qui  résulte  de 
cette  hypothèse. 

Soient  a  la  racine  unique  de  l'équation  caractéristique  de  A,  b  la  racine 
unique  de  l'équation  caractéristique  de  B,  etc.  On  pourra  poser 

(27)  A  =  aJt,  B=MÎ,  ...r 

n  8 


—  Ht  - 

a,  b,  ...  représentant  des  substitutions  qui  multiplient  toutes  les  varia- 
bles par  a,  par  b,  etc.,  et  Jt,9,...  des  substitutions  de  déterminant  1  et 
dont  lequatiou  caractéristique  se  réduira  à  (s  —  1)"=  0. 

Soit T  =  A*Bi'...=a*t'...  Jb'iB'...  une  substitution  quelconque  deG;  et 
considérons  la  substitution  Z  =Jb *&'....  Soil 


son  équation  caractéristique  ;  l'équation  caractéristique  de  T  aura  évidem- 
ment pour  racines  celles  de  l'équation  4=0  respectivement  multipliées 
par  le  facteur  constant  (a"b? ...)".  Mais,  par  hypothèse,  elle  n'a  qu'une  ra- 
cine distincte;  donc  il  en  est  de  même  de  l'équation  A  =  0. 

XXX.  La  racine  unique  de  l'équation  i  =  0  se  réduit  à  l'unité. 

Nous  allons  démontrer  que  si  cela  est  vrai  pour  deux  substitutions  S  et  G 
du  groupe  tj,  cela  sera  vrai  pour  leur  produit  86.  Comme  cela  est  vrai  pour 
Jbi93,  ...,  cela  sera  vrai  pour  leurs  produits  deux  a  deux,  trois  a  trois, 
etc.,  et  par  suite  pour  toutes  les  substitutions  de  &. 

XXXI.  Supposons  les  variables  indépendantes  choisies  de  manière  à  ra- 
mener S  a  sa  forme  canonique 


-ï,    lu 


(50)  $  = 


y,    aal  +  ...  +  bttl  +  ...+elu,+  ... 
*t    dij,  +  ...  +  e(»,  4-  ...+f,w,+  ... 


(31)  81®  = 


Vi    (^al+biX't-cti^j^-  +  ...jyi+... 

+  (*»  +  q*+".)«i+— +  (*  +  ■■■)«!  T 


-"> 
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et  son  équation  caractéristique  sera  de  la  forme 


(32) 


A  =  «*-4-9<*-1  -f  ?i*n~*-4-  ...  =0, 


7,«19  ...  désignant  des  fonctions  entières  de  >. 

La  racine  (unique  par  hypothèse)  de  celte  équation  sera  une  racine  nme  de 
l'unité.  En  effet,  cette  racine  a  pour  puissance  nm*  (au  signe  près,  si  n  est 
impair)  le  dernier  terme  de  l'équation  (32)  lequel  est  égal  à  ( —  1)"D,  D  étant 
le  déterminant  de  S*fë  ;  lequel  est  égal  à  l'unité,  car  S  et  S  sont  des  pro- 
duits formés  avec  les  substitutions  Jt,38, ...,  qui  toutes  ont  l'unité  pour 
déterminant.  On  aura  donc 


(33) 

6  étant  une  racine  de  l'unité. 
On  devra  avoir 


a=(«— e)*  =  0, 


(34) 


©  =  —  nô       ,     <p4 


»(n  —  1)  »_* 


>   ••    5 


et,  par  suite, 
(35)  *'=(-»)•,     *Ï=[B-^]" 

Ces  équations  sont  satisfaites,  par  hypothèse,  pour  toute  valeur  de  X  ; 
comme  elles  sont  d'ailleurs  un  degré  fini  en  >,  elles  doivent  se  réduire  à 
des  identités.  Donc  ©,©t, ...  sont  des  constantes,  et  A  sera  indépendant  de  X. 
Or,  en  posant  X  =  0,  on  a,  par  hypothèse,  A  =  (s — 1)*.  Donc  les  substitu- 
tions S*5,  • ..,§*€,...  auront  toutes  la  môme  équation  caractéristique 
(,— 1)»=0. 

XXXII.  Cela  posé,  choisissons  les  variables  de  manière  à  ramener  Jb  à  sa 
forme  canonique;  et,  ppur  rendre  le  raisonnement  plus  facile  à  suivre,  fai- 
sons une  hypothèse  particulière*  Soit 


(36) 


Jk  = 


yu  y**  2/s>  y*      !/n       y*?       y».    & 


Soit  d'autre  part 


(57)   Ç  = 


h 

a    y 

+  • 

•'  +  aW*4 

+  »« 

»f+  •• 

1        *»     3 

', 

c    y 
et  ^i 

+  . 

••  +  C»»I 

+  '* 

*â  +  .. 

?3     5 

une  substitution  quelconque  de  G.  On  aura 

iy}  (a(i  +  >>„  >■)«,+  •  ■  ■  +  (%  4-  bfi)  i/s  +  ttH  y4  +  »fI  ;_  + ... 

*i    'cf ■  +  dn '■)!',+  '■■  +  (CB  +  <V'')  ï,+ c.,  S»  +  dn  :,  +  ■■  ■ 


et  son  équation  caractéristique 
(50)  4=       »«,iv*       o«  +  &.,*- 


aura,  comme  on  vient  tic  le  voir,  ses  coefficients  iniiépenilaiits  de  i.  Mais  il 
Cst  aisé  de  voir  que  cette  équation  contient  les  termes 

(40)  o„>.      P,,».  — *     6nx      j  i* 
I     *»1         ^  ■   ^-«1 

lesquels  ne  se  réduiront  avec  aucun  autre,  et  par  suite  devront  s'annuler 
identiquement,  quels  que  soient  «  et  X. 
Egalant  séparément  à  zéro  les  termes  en  ls\  XV,  XV,  il  viendra 

(41)  6,i  +  ft„  +  6„=0, 

»         IttkltfcMfcM»". 


(«) 


XXXIII.  Nous  remarquerons  maintenant  que  l'on  peut,  sans  altérer  l'cx- 
Dression  du  la  substitution  Jb,  prendre  pour  variables  indépendantes,  au 
lieu  deyl%y„yz,  des  fonctions  linéaires  quelconques  de  ces  variables,  pourvu 
qu'on  opère  un  changement  analogue  sur  les  variables  s„ztlz..  Nous  allons 
profiter  de  cette  latitude  pour  simplifier  l'expression  de  S. 

XXXIV.  L'équation  (43)  nous  montre  qn'on  peut  déterminer  des  nombres 
/[,/,,/,  satisfaisant  a  l'équation 

(«)■      M*.l*l  +  *M=i  +  *U*l)  +  'l(*«*l  +  *ll*i +  *«**) 

+  '#ii  Si  +  Kttt  +  fc„  *,)  =  0. 

Si  donc  on  prend  pour  l'une  des  nouvelles  variables  l'expression 
'lïi+'ii/i  +  'ïïj'  l'expression  que  G  lui  fait  succéder  ne  contiendra  plus 
les  variables  z.  On  aura  donc,  par  celte  transformation,  fait  disparaître  do 

l'expression  de  G  les  coefficients  bilrb^,bK. 


—  \M  — 


Supposons  cette  opération  faite  ;  l'équation  (42)  prendra  Ja  forme  plus 
simple 


(45) 


On  pourra  déterminer  deux  constantes  ml9mtt  telles  que  l'on  ait 
(46)  !»,(&„  %i  +  bit  zt )  +  m,(&lf  zt  +  bn)z%  =  0, 

et  si  l'on  prend  pour  nouvelle  variable  mlyi  •+-  m^,  on  fera  disparaître  de 
S  les  coefficients  *,!,&„.  Cela  fait,  l'équation  (41)  se  réduira  à  blt  =  0.  On 
voit  donc  qu'on  peut  supposer 


(47) 


blt  =  bu  =  bit=bsl  =  bn = fc5S  =  0. 


XXXV.  Nous  allons  montrer  en  outre  que  si  l'un  des  coefficients  bit$bK  est 
nul,  on  peut  admettre  que  l'autre  l'est  également. 

Soit  d'abord  ftft=0.  On  pourra  déterminer  deux  entiers  Z^Z,  tels  qu'on  ait 
/1i13H-/tftJ5=0.  Si  ftl5>  ou  <0,  /,  ne  sera  pas  nul,  et  Ton  pourra  prendre 
pour  variables  indépendantes,  au  lieu  de  yvz„  les  suivantes  llyi  -+-  l$t9 
ltzt  •+•  fa,  ce  qui  n'altérera  pas  l'expression  de  Jlo,  et  transformera  é  en  une 
expression  analogue,  mais  où  le  coefficient  analogue  à  bn  aura  disparu.  Si 
fttt=0,  on  arrivera  au  même  résultat  en  permutant  les  variables  yuzt  avec 
les  variables  y„zt. 

Soit  en  second  lieu  bn=  0.  Si  ba>  ou  <0,  on  fera  disparaître  le  coeffi- 
cient analogue  à  bit  en  prenant  pour  nouvelles  variables  tlty,  -+-  ftlsys, 
blizi  -+-  bizzz  à  la  place  de  y3,z3.  Si  b^  était,  nul,  on  obtiendrait  le  même  ré- 
sultat en  permutant  yf,zt  avecy5,z,. 

XXXVI.  Soit  maintenant 


(48)    U  = 


zt    ciiyi+--  +  c»^  +  irfi*i+-   •+'f,«, 


une  substitution  quelconque  du  groupe  fî. 
La  substitution  6Jb*t6,  où  p  est  un  entier  indéterminé,  sera  de  la  forme 


(49)      p  = 


•t    <.*i  +  —  +^  +  ^+'---M^ 


en  posant  pour  abrège . 

(50)  Vp  =  (àn  +  bn  ribt,  +  (a'n  +  h'n  rf^  +  (an  +  b^by, 

+  <V\.  +  ^  ^  +  b'ndf  +  fchJ..j 

et  de  même  pour  les  autres  coefficients. 

Les  coefficients  bu, ...,  I/^  doivent  satisfaire,  quoi  que  soilp,  aux  équations 
(41),  (42),  (43).  On  aura  donc  en  particulier 

(51)  Kt  +  b'u  +  bU=Q- 

Substituons  dans  cette  équation  les  valeurs  de  b[„b„,b"a,  el  égalons  séparé- 
ment â  zéro  les  termes  qui  multiplient  p;  il  viendra,  en  tenant  compte  des 
équations  (47), 

(52)  6;,  bit  +  bt,  bit  +  bSlbn  =  0. 

XXXVII.  Cette  équationdoil  être  satisfaite  quelle  que  soit  la  substitution  % 
que  l'on  considère  dans  le  groupe  Cj.  Donc  elle  aura  encore  lieu  en  rempla- 
çai les  coefficients  b'lt,  b'M,  b'a  de^paHeseoefficienls  correspondants  de^. 
Ou  aura  donc,  quel  que  soit  p, 

(53)  5m*u  +  KiK + K*  ba=o. 

Remplaçons  dans  cette  équation  b\„  b"„,  b"a  par  leurs  valeurs,  et  égalons 
séparément  à  zéro  les  termes  multipliés  par  p.  Il  viendra,  en  tenant  compte 
des  équations  (47), 

(54)  bl%b„bs,=z0. 

XXXVIII.  On  peut  satisfaire  à  celte  équation:  1"  en  posant 

(55)  *;,  =  0; 

2°  en  posant  bu  t„— 0,  d'où  l'on  déduira  (55) 

(56)  *„=0,  bn=Q, 
puis,  en  vertu  de  l'équation  (52), 

(57)  t„=9. 

XXXIX.  Il  est  maintenant  aisé  de  voir  que  Q  ne  peut  être  primaire. 

En  effet,  supposons  d'abord  qu'on  puisse  choisir  16  dételle  sorte  que 
l'on  ait  b'.t  >  ou  <0.  On  aura  les  équations  (47),  (56)  el  (57),  desquelles  il 
résulte  que  G  remplace  yi<jfi,&  Par  des  fonctions  de  y„y,  ,#3,1/1  seulement  ; 
S  désignant  d'ailleurs  une  substitution  quelconque  du  groupe  §- 

Cela  posé,  soient  G, G',  ...les  diverses  substitutions  de  ce  groupe;  Y,Y\ ... 
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les  fonctions  qu'elles  font  succéder  à  yv  Chacune  de  ces  fonctions  ne  dé- 
pendra que  des  variables  yvy^y^yk-  Donc,  le  faisceau  formé  par  les  fonctions 
linéaires  de  la  forme  aYn-a  Y' H- ...  contiendra  un  nombre  de  fonctions  li- 
néairement distinctes  au  plus  égal  à  4.  Soient  Ylf  ...,  Y4ces  fonctions. 

D'autre  part,  chacune  des  substitutions  de  G,  transforme  les  unes  dans  les 
autres  les  fonctions  Y, Y', ...;  car  supposons  que  Tune  d'elles  6t  transforme 
Y  en  Yt  ;  soit  S  la  substitution  qui  transforme  yt  en  Y;  Yt  étant  la  transfor- 
mée de  yt  par  S  ^  appartiendra  à  la  suite  Y, Y', .... 

Donc  les  substitutions  de  Ç  transformeront  les  unes  dans  les  autres  les 
fonctions  du  faisceau  aY-t-a  Y'-f- ....  Le  nombre  des  fonctions  distinctes 
Yt,  ..., Y t contenues  dans  ce  faisceau,  étant  inférieure  celui  des  variables, 
Ç  ne  sera  pas  primaire  ;  et  si  l'on  prend  pour  variables  indépendantes  les  fonc- 
tions Yt,  ...,Yk>  avec  d'autres  fonctions  quelconques  YJ+l, ...,  les  substitu- 
tions de  G  seront  de  la  forme  générale 


(58) 


Yt» . .  .  ,Yk       cLlYi"+-, .  •+*|Yjt,  ...,plYl4-. .  •-|-(ijkYj 
**-t-i>  •••      Y1Y1  + . . .  4-  Y^ Yjjj  — f-  * *+ 1 Y^  + 1  +  ....... 


Supposons  maintenant  que  l'on  ait  b'n  =  0  quel  que  soit  1&  ;  on  arrivera  à 
la  même  conséquence.  En  effet,  soient  Y,Y', ...  les  fonctions  que  les  sub- 
stitutions de  G  font  succéder  à  y,;  aucune  d'elles  ne  contiendra  z,.  Donc  le 
faisceau  formé  par  les  fonctions  Y, Y', ...  contiendra  un  nombre  de  fonctions 
distinctes  Yt, ...,  Yk  inférieur  d'une  unité  au  moins  au  nombre  total  des  va- 
riables yi,...,y4,*i, .-., «s-  Gela  posé,  on  achèvera  le  raisonnement  comme 
dans  l'autre  hypothèse. 

XL.  Supposons  donc  les  substitutions  de  G  ramenées  à  la  forme  (58).  Le 
premier  membre  de  l'équation  caractéristique  d'une  substitution  de  cette 
forme  est  évidemment  divisible  par  celui  de  l'équation  caractéristique  de  la 
substitution  à  k  variables 

(59)         |  Yft,  •  • . ,  Yi    ot|  Yf  H- . . .  4-  **  Yj,  . . . ,  Pt  Yf  4-  •  •  •  4-  P»  Y4  |. 

Hais,  par  hypothèse,  toutes  les  substitutions  de  £  ont  pour  premier  mem- 
bre de  leur  équation  caractéristique  une  puissance  de/*  —  1.  Donc  il  en 
doit  être  de  môme  des  substitutions  partielles  (59);  donc  le  groupe  &  formé 
par  ces  substitutions  ne  sera  pas  primaire  si  A>1  ;  et  ses  substitutions 
pourront  se  mettre  par  un  choix  convenable  des  variables  indépendantes 
sous  la  forme 


(60) 
/étant  <fc. 


Yf,  . . . ,  Yj         ?i  (Yf *  •  •  •  »  Yj) ,  . . . ,  9|(Yt, . . . ,  Yj) 


—  Hfl  — 
Si  />1,  en  pourra  de  même  choisir  les  variables  Y,,  ...,ïj,  de  manière  à 
mettre  les  substitutions  partielles 

(61)  |  Y ,ï,  -V,0', Y,) ftfl V,)  | 

sous  la  forme  plus  .simple 


I  w 


♦,(ii. 


.».).■■■ 
...,ï,),. 


♦.(I, I.ll 

-M» *,)l 


Conlinuaii!  ainsi,  on  voit  que  l'on  pourra  choisir  les  variables  indépen- 
dantes de  telle  sorte  que  la  première  de  ces  variables,  Y,,  soit  multipliée  par 
un  simple  facteur  constant  dans  chacune  des  substitutions  de  (j.  D'ailleurs, 
ce  fir.leur  constant  doit  se  réduire  a  l'unité;  car,  s'il  était  égal  à  o  dans  une 
des  substitutions  de  (| ,  le  premier  membre  de  l'équation  caractéristique  de 
celle  substitution  serait  divisible  par  .v — a;  or.il  se  réduit  a  une  puissance 
des — 1,par  hypothèse.  Donc«=l. 

Nous  avons  donc  ce  théorème  : 

Si  toutes  lr.<  substitutions  île  §  ont  fioure'tjuiitinnrnractcristique  (s — 1)";=0, 
il  existe  une  fonction  nu  moins  des  variables  y, i/„  qui  n'est  alterce  par  au- 
cune substitution  de  lj. . 

XLI.  Il  peut  d'ailleurs  exister  plusieurs  semblables  fonctions.  Supposons 
qu'il  en  existe  p  distinctes.  On  pourra,  en  les  prenant  pour  variables  indé- 
pendantes, mettre  les  substitutions  de  ^  sous  la  forme 


(03) 


T„, 


«Ak.h-s'i'. Mi+...+mJ 


Or,  le  premier  membre  de  1  équation  caractéristique  d'une  semblable  sub- 
stitution est  égal  au  produit  de  (s — if  par  le  premier  membre  de  l'équation 
caractéristique  delà  substitution 


(64)  |  Y,+ 


...>v. 


MYp+t 


h«,Y... 


■■W 


nv;|. 


Donc  les  substitutions  de  cette  forme,  correspondantes  aux  diverses  sub- 
stitutions de  fi,  auront  toutes  pour  équation  caractéristique  (s  —  l)*"'  =  ft. 
On  en  conclut  qu'on  pourra  choisir  Invariables  de  manière  6  les  mettre 
sous  la  forme 


I  V, Y,+. 

I  Vi+ 


.v.  *,* 


.Pi+J»+i+...+M. 
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Continuant  ainsi,  on  voit  que  les  substitutions  de  G  pourront  se  mettre  sous 
la  forme  générale 


(66) 


*i»  •  •  •  >  *p  M»  •  •  •»  *p 

*p+i»»»»»Yff     *p+i  +  /p+i»    ••»Yg  +  /'ff 


où  fp+v  ...,  /f  sont  des  fonctions  de  Yt, ...,  Yp;  fq+v ...,  fr  des  fonctions  de 
*i> ...,  iç,  etc. 

En  particulier,  les  substitutions  Jk  ,$,...  dont  G  est  dérivé,  seront  de 
cette  forme.  Cela  est  d'ailleurs  suffisant,  car  le  produit  de  deux  substitutions 
delà  forme  ^66)  est  évidemment  de  cette  même  forme. 

XLII.  Rien  n'est  maintenant  plus  simple  que  de  vérifier  si  les  substitutions 
Jb,SB,...  sont  ou  non  susceptibles  d'être  réduites  à  la  forme  (66).  On  cher- 
chera, par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  s'il  existe  ou  non  des 
fonctions  des  variables  initiales  t/t,  ...,y„  qui  ne  soient  altérées  par  aucunes 
des  substitutions  Jb,5$,  ....  On  aura,  pour  déterminer  les  coefficients 
d'une  semblable  fonction,  des  équations  linéaires  homogènes,  en  nombre 
surabondant.  Si  ces  équations  peuvent  néanmoins  être  satisfaites,  soit  p  le 
nombre  des  coefficients  inconnus  qui  restent  arbitraires  ;  on  aura  p  fonc- 
tions distinctes  Yif ...,  Yp  jouissant  de  la  propriété  cherchée.  On  cherchera 
ensuite  s'il  existe  des  fonctions  Yt,  ...,Y4  que  Jb,&, ...  accroissent  simple- 
ment de  fonctions  linéaires  Yt, ...,  Yp  :  ce  qui  conduira  à  résoudre  un  autre 
système  d'équations  du  premier  degré,  et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  ne  se  heurte 
chemin  faisant  à  aucun  système  d'équations  incompatible,  il  suffira  de  pren- 
dre pour  variables  Y„ ...,  Yp,  Yp+  „  ...,  Yq9 ...  pour  ramener  Jfe,&, ...  et  par 
suite  les  autres  substitutions  de  (2  à  la  forme  (66).  Quant  aux  substitutions 
correspondantes  k=aA>,  B  =  WB, ...  du  groupe  G,  elles  se  déduiront  de 
Jb,SB, ...  en  multipliant  toutes  les  fonctions  qui  forment  le  second  nombre  de 
leurs  expressions  par  a,  par  b,  — 

Chacune  des  substitutions  de  G  multipliera  donc  par  un  simple  facteur 
constant  chacune  des  variables  Yt, ...,  Y,.  On  aura  déterminé,  par  suite,  de  p 
manières  différentes,  un  système  d'une  seule  fonction  que  les  substitutions 
de  G  remplacent  par  des  fonctions  linéaires  de  cette  même  fonction;  ce  qui 
résout  le  problème  que  nous  nous  étions  proposé. 

XLI1I.  Supposons  maintenant  qu'en  suivant  la  marche  indiquée  au  n°  XLII 
nous  ayons  abouti  à  une  impossibilité  ;  ce  qui  indiquera  que  (|  contient  une 
substitution,  dont  l'équation  caractéristique  a  plusieurs  racines  distinctes. 
Pour  résoudre  le  problème  dans  ce  dernier  cas,  on  opérera  comme  il  suit: 

Prenons,  comme  précédemment,  pour  variables  indépendantes,  celles  qui 
ramènent  Jk  à  sa  forme  canonique,  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 
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celte  forme  canonique  soit  celle  que  donne  h  formule  (00).  Nous  détermi- 
nerons ensuite  les  transformées  de  la  fonction  yt  par  les  substitutions 

JUS Si,  parmi  ces  transformées,  il  en  existequi  s'expriment  linéairement 

en  fonction  des  autres  et  de  y,,  on  les  effacera:  soient  y\  ,  ■-,>/,  celles  qui  res- 
tent. En  les  transformant  par  JUSS,.--,  on  obtiendra  de  nouvelles  fonctions, 
parmi  lesquelles  on  effacera  toutes  celles  qui  s'expriment  linéairement  en 
fonction  des  autres  et  des  fonctions  y{.  yt  ,  ■■■,  y',  .S'il  en  reste  encore  quel- 
ques-unes y',*',-..,y[ ,  on  les  transformera  par  JUS),  ...,ct  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ce  qu'on  n'obtienne  plus  de  fonctions  nouvelles,  ce  qui  arrivera 
nécessairement,  car  le  nombre  total  des  fonctions  distinctes  que  l'on  peut 
obtenir  no  saurai!  dépasser  le  nombre  des  variables  y, ,...,yt. 

Les  fonctions  y„  */,,...  ainsi  obtenues  jouiront  évidemment  de  la  propriété 
que  les  substitutions  JU  5J,  ...  (et  par  suite  toutes  les  substitutions  de  fi)  rem- 
placent  chacune  d'elles  par  une  fonction  linéaire  de  yx,ij\,  ■■•  •  Cela  posé, 
deux  cas  pourront  se  présenter. 

XLIV.  1°  Si  aucune  de  ces  fonctions  ne  contient  les  variables  z,,it^.,,  leur 
nombre  sera  au  plus  égal  à  celui  des  variables  i/,,;/,,;/.,^;  et,  sans  aller  plus 
loin,  on  aura  obtenu  un  système  de  moins  de  w  fonctions  tel,  queles  substitu- 
tions de  fi,  et  par  suite  celles  de  G  qui  n'en  diffèrent  que  par  des  facteurs 
constants,  les  remplacent  par  des  fonctions  linéaires  les  unes  des  autres. 
Le  faisceau  Y  dérivé  de  ces  fondions  satisfera  à  notre  problème. 

XLV.  2°  Si,  parmi  les  fonctions  y/,, i/,,  ...  il  en  est  une  y\  qui  contienne 
f !,*,,»!,  on  arrêtera  la  série  des  opérations  précédentes  au  moment  où  l'on 
arrivera  à  y\  ;  et,  en  repassant  la  suite  des  transformations  par  laquelle  on  a 
passé  de  y,  a  yj,  on  déterminera  aisément  la  substitution  G  [qui  transforme  yt  en 
y\ .  Cette  substitution  sera  de  la  forme (37),  elles  coefficients &„,... ,  ba sa- 
tisferont ou  non  aux  équations  (il),  (42),  (43). 

S'ils  n'y  satisfont  pas,  on  pourra  déterminer  une  substitution  de  la  forme 
JVE  dont  l'équation  caractéristique  ail  plusieurs  racines  distinctes.  Pour 
cela,  on  développera'  le  déterminant  (59),  qui  forme  le  premier  membre  de 
l'équation  caractéristique  de  Jb'G  ;  soit 

4=*"  +  1'i*-1-»-?i»"-    +...=0 

ce  déterminant.  On  n'aura  qu'à  assigner  à  X  une  valeur  qui  ne  satisfasse  pas 
aux  équations  (35).  On  y  arrivera  par  une  suite  d'essais  en  nombre  au  plus 
égal  à  nr,  t  étant  le  degré  en  X  de  l'un  des  coefficients  7,7,, ....  On  pourra 
alors  traiter  le  problème  comme  il  est  indiqué  au  n°XXVlI. 

XLVI.  Si  les  équations  (41), (42),  (43)  sont  satisfaites,  on  pourra  choisir  les 
variables  indépendantes  de  telle  sorte  que  les  équations  (47)  le  soient 
(XXXIII-XXXIV).  Si  en  outre  on  a  &„?>„  =  0,  on  pourra  faire  en  sorte  que  A„ 
et  b„  soient  nuls  séparément  (XXXV).  Hais  ba  sera  différent  de  0. 
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XLVII.  Cela  posé,  déterminons  les  transformées  de  y8  par  les  substitutions 
Jb,5$, ... .  Effaçons  celles  de  ces  transformées,  s'il  y  en  a,  qui  s'expriment 
linéairement  en  fonction  des  autres  et  de  t/5.  Transformons  de  nouveau 
celles  qui  restent  par  JW»,£B, ...,  et  ainsi  de  suite.  Nous  obtiendrons  une  suite 
nécessairement  limitée  de  fonctions  distinctes y5,yz , ...,  que  les  substitu- 
tions de  G  transformeront  en  fonctions  linéaires  de  t/3,t/5 ,... . 

Si  aucune  des  fonctions  yz,yz , ...  ne  contient  la  variable  *if  leur  nombre 
sera  au  plus  égala  n  —  1,  puisqu'elles  ne  dépendent  que  des  n —  1  variables 
autres  que  zt  ;  et  Ton  aura  ainsi  un  système  de  moins  de  n  fonctions,  que 
les  substitutions  de  G  remplacent  par  des  fonctions  linéaires  de  ces  mêmes 
fonctions.  Le  problème  se  trouve  ainsi  résolu. 

XLVIH.  Supposons  au  contraire  que  Tune  de  ces  fonctions,  y*,  contienne 
la  variable  zv  La  substitution  %,  qui  remplace  ys  par  y*,  sera  de  la  forme 
(48),  et  le  coefficient  b'n  y  sera  différent  de  0.  Par  suite,  les  équations  (52) 
et  (54)  ne  pourrront  être  satisfaites  à  la  fois  (XXXVIII). 

Si  %  ne  satisfait  pas  à  l'équation  (52),  la  substitution  V  =  SJfe^lfe  aura 
la  forme  (49),  et  l'on  pourra  déterminer  p  de  telle  sorte  que  l'équation  (51) 
ne  soit  pas  satisfaite  (XXXVI).  On  pourra  ensuite  déterminer  X  de  telle  sorte 
que  la  substitution  A>XV  ait  une  équation  caractéristique,  autre  que 
(*_1)*=0. 

Si  c'est  l'équation  (54)  qui  n'est  pas  satisfaite,  on  déterminera  p  de  telle 
sorte  que  V  ne  satisfasse  pas  à  l'équation  (53),  analogue  à  (52).  On  raison- 
nera ensuite  sur  V  comme  on  vient  delefairesur  1£  dans  le  cas  précédent. 


IV 

XLIX.  Nous  avons  vu,  dans  ce  qui  précède,  comment  on  peut  reconnaître 
si  le  groupe  G  est  primaire  ;  et,  s'il  ne  l'est  pas,  comment  on  peut  choisir 
ses  variables  de  manière  à  mettre  ses  subsitutions  sous  la  forme 


(67) 


m»  •  •  •  »  Yk      9i  (Yi , . . . ,  Yj) ,  . . . ,  9k(Y4,  . . . ,  Yt) 
*  +  i'  ••  •»  M     ¥p-M\M'  •  •  •»  *n)>'  •  •»  ?h(m»  •  •  •  >  I») 


Si  le  groupe  formé  par  ces  substitutions  partielles 

(68)  |î|.  .-.,T*    ?i(yi>-.mY*),  ...,¥*(Yt,    ..,Y*)  | 

n'est  pas  primaire,  on  pourra  choisir  les  variables  de  manière  à  mettre  ces 
substitutions  sous  la  forme 

#ggj  I       Yt,  ...,Y|       <h(Y|, ...,  Yj),  ...,+1^4, ..,,  Yj) 

I    N  +  i>"*>»i    +/  +  i(Y|,. .  mY^,.  ..,+t(Yf,  ...,Y^) 
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Si  le  groupe  formé  par  les  substitutions  partielles 

(70)  |  V, Y,    *,(¥ I,j ■},(¥, Y,)  |. 

n'était  pas  primaire,  on  pourrait  simplifier  d'une  manière  analogue  l'expres- 
sion de  ces  substitutions.  Continuant  ainsi,  on  voit  qu'on  pourra  mettre  les 
substitutions  de  G  sous  la  forme 


(71) 


.Y. 


r,  +  .  ..+«,y»,.  ..,ptY,+...+M,.  I 

î Y +  . . ,  +  s  y 


['Vm ï»     Tlï,  -t-.-.  +  ^Y, 

le  groupe  formé  par  les  substitulions  partielles 
(72)         |Yt Y.    njt.-f-.-.+^ï, feï,+  ...  +P„y»| 

étant  primaire. 

L.  Cela  posé,  si  le  groupe  formé  par  les  substitutions 

(75)  1  Y»  +  1 Y,    TM+JM.l  +  ...+T,Yn W.-r.  +  .-.  +  V.  | 

n'est  pas  primaire,  on  pourra  choisir  les  variables  Vm  +  1, ...,  Y,  de  ma- 
nière à  mettre  ces  substitutions  sous  la  forme 

y„.    i«.,t-+ ,+  ..- •+£*« (+iV»i-t-^-44Ar I 


ico  substitutions  partielles 

(75)  |  Y„  +  1 Yw    «Sp,+1Y.+  ,-»-...+<CYrf P'-+iY-  +  .+  -+^| 

formant  un  groupe  primaire. 
Les  substitutions  de  G  prendront  alors  la  forme 

■ .  ï.  «.Y,  +  . . .  +  ..Y. p.Y,  +  . . .  +  &.Y, 

■-Y*       W,Y.+  1  +  -+<CY-  +  /'-+1(Y.....,Y-) 

p;+tY-  +  .  +  ---  +  ^Y,'  +  ^Y Y.) 

■■.Y.  **-,(Y .TJ fc(Ti TJ 

Continuant  ainsi,  on  voit  qu'on  pourra  mettre  les  substitutions  de  G  sous 
la  forme 

Y .Y.  ■JÉ+...  +  ^„...tfcY.+  "-+M. 

ï„+i Y..    s  +  .VM+...  +  ^Y*  +  Vi.1(T Y„),     ... 

PL*  .*.+  .+  •■  ■  +  M.-  +  MY. Y.) 

Y*+l.-.-,Y*    £+.VH  +  ...  +  S('Y-H-fr+l(ï Y-') 

£+.**+.+  ■  ■  •  +kVt-/".-(ï..-.  .Y*) 
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les  substitutions  partielles 

H?)         I  Yi»  •  •  •  i  Y»    aiYi  -h  •  •  •  4-  ««Y*, . . . ,  foYâ -4-  . . .  -f-  $mYm  \ 

formant  autant  de  groupes  primitifs. 

LI.  Voyons  maintenant  comment  on  pourra  déterminer  tous  les  faisceaux 
tels,  que  les  substitutions  de  G  transforment  leurs  fonctions  les  unes  dans 
les  autres. 

Soit  F  un  semblable  faisceau.  Nous  dirons  qu'il  est  de  la  première  classe! 
si  les  fonctions  qui  le  composent  ne  dépendent  que  des  variables  Yf, ...,  Ym; 
de  la  seconde  classe,  si  quelques-unes  de  ces  fonctions  dépendent  des  va- 
riables Ym+ 1, ...,  Y^sans  qu'aucune  d'elles  dépende  des  variables  suivantes; 
et  ainsi  de  suite. 

Le  groupe  formé  par  les  substitutions  (77)  étant  primaire^  par  hypothèse, 
il  n'existera  évidemment  qu'un  seul  faisceau  de  première  classe,  lequel 
sera  formé  de  toutes  les  combinaisons  linéaires  des  variables  Yt, ...,  Yw. 

Nous  allons  donner  d'autre  part  un  moyen  de  déterminer  les  faisceaux  de 
la  classe  k9  lorsqu'on  connaîtra  les  faisceaux  des  classes  inférieures  à  h. 
Connaissant  le  seul  faisceau  qui  entre  dans  la  première  classe,  on  pourra 
s'élever  ainsi  progressivement  à  la  connaissance  de  tous  les  faisceaux  pos- 
sibles. 

LU.  Soit  pour  fixer  les  idées  k  =  3.  Désignons  par  F,P, ...  les  divers  fais- 
ceaux de  première  et  de  seconde  classe,  par  *  l'un  des  faisceaux  inconnus 
de  la  troisième  classe.  Les  diverses  fonctions  de  *  seront  de  la  forme  P  +Q, 
PiH"Qi»-«»  en  désignant  par  P,Pt, ...  des  fonctions  de  Y^^^  ...^^et 
par  Q,Qt, ...  des  fonctions  de  Yt, ...,  Ym,.  D'ailleurs  les  substitutions  de  G, 
que  nous  avons  mises  sous  la  forme  (76),  transforment  les  unes  dans  les 
autres  les  fonctions  P-f-QiPi  +  Qi,  •••-  Il  faudra' évidemment  pour  cela  que 
les  substitutions 

I  *#  +  V  •  •  •  »  V     a»'+  i^m'-i-i  +  •  •  •  +  "m"^»."»  •••»?*'  -4-i*m'+l  +  •  •  •  +  Pm'Ym"  | 

transforment  les  unes  dans  les  autres  les  fonctions  partielles  P,PP  ....  Mais, 
par  hypothèse,  ces  substitutions  forment  un  groupe  primaire  r  ;  donc  le 
faisceau  formé  parles  fonctions  l\Pn  ...  contiendra  toutes  les  fonctions  li- 
néaires des  variables  Y^  +  p  ...,  Y^.  En  particulier,  il  contiendra  Y* +  1.  Par 
suite,  ♦  contiendra  une  fonction  de  la  forme 

f=V*+i  +  Q=Yw.^1-hx1Y44-  ...  4- VYm»« 

LUI.  Formons  les  transformées  /*,...  de  la  fonction  /"par  les  substitu- 
tions A,B, ...,  en  considérant  >t, ...,  >m,  comme  des  indéterminées.  Si,  parmi 
ces  transforiréos,  il  en  est  qui  s'expriment  linéairemnnt  en  fonction  des  au- 
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1res  et  de/",  nous  les  supprimerons.  Soient  {', ...,/''  celles  qui  restent.  Trans- 
formons-les par  À,B, ...  et  supprimons  encore  celles  de  ces  transformées 
qui  s'expriment  linéairement  en  fonction  des  autres  et  de  f,  f,  ...,f'. 
Soient/"*"1,  ...,/* celles  qui  restent;  nous  les  transformerons  encore  par 
A,B,  ■■■  cl  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  n'obtienne  plus  de  nouvelles  trans- 
formées, linéairement  distinctes  des  précédentes.  Cela  arrivera  forcément, 
car  les  transformées  successivement  obtenues,  dépendant  linéairement  de 
¥„,  +  il...,  Ym„et  des  m'*  produits  îj,,!^',.  ...,  J^Y^U  ne  peut  y  en  avoir 
plus  de  m" — m'-t-m'1  qui  soient  linéairement  distinctes. 

Soient  f,-..,fl  leslonctiorts  ainsi  obtenues.  En  les  combinant  linéairement, 
on  obtiendra  un  faisceau  de  fonctions,  que  les  substitutions  de  G  transforment 
les  unes  dans  les  autres.  Ces  fonctions  sont  respectivement  de  la  forme 
PH-Q,P'H-Q,,...,P'  +  Q'IP,P',...,P'  étant  des  fonctions  de  YK  +  ,,. ..,}'*■  et 
Q.Q'.-.i'J'  des  Fonctions  de  Y ,  Ym,.  D'ailleurs  les  substitutions  de  r  per- 
muteront évidemment  les  unes  dans  les  autres  les  fonctions  du  faisceau  formé 
par'la  combinaison  linéairedes  fonctions  partielles  f1,!",...,  P'.  Hais  r  est  pri- 
maire, par  hypothèse;  donc,  parmi  les  fonctions  i',1", ...,  P',  toutes  formées 
avec  les  m"  —  m'  variables  Yw+V  ...,YM,,  il  y  en  aura  m"  —  m'  de  dis- 
tinctes. 

L1V.  Supposons,  par  exemple,  que  P,I",...,P""~*-1  soient  distinctes. 
Soit  ?=  dî+  2-  une  quelconque  des  fonctions  du  faisceau  t.  La  fonction  '£ 
des  indices  Yrf  +  l,  ...,¥„.  pourra  s'exprimer  linéairement  eu  fonction  des 
m"  —  m' fonctions  distinctes  P,  ,..,1""" -*-'.  Soil,  par  exemple, 

£=rfP  +    . .  +  d*-*-ii*,-«'-ii 

On  aura  évidemment 

V=df+\. .+<F-*  '-y.'-*-<+  a,, 

2,,  ne  dépendant  plus  que  des  variables  Y„  ...,  Y,,,.  Donc  *  s'obtiendra  eu 
combinant  les  m" — m'fonctionsP,  ...,V*~w~l  avec  des  fonctions  2„2,,... 
des  seuls  indices  Y,, ...,  Y„. 

LV.  11  peut  se  faire  que  2.„2-„  ...  se  réduisent  toutes  à  zéro.  Dans  le 
cas  contraire,  elles  formeront  un  faisceau  de  fonctions  que  les  substitutions 
de  G  permuteront  évidemment  les  unes  dans  les  autres.  Ce  sera  donc  un 
des  faisceaux  F,F', ...  déjà  déterminés. 

LV1.  Parmi  ces  fonctions  S.,,2.,, ....  il  en  est  qu'il  est  aisé  de  déterminer. 
Ce  sont  celles  qui  appartiennent  au  faisceau  dérivé  de  f, ...,/'',  lequel  est 
évidemment  contenu  dans*.  Pour  les  obtenir,  on  remarquera  que  les  fonctions 
l""~m>,...,f  se  réduiront  respectivement,  par  la  soustraction  de  fonctions 
linéaires  convenables  de/",  ...,/**-"-<,  a  des  fonctions  2,    '*, ... ,  2.' des 


seules  variables  Yt,...,  Ym,.  D'ailleurs  les  coefficients  des  variables  dans  ces 
fonctions  seront  évidemment  linéaires  par  rapport  à  ).t, ...,  >w,. 
LV1I.  Si  l'on  veut  que  2^,2*, ...  se  réduisent  à  zéro,  il  faudra  a  fortiori 

que  les  fonctions  2,a|,'~m', ...,  2/  qui  font  partie  de  cette  suite  s'annulent.  Il 
faudra  pour  cela  que  les  coefficients  de  Ylf ...,  Tm  s'annulent  tous  dans  cha- 
cune de  ces  fonctions,  ce  qui  donnera  pour  \, ...,  >TO,  un  système  d'équations 
linéaires,  en  général  surabondant.  Si  ces  équations  ne  sont  pas  incompa- 
tibles, à  chaque  système  de  valeurs  qui  y  satisfait,  correspondra  un  faisceau 
*,  dérivé  des  seules  fonctions  /*,...,  f **-*'-*. 

LVIll.  Si  Ton  veut  que  2^,2-*, ...  forment  par  leur  réunion  l'un  des 
faisceaux  F,F', ...  déjà  trouvés,  par  exemple  le  faisceau  F,  il  faudra  que 

j—    Ml'"   ^^m   ÈM?  ^^   t 

zl  ,...,  zL  appartiennent  à  ce  faisceau.  Or,  soient  x,x', ...  les  fonctions 
distinctes  que  contient  le  faisceau  F  ;  les  diverses  fonctions  de  F  seront  de  la 
forme  pxH-pV-h  ...  ;  et  l'on  aura  à  satisfaire  aux  conditions 

Remplaçant  dans  ces  équations  2,m""m',  ...,  2/,  %,%,  ...  par  leurs  va- 
leurs en  Yt, ...,  Ym  et  égalant  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  chaque 
variable,  on  aura  pour  déterminer  >t,  ...^^p,^,  ...,^,pî, .......  un  sys- 
tème d'équations  linéaires.  Si  ces  équations  sont  incompatibles,  il  n'exis- 
tera aucun  faisceau  *  de  troisième  classe  et  contenant  F.  Sinon,  à  chaque 
système  de  solutions  correspondra  un  faisceau  *. 

On  remarquera  cependant  que  si,  dans  l'expression 

f==  Y«'+i  4-  >.iit  -f-  •  •  •  4-  ^Y^, 

*i>  •••>*»  ont  reçu  un  système  de  valeurs  permettant  de  déterminer  un 
faisceau  *  qui  contienne  F,  on  obtiendra  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs 
qui  engendrent  le  même  faisceau,  en  considérant  les  fonctions  de  la 
forme 

f  +  vX  +  *'x'  +  ..., 

où  v,v'  sont  des  constantes  quelconques. 


Détermination  du  nombre  exact  des  solutions  d'un  système  de  n  équa- 
tions algébriques  à  n  inconnues;  par  H.  Fouret. 

9  (Séance  du  28  janvier  1874) 

l.  D'après  un  théorème  bien  connu,  dû  à  Bezout,  le  nombre  des  solutions 
d'un  système  de  n  équations  algébriques  de  degrés  quelconques  à  n  inconnues 
est,  en  général  et  au  plus,  égalauproduit  des  degrés  de  ces  équations. 

Ce  nombre  de  solutions  est  rigoureusement  atteint,  lorsque  les  équations 
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sont  complètes  et  que  leurs  divers  cocmdettU  son!,  indépendants  les  unsdes 
autre»;  mais,  en  dehors  de  ce  cas  général,  le  nombre  des  soldions  est  fré- 
quemment au-dessous  do  la  limite  donnée  par  le  théorème  de  Bezoul. 

Je  me  propose,  dans  celte  noie,  premièrement  de  donner  une  démonstra- 
tion nouvelle  et  Tort  simple  de  ce  théorème  ;  secondement  de  le  compléter , 
en  faisant  voir  comment  les  particularités  présentées  par  les  équations 
peuvent  amener,  dans  certains  cas,  une  diminution  dans  le  nombre  des  so- 
lutions. 

Ces  recherches  m'ont  été  inspirées  par  deux  intéressantes  communica- 
tions faites,  il  y  a  quelques  mois,  à  l'Académie,  par  M.  Chasles,  louchant  la 
déterminalion,  par  le  principe  de  correspondance,  du  nombre  des  points 
d'hiterseclion  de  deux  courbes  algébriques,  silués  à  dislance  finie  (Comptes- 
rendus,  t.  LXXV,  p.  736,  et  t.  LXXVf,  p.  126).  En  me  basant  sur  les  mêmes 
considérations,  j'ai  traité,  dans  une  première  note  prèsenlée  à  la  Société 
mathématique,  le  cas  de  trois  surfaces  ou  autrement  dit  de  trois  équations 
(Bulletin  de  la  Société  mathématique,  1. 1,  p.  122)(').  Enfin,  en  généralisant 
le  même  modededèmonslrationetlui  donnant  une  forme  analytique,  je  suis 
parvenu  à  l'appliquer  au  cas  général  d'un  nombre  quelconque  d'équations. 
C'est  ce  résultat  que  je  me  propose  de  développer  ici. 

H.  Soit 

I     At*.5.*.-.«.')=o.  ^^^ 


f /_i(*y. «,!)  =  0, 


un  système  de  n  équations  algébriques  à  n  inconnues,  et  de  degrés  respec- 
tivement égaux  à  p„  p„  ....  p„_t,  p„. 

Nous  supposerons  que  ces  équations  ne  manquent  d'aucun  terme  et  que 
leurs  coefficients  soient  indépendants  les  uns  des  autres.  Je  dis  que  le  nom- 
bre des  solutions  de  ce  système  d'équations  est  égal  à  p,p,  ...  /ViP»- 

Pour  démonlrer  ce  théorème  dans  toute  sa  généralité,  il  nous  suffira  d'é- 
tablir que,  supposé  vrai  dans  le  cas  de  n  —  1  équations  à  n  —  1  inconnues,  il 
l'est  également  dans  le  cas  de  n  équations  à  n  inconnues  ;  car,  de  la  pro- 
priété dont  jouit  toute  équation  algébrique  à  une  inconnue  d'admettre  un 
nombre  de  racines  égal  à  son  degré,  on  pourra  dès  lors  conclure  qu'un 
système  de  deux  équations  à  deux  inconnues  admet  un  nombre  de  solutions 
égal  au  produit  de  leurs  degrés,  et  ainsi  de  suite,  de  proche  en  proche, 

(']  J'ai  communiqué  lo  9  juillet  dernier,  i  la  Société  mathématique,  une  seconde  démon- 
stration du  théorème  relatif  à  l'intersection  de  trois  surfaces,  dont  l'analogue  engêomélrie 
a  deui  dimensions  comprend,  comme  cas  particuliers,  les  diverses  démonstrations  données 
par  H.  Chastes  (Comptes  rendus,  t.  LXXV,  p.  736,  et  t.  I.XXïl,  p.  t2G). 
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jusqu'au  cas  d'un  système  formé  d'un  nombre  quelconque  d'équations  àpaJ. 
reil  nombre  d'inconnues. 

III.  Cela  posé,  considérons  le  système  formé  par  les  n — 1  premières  équa- 
tions (i)  et  les  suivantes  : 

(2)  M5>«,C>...->«.*)  =  0, 

qui  n'est  autre  que  la  dernière  des  équations  (i)  dans  laquelle  Ç,u,ç,  ...,?,t 
sont  substitués  respectivement  à  x,  y,  z,  ...,*,  t, 

*  '  x  +  a~    y  +b      z-hc      '"      t  +  g       t-\-h      T% 

(A)  A£+By  +  Cz  +  ...+Gs  +  \\t  =  l, 

(5)  ÀÇ  +  B»i  +  a:+...4-Ga  +  Il7  =  x,     . 

a,  fc,  c, ...,  j,  h,  A,B,C,  ..*,G,  H  étant  des  coefficients  quelconques,  Ç,u,  Ç, ..., 
7,7,  p,  /  et  >  étant  des  variables  qui,  jointes  à  x,  y,  z, ...,  s>  {,  forment  un 
nombre  total  de  2w-4-3  variables  liées  entre  elles  par  2n  H- 2  équations. 

En  éliminant  entre  ces  équations  les  2n  -+-  i  variables  aufres  que  /  et  >, 
on  obtiendrait  une  certaine  équation 

(G)  ?(/,x)  =  0. 

Cherchons  quel  serait  le  degré  de  >  dans  cette  équation.  Pour  cela,  sup- 
posons donnée  à  l  une  certaine  valeur  prise  d'ailleurs  arbitrairement.  En 
vertu  du  théorème  de  Bezout,  admis  provisoirement  dans  le  cas  de  n — 1  équa- 
tions, le  système  formé  des  n — 1  premières  équations  (i)  et  de  l'équation  (4) 
déterminera  pi p, ...  p„_i  systèmes  de  valeurs  de  xfy,z9 ...,«,  t.  D'un  autre 
côté,  en  tirant  des  équations  (3) 

et  substituant  ces  expressions  dans  (2),  on  formera  une  équation  en 
a:,y,z, ...,$, *et/>, de  degré p„en/>,  qui,  pour  chaque  système  de  valeurs 
de  x, yt  z,  ...,*,  t,  fournira  pn  valeurs  de  />,  dont  on  déduira,  en  vertu  des 
équations  (3)  et  (5),ptt  systèmes  de  valeurs  de  Ç,  »,  ç, ...,  <r,  t  et  >.  D'où  il 
résulte  qu'à  une  valeur  de  l  choisie  arbitrairement  correspondra  un  nom- 
bre de  valeurs  de  >  égal  à  ptpt  ...  pn„iPH-  Autrement  dit,  le  degré  de  >  dans 
l'équation  (6)  sera  égal  à  p,p,  ...Pn-tPn' 

Eu  donnant  à  >  une  valeur  quelconque,  on  tirerait  du  système  d'équaiions 
ci-dessus  défini  un  certain  nombre  n  de  solutions  de  ar,y,  z, ...,  s,  f,  et,  par 
Buite,  ir  valeurs  de  Z.  Par  suite,  en  faisant  dans  (6)  Z=>,  on  aurait  une 
équation  en  Z  ou  >,  d'un  degré  égal  à  ptft  ...p^-f-Tr  (*). 

H  Nous  démontrons  plus  loin  que  le  terme  en  \*i*~H  t*  existe  dans  l'équation  (0), 
ce  qui  est  nécessaire  pour  compléter  notre  raisonnement. 

n  0 


■ 
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IV.  Pour  p  =  1 ,  le  système  formé  des  «  —  1  premières  équations  (1)  cl 
des  équations  (2i,  (5),  (\)  et  (5),  est  satisfait  par  tout  système  de  valeurs 
de  x,  y,  s,  ...,  s,  t,  déterminé  par  le  système  des  n  équations  (1).  D'antre 
part,  à  chacune  de  ces  solutions  correspond  une  valeur  de  /  =  !.  Par  suite, 
les  solutions  do  système  (1)  sont  comprises  parmi  les  systèmes  de  valeurs  de 
x,y, a,..., s, (.qui dérivent  de  la  condition  l  =  \ introduite  dans  le  système 
formé  des  h  —  i  premières  équations  (1)  et  des  équations  (i),  (5),  (4( 
et  (a).  Or,  il  est  facile  de  trouver  quels  sont  les  divers  systèmes  de  valeurs 
de  .t,  g,  s, ...,  s,  f,  qui  dérivent  de  cette  condition.  En  effet,  en  ayant  égard 
aux  relations  (3),  on  peut  écrire  l'équation  (5)  sous  la  forme  suivante  : 


(7}  Az  +  By   ,  Ci  +  ...  -m;s  +  1I<=  - 


-t?-m 


Aa  +  fi*  +  Ce+  ...  +  tig  +  hh  =  k. 

En  comparant  cette  équation  avec  l'équation  (4),  on  voit  qu'elles  ne  sont 
compatibles  qu'autant  que  l'on  a,  soil  ^=  I ,  soit  1  ^  — k, 

Or,  à  la  valeur  1  =  —  k,  comme  à  toute  valeur  de  ï,  correspondent 
ir  systèmes  de  valeurs  de  .r,  y,  s, ...,  *,  t,  qui,  dans  le  cas  général  où  nous 
nous  plaçons  ici, ne  sauraient  être  identiques  respectivement  à  des  syslèmes 
correspondaulsde  valeurs  de  \,  n,'Ç,...,  a,  t.  Donc,  parmi  les/),p,...  ji.^j^-i-ir 
valeurs  de/  =  i,  il  n'y  en  a  que p,pt  ■  ■■  p,_, p,  qui  correspondent  à  p=*î  ; 
et  les  p,pf  ■■■pn.ipn  systèmes  de  valeurs  correspondantes  de  x, y,z,  ...,s,  t 
étant, comme  nous  l'avons  vu,  les  solutions  du  système  (t),  le  théorème  de 
Bezout  se  trouve  démontré. 

V.  Dans  la  démonstration  précédente,  nous  avons  admis  que  l'équation  (6) 
était  de  degré  plp,.../>B_,p,4-ir,  c'est-à-dire  qu'elle  contenait  un  terme  en 
■APtPt  p*i'  Cherchons  dans  quels  cas  le  degré  de  l'équation  (6)  pourra  s'a- 
baisser, et  quelles  conséquences  il  en  résultera  pour  le  nombre  des  solutions 
du  système  des  équations  (i). 

Il  est  facile  de  voir  que  le  degré  de  l'équation  (6)  s'abaissera  si,  à  une  va- 
leur de  l  infiniment  grande,  correspond  un  nombre  de  valeurs  de  1  inférieur 
ap,p,...p„.  Or,- pour  que  l  soit  infiniment  grand,  il  faut,  d'après  l'équa- 
tion (4),  qu'une  ou  plusieurs  des  variables  x,  y,  z,...,  s,  t  prennent  des  va- 
leurs infiniment  grandes.  En  les  supposant  toutes  dans  ce  cas,  les  n  —  1 
premières  équations  (1)  qui  déterminent  ces  valeurs  peuvent  être  réduites 
chacune  à  leurs  termes  du  degré  le  plus  élevé,  et  deviennent  par  ce  fait  ho- 
mogènes. Elles  sont,  en  conséquence,  satisfaites  par  une  infinité  de  systèmes 
de  valeurs  de. r,  y,  ;,...,  x,t;  mais  les  rapports  de  n — I  de  ces  variables 
a  la  n""*  sont  déterminés  et  doivent  satisfaire  à  un  système  de  n—  1  équa- 
tions, dont  les  degrés  respectifs  sont  p„p„  ...,p,  (. 
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Soit  x=af,y=ztf,  3=*',  ...1s  =  s',t  =  t?  tin  système  de  valeurs  des  va- 
riables qui  satisfasse  à  l'ensemble  de  ces  équations.  En  désignant  par  r  un 
paramètre  quelconque,  les  valeurs 

(8)  s  =  7,  y  =  ^  *  =  -,...,«=-,■«=- 

satisferont  également  au  système  des  n  —  i  équations,  et,  en  faisant  r  in- 
finiment petit,  on  aura  une  solution  correspondant  à  une  valeur  infiniment 
grande  de  /.  Il  y  aura  ainsi,  d'après  le  théorème  de  Bezout,  admis  dans  le  cas 
de  n —  1  équations,  Pi,p,  ...1  pff_t  systèmes  distincts  de  valeurs  infiniment 
grandes  des  variables  qui  satisferont  au  système  des  n  —  1  premières  équa- 
tions (i). 

En  substituant  dans  (2)  les  valeurs  de  Ç,  u,  Ç, ...,  <r,  t,  déduites  de  (8),  au 
moyen  des  équations  (3),  c'est-à-dire 

Ç=p-x'4-a(?-1)^==ii/'4-M?.-l),?;  =  ^'4-c(?-l),..., 

'      *  =  ;>  +  0(?-l),  *  =  ^'  +  Me-l), 

nous  formerons  une  équation  en  pf  qui  sera  du  degré  p„  et  fournira  pour  - 

pn  valeurs  finies,  lorsque  l'on  supposera  que  r  et  p  deviennent  ensemble 
infiniment  petits. 

Chacune  de  ces  racines  fournissant  une  solution  en  Ç,  u,  Ç, ...,  o-,  t,  on  aura 
au  total  un  nombre  de  solutions  en  Ç,  u, ç, ...,  *,t  égal  hptp9 ...  pj,* donnant 
un  pareil  nombre  de  valeurs  de  >.  t 

Le  nombre  des  valeurs  de  >  correspondant  à  une  valeur  infiniment 
grande  est  donc,  en  général,  égal  à  p^p% ...  pn  :  ce  qui  complète  la  démons- 
tration du  théorème  de  Bezout,  tel  que  nous  l'avons  énoncé  en  commen- 
çant. 

VI.  11  en  serait  autrement  dans  le  cas  où  le  degré  de  l'équation  en  j>,  ou 

en  ^  (p  et  r  étnnt  supposés  infiniment  petits),  viendrait  à  s'abaisser.  Or,  il 

T 

faudrait  pour  cela  que  le  coefficient  du  terme  en  (  -  j  fut  nul,  c'est-à-dire 
que  les  valeurs 

annulassent  le  polynôme  formé  par  l'ensemble  des  termes  du  degré  le  plus 
élevé  dans  l'équation  (2);  ou  autrement  dit  que  le  système  des  équations  (1  ), 
réduites  chacune  à  leurs  termes  du  degré  le  plus  élevé,  eussent  une  ou  plu- 
sieurs "solutions  communes  (en  dehors,  bien  entendu,  de  la  solution  £  =  0, 
y  =  0,...,*  =  0,t=0). 
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Cette  circonstance  exige  qu'on  certain  déterminant,  qui  n'est  autre  que 
le  résultant  des  équation!  (1  )  réduites  chacune  à  leurs  termes  du  degré  le 
plus  élevé,  soit  nul. 

On  peut  donc  dire  que  le  nombre  des  solutions  d'un  système  d'équation* 
algébriques  il  pareil  nombre  d'inconnues  est  ètjal  nu  produitdes  degresdeces 
équations,  toutes  les  fois  que  ces  équations  sont  complètes  et  qu'il  n'existe  au- 
cune relation  entre  les  coefficients  des  teimesduplus  haut  deyré  dans  chaque 
cqnoùon.  Le  nombre  des  solutions  est  moindre,  lorsque  le  résultant  des  équa- 
tions, réduites  chacune  à  leurs  termes  du  plus  haut  dcjré,  est  nul. 

VII.  En  outre,  dans  ce  dernier  eus,  si  »  désigne  le  nombre  des  systèmes 

de  valeurs  de  *j  -,  ■»■ ,  -,  -,  qui  satisfont  à  l'ensemble  des  équations  (1) 

réduiles  chacune  a  leurs  termes  du  plus  haut  degré,  chaque  solution  étant 
d'ailleurs  comptée  dans  si  avec  son  degré  de  multiplicité,  il  est  facile  de  voir 
que  le  nombre  des  solutions  (en  valeurs  finies)  du  système  des  équalions(l) 
sera  égal  à 

PiPt-  -P.-J».-"- 

II  suffit,  pour  cela,  déconsidérer  r..  solutions  du  système  des  équa1ions(l)sup- 
posèes  générales,  c'csl-a-dire  exemptes  de  tonte  particularité,  et  d'imaginer 
que  les  coefficients  de  ces  équations  varient  de  telle  sorte  que  les  valeurs  de 
x,u,z,...,s,t,  composant  chacune  des  u solutions,  deviennent  infinies. 
Ces  w  solutions  se  trouveront  perdues  pour  le  système  (1),  mais  elles 

donneront  lieu  en  même  temps  au  solutions  en  ?,-,..-,-,  -,   qui   seront 

communes  aux  équations  (1)  réduites  chacune  à  leurs  termes  du  plus  haut 
degré. 

Vlil.  Il  est  un  cas  où,  au  seul  aspect  des  équations,  on  reconnaît  immé- 
diatement des  réductions  à  faire  au  nombre  de  solutions  indiqué  par  le 
théorème  de  Bezout.  C'est  lorsque,  dans  les  diverses  équations,  les  degrés 
d'une  des  inconnues  sont  respectivement  inférieurs  aux  degrés  de  ces  équa- 
tions. Dans  ce  cas,  les  équations  en  -,  -,  ...,  -,  -,  résultant  des  équa- 
tions (I)  réduites  respectivement  à  leurs  termes  do  plus  haut  degré, 
admettent  la  solution  commune  "  =;  0,  -  =  0,  ...»  -  =0,  -  ==  0. 

XX  XX 

Supposons  par  exemple  que  x  entre  aux  degrés  m„  m,,  m,, ...,  m„_„  m, 
dans  les  équations  (1),  m,,  m„  m„  ...,  m,,,,  m,  étant  d'ailleurs  respective- 
ment moindres  que  pt,pttpt,  -•»?„-!,  p.-  H  est  facile  de  démontrer  que  le 
nombre  des  solutions  en  valeurs  finies  du  système  (1)  sera  au  plus  égalé 

Pfr-fh-ip,—  (Pi  —  »J(ft— «i}..-{ft-i—  »i»-0  (/».-"».} 
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Nous  y  parviendrons  en  établissant  tout  d'abord  la  proposition  suivante  : 
IX.  Supposons  que  les  équations  (1)  n'aient  respectivement  aucun  terme 
d'un  degré  inférieur  à  qi  pour  la  première,  à  qt  pour  la  seconde,  etc.,  à  qn 
pour  la  n*0*6,  et  qu'elles  soient  d'ailleurs  exemptes  de  toute  autre  particu- 
larité. Nous  allons  démontrer  que  la  solution 

s=0,  y  =  0,  z:=0,  ...,«  =  0,  f  =  0 

qui  satisfait  à  ces  équations  doit  être  comptée  avec  un  degré  de  multiplicité 
égal  àft?,...?,^?,. 

Pour  cela,  considérons. le  système  formé  par  l'ensemble  des  n —  i  pre- 
mières équations  (1)  jointes  à  l'équation  (4),  et  éliminons  une  des  variables, 
t  par  exemple,  entre  ces  n  équations.  Nous  formerons  ainsi  un  système  de 
n  —  1  équations  à  n  —  1  inconnues,  de.  degrés  respectivement  égaux  à 

Pt»ft»  •••»/V-i» 

V,(x,t/,z,  ...,*)  =  0, 


Wu^i(x,yfzt  ...,*)  =  0. 


En  faisant  l  =  0,  les  termes  de  degrés  supérieurs  à  qi%  qit ...,  ?„__!  dispa- 
raîtront respectivement  de  ces  équations,  et  Ton  obtiendra  par  suite  un  sys- 
tème remplissant  les  mêmes  conditions  que  le  système  (1),  mais  contenant 
une  équation  et  une  inconnue  de  moins. 

Admettons  provisoirement  comme  vraie,  pour  le  cas  de  n —  1  équations, 
la  proposition  à  établir,  c'est-à-dire  admettons  que  la  solution 

*  =  0,  y  =  0,  2  =  0,...,  5=0,  <  =  0 

doive  être  comptée  avec  un  degré  de  multiplicité  égal  à  <7t7,  ...<7„_t.  Il 
nous  suffira  d'en  déduire  que  le  même  fait  sera  encore  vrai  dans  le  cas  d'un 
système  de  n  équations,  tel  que  le  système  (1),  remplissant  les  mêmes  con- 
ditions. 

En  effet,  si,  au  lieu  de  supposer  1  =  0  dans  le  système  (9),  nous  le  sup- 
posons infiniment  petit,  il  résulte  de  notre  hypothèse  que  ce  système  admet 
un  nombre  de  solutions  en  valeurs  infiniment  petites,  qui  est  égal  à 
9i9%  •••  7»-p  Si  l'on  considère  l'équation  en  p  résultant  de  la  substitution, 
dans  l'équation  (2),  des  valeurs  de  Ç,q,ç, ...,  or,  t,  tirées  des  équations  (3),  il 
est  facile  de  voir  que,  pour  tout  système  de  valeurs  infiniment  petites  de 
x,y,z, ...,«,/,  cette  équation  en  p  admet  ^racines  infiniment  peu  différentes 
de  l'unité.  Par  suite,  aux  qxqt . . .  qn_t  groupes  de  valeurs  infiniment  petites  de 
r,  y,z,  ..M  s,  t,  donnés  par  l'ensemble  des  équations  (4)  et  (9),  correspon- 
dent qtqt  ...qn  tqn  valeurs  de  p  infiniment  peu  différentes  de  l'unité,  et,  en 


-  154  — 

vertu  des  relations  (3)  et  (5),  o,ta, ,...»;, _,«,,  groupes  de  valeurs  infiniment 
petites  de  ï,  e,ï T,retï. 

En  outre,  dans  l'hypothèse  où  nous  raisonnons,  d'équations  ne  présen- 
tant pas  d'autres  particularités  que  de  manquer  respectivement  des  termes 
de  degrés  inférieurs  à  g,,^,,^,,  ...,17,.  il  est  facile  devoir  que  les  valeurs 
correspondantes  de  /  et  X  sont  du  même  ordre  infinitésimal. 

fcn  effet,  des  équations  (3),  (4)  et  (5),  on  tire  immédiatement 
x  =  fl  +  k{?-i), 
d'où 


Le  rapport     aura  une  valeur  finie,  et,  par  suite,  1  et  /  seront  du  même 
ordre  infinitésimal,  si  le  rapport  ——. —  est  infiniment  petit,  ou  bien  s'il 

a  une  valeur  finie,  mais  différente  de  —  r- 

Or,  en  vertu  de  l'équation  (4),  x, y,  z,  ...,s, (  ne  peuvent  être  toutes  en- 
semble d'un  ordre  infinitésimal  inférieur  ou  supérieur  à  celui  de  /,  el, 
comme  aucune  particularité  ne  dislingue  ces  variables  les  unes  des  autres 
dans  les  «  —  1  premières  équations  II),  nous  sommes  certains  qu'elles  se- 
ront toutes  du  même  ordre  infinitésimal  que  l. 

Cela  posé,  après  avoir  substitué  dans  (2)  les  valeurs  de  S,  v,  C,  ---,  v,t  ré- 
sultant des  équations  (3),  divisons  par  P*  :  nous  obtenons  une  équation  de 

degré  qn  en  — —  dans  laquelle  le  coefficient  de  (  -—. —  j  est,  à  un  infini- 
ment petit  près,  égal  au  résultat  de  la  substitution  de  a  à  x,  b  à  y,  etc., 
g  à  s,  h  à  t,  dans  l'ensemble  des  termes  de  degré  a,  de  la  n*™  équation  (1), 
Comme  a,  b,  c,  ...,o,  A  peuvent  être  choisis  arbitrairement,  on  pourra 
toujours  faire  en  sorte  que  ce  coefficient  ne  soit  pas  nul  :  l'équation  en 


— ? —  aura,  par  suite,  qt  racines  finies.  De  plus,  k  pouvant  être  quelconque 
et  n'avoir  aucune  relation  avec  les  coefficients  de  l'équation  en  ^*~-,  il 

r 

Nous  pouvons  donc  affirmer  que,  dans  l'hypothèse  admise  au  début  de 
cette  démonstration,  à  une  valeur  infiniment  petite   de  l  correspondent 

Mi  •  ■  •  9«  valeurs  finies  de  j,  et,  par  suite,  que  les  valeurs  correspondantes 

de  X  el  J  sont  du  même  ordre  infinitésimal. 
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Cela  posé,  en  considérant  respectivement  /  et  >  oomme  l'abscisse  et  l'or- 
donnée d'une  courbe  définie  par  l'équation  (6),  on  déduit  immédiatement 
de  ce  qui  précède  que  cette  courbe  a  un  point  multiple  d'ordre  qfa ...  qn_^q% 
à  l'origine  des  coordonnées.  D'où  il  suit  que  la  droite /  =  >,  rencontrant  la 
courbe  à  l'origine  en  un  nombre  de  points  au  moins  égal  à  qtqt ...  qn>  ne  la 
rencontre  plus  en  dehors  de  l'origine  qu'en  un  nombre  de  points  au  plus 
égal  à 

PiPa  —  P»  —  tfift  •••  9n-\-*> 

ir  ayant  d'ailleurs  la  signification  donnée  précédemment  (art.  III).  En  dé- 
duisant de  ce  nombre  le  nombre  n  des  valeurs  égales  de  /  et  l  auxquelles 
ne  correspondent  pas  des  valeurs  égales  de  x  et  Ç,  y  et  u,  z  et  ç,  etc. ,  *  et  or, 
f  et  t,  c'est-à-dire  des  solutions  du  système  (1),  on  voit  finalement  que  le 
nombre  de  ces  solutions,  abstraction  faite  de  la  solution  (#  =  0,  y  =  6,  ..., 
s=0,<  =  0),  est  au  plus  égala 

X.  Revenons  maintenant  au  théorème  que  nous  avons  énoncé  ci-dessus 
(art.  IX),  et  supposons  que  x  entre  dans  les  équations  (\)  à  des  degrés 
mlym19  ...,mn,  respectivement  moindres  que  pupit...,put  ces  équations  n'of- 
frant d'ailleurs  aucune  autre  particularité.  Prenons  n  nouvelles  variables 
x\y',z\  ...,*',  tf  liées  à  x,y,  z,  ...,*,  t,  par  les  relations 

(10)  x=-,y  =  |.*=F.  ,,  =  -><  =  -. 

Par  la  substitution  de  ces  expressions  dans  les  équations  (4),  on  obtien- 
dra un  nouveau  système  d'équations  à  h  inconnues,  dont  les  degrés  seront 
respectivement  égaux  à  ceux  des  équations  dont  elles  dérivent,  c'est-à-dire 
à  PpPj,  ...,pn,  et  dans  lesquelles  manqueront  les  termes  de  degré  inférieur 
à pt  —  mi  pour  la  première,  pt  —  m,  pour  la  seconde,  etc.,  pn  —  mn  pour 
la  »èmc(**).  D'après  ce  que  nous  avons  vu  ci-dessus  (art.  IX),  ce  système 
d'équations  admettra  la  solution 

^=0,  ^=0,  ...,  *'=0,  i'  =  0 
à  un  degré  de  multiplicité  au  moins  égal  à 

(Pi  —  mi)  (P*  —  m*)  "■•■'■  (P»-i  —  w«-i)  {Pn  -*1*)- 

Or,  d'après  la  première  des  relations  (10),  à  chaque  valeur  infiniment 
petite  de  x/  correspond  une  valeur  infiniment  grande  de  x  et  réciproque- 

(*)  Voir  la  note  I  à  la  fin  du  mémoire. 

(**)  Voir  la  démonstration  de  ce  fait  à  la  note  II,  à  la  Un  du  mémoire. 


ment.  Il  y  mira  donc  une  solution  dusystème(l)  d'un  degré  de  multiplicité 

au  moins  égal  â 

(p.-m.Mp.-m.)  ...  (p^.-m^vM/^-m») 

qui  correspondra  â  une  valeur  infiniment  grande  de  i  ,  et  le  nombre  indi- 
quant ai  degré  de  multiplicité  devra  être  déduit  ££$&•>.  JfaUftu  si  l'on 
veut  avoir  le  nombre  des  solutions,  en  valeurs  finies,  du  système  (i). 

XI.  Les  propositions  que  nous  avons  démontrées  ci-<ïe»SUS  peuvent  je  ré- 
sumer de  la  manière  suivante  : 

Si  Von  désigne  par  ;>,,/)„  ....p„^l,p„h^  dt>yrc.rmpectifs  den  équations  al- 
gébriques à  pareil  nombre  il inconnues ,  par  m„  m.,...,mn_l,m,iesdeyrcs  les 
plu*  élevés  auxquels  l'une  quelconque,  de  ces  inconnues  entredans  ces  diverses 
équations,  par  w  le  nombre  des  solutions  en  valeurs  finies  communes  à  ces 
équations  réduites  chacune  à  leurs  terme*  dudeqré  le  plus  élevé,  et  dans  les- 
quelles l'une  de  ces  inconnues  est  remplacée  par  l'unité,  le  nombre  des  solu- 
tions, en  valeurs  finies,  du  système  des  équations  ainsi  définies  est  égal  à 


P,P, 


%[(P> -»',)(/>*->"*)  -  (/>.-i--»i...i)  (p. -*■)]- 


\    désignant  la  somme  des  produits  analogues  ri  (p,  -mj)(p,—mt)  ...  qui 

se  rapportent  aux  diverses  inconnues  x,y,*,.,,ts,t. 

L'expression  ci-dessus  est  en  mt'ine  temps  une  limite  supérieure  du  degré 
de  l'équation  finale- qui:  l'un  obtiendrait,  en  éliminant,  entre  les  équations  don- 
nées, toutes  Un  inconnue*  moins  une. 

Si  l'on  supjiose  de  plus  que  les  n  équations  données  manquent  respective- 
ment des  termes  de  degré  inférieurs  à  qt,q,..  .,?,_t,  qn,  te  degré  de  l'équa- 
tion finale  est  susceptible  de  s'abaisser  à 


•P'-iP*-  2[{j»É-»»r)(p«-'"*)    "  IP' 


P.P,  -P*- iP„-   >,  \(Pi~tn,)[pt-mt)  ...  {pi.1_nt,_,}(p,-m,) 


Au  sujet  du  point  multiple  de  la  courbe 

qui  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées,  on   peut  remarquer  que  le 
nombre  des  points  d'intersection  de  cette  courbe  et  de  la  droite 
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qui  sont  réunis  à  l'origine,  pourra,  dans  certains  cas,  être  supérieur  à 
à  qflt . ..</„.  Ce  fait  se  présentera  lorsqu'une  ou  plusieurs  branches  de  la 
courbe  auront  avec  la  droite,  à  l'origine,  un  contact  d'un  ordre  plus  ou 

moins  élevé;  ou,  autrement  dit,  lorsqu'une  ou  plusieurs  valeurs  de  — t— 

seront  infiniment  petites  en  même  temps  que  /. 

En  s  appuyant  sur  un  théorème  dû  à  M.  Halphen  (Bulletin  de  la  Société 
mathématique,  t.  I,  p.  432),  on  peut  môme  voir  immédiatement  que  le 
nombre  des  points  d'intersection  de  la  courbe  et  delà  droite  l=\et  par  suite 
le  nombre  des  solutions,  en  valeurs  infiniment  petites,  du  système  (1),  sera 
égal  à  la  somme  des  ordres  des  valeurs  de  \  —  /,  correspondant  à  une  va~ 
leur  infiniment  petite  de  l  considéré  comme  infiniment  petit  principal. 

Gela  posé,  de  la  relation 

x=f>*-M(p  —  i) 
on  déduit 

Cette  dernière  équation  nous  montre  que  — j—  et  ^-j—  ne  diffèrent  que 

d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  eux,  ou,  autrement  dit,  sont 
du  même  ordre  infinitésimal. 

Par  suite,  on  peut  dire  que  le  nombre  des  solutions,  en  valeurs  infiniment 
petites,  du  système  (\),est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  valeurs  de  p  —  i, 
correspondant  à  une  valeur  infiniment  petite  de  U  pf*is  pour  infiniment  petit 
principal. 

L'équation  en  p  —  4  peut  s'écrire 

/•fo*  +  «(p—4).Pif +  *(?  —  *).  •••>  p«  +  Mp  — i)]=°- 

• 

Du  développement  par  la  formule  de  Taylor,  il  résulte  que  le  produit  des 
racines  de  cette  équation  en  p —  4,  qui  correspondent  à  un  système  quel- 
conque de  valeurs  de  x, y,  z, ...,  s,  t,  est,  à  un  facteur  constant  près, 

ou,  plus  simplement, 

£(*#»*»  -m  M). 

en  remarquant  que  p  tend  vers  1,  lorsque  l  tend  vers  0. 
Le  produit  V  des  valeurs  de  p  —  4,  correspondant  aux  diverses  solutions 


en  j, y,  s,  ...,«,(,  du  système  formé  des  n  — 1  premières  équations  (I)  et 
de  l'équation  (4),  sera 

v=«!:'[/.M,", v'î)} 

P  désignant  le  nombre  des  solutions  de  ce  système  d'équations 

Or,  celle  dernière  expression  est,  à  un  facteur  constant  près,  égal  ou 
premier  membre  de  la  résultante  du  système  formé  des  équations  (  1  )  et  de 
l'équation  (4). 

Cette  résultante,  une  fois  formée,  donnera  la  valeur  de  V  en  fonction  de 
/  ;  et,  en  considérant  ce  paramétre  comme  infiniment  petit  principal,  le  de- 
gré le  moins  élevé  de  /  dans  V  sera  égal  à  l'ordre  infinitésimal  de  V,  c'est-à- 
dire,  d'après  ce  qui  précède,  au  nombre  des  solutions,  en  valeurs  infiniment 
petites,  du  système  (1). 

À  la  vérité,  le  problème  ayant  pour  objet  la  recherche  de  l'ordre  infinité- 
simal de  V  semble,  au  premier  aspect,  aussi  compliqué  que  celui  qui  con- 
sisterait à  former  l'équation  finale  du  système  (1).  Mais  il  est  facile  de  voir 
qu'il  se  simpl.fic  notablement  par  suite  de  la  faculté  que  l'on  a  de  négliger, 
dans  les  équations  (I),  un  certain  nombre  de  termes. 

Eu  effet,  soit  /.r(,  yt,  *(,  ...,s(,  (()  une  solution  du  système  formé  des  n — 1 
premières  équations  (I  )  et  de  l'équation  (4),  pour  une  valeur  infiniment  pe- 
tite de  /.  Il  est  bien  clair  que,  quels  que  soient  les  ordres  infinitésimaux  res- 
pectifs de#(,  yt,  Sj, ,..,«,,  <(,  un  terme  tel  que 

R*ïy{*l  ...  *ï  <■, 

appartenant  à  l'une  quelconque  des  équations  (i),  sera  d'un  ordre  infinité- 
simal moindre  que  le  terme 


appartenant  à  la  même  équation,  et  pour  lequel  on  aurait 
■'>«,P'>  p,Y  >i, ....  |*'  >  !i,»'>f, 

un  ou  plusieurs  dé  ces  exposants  pouvant  d'ail  leurs  être  nuls. 

Pour  le  but  que  l'on  se  propose,  on  pourra  négliger  ce  dernier  terme  et 
tous  ceux  d'une  même  équation  qui  se  trouveront  dans  le  même  cas. 

Cette  simple  remarque  permettra  de  supprimer  un  assez  grand  nombre 
de  termes  dans  les  équations  proposées  et  d'arriver  assez  fréquemment  dans 
la  pratique  a  la  détermination  exacte  et  complète  du  nombre  des  solutions, 
en  valeurs  infiniment  petites,  d'un  système  d'équations  données. 
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NOTE  n 

Considérons  une  équation  de  degré p  an  variables  x,y,  z,  ...,  s,  f,  dans 
laquelle  x  n'entre  qu'au  degré  m<ip9  et  supposons-la  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  de  x.  Elle  sera  de  la  forme  A 

y  ,  y  _i»  •••>  X  _w  désignant  des  polynômes  en  y,  2,  ...,*,  tf  de  degrés  res* 
pectivement  égaux  à  p,  p  —  1 , ..., p  — m. 

Remplaçons  dans  (40)  les  variables  x,y>  z,  ...,s,  *,  par  d'autres  #\  y*, 
**, . . . ,  **,  J7,  liées  aux  premières  par  les  relations 

et  multiplions  par  Vp. 

Il  est  facile  de  voir  qu'un  groupé  quelconque  de  l'équation  (10),  le  groupe 
x9Xp-QV*r  exemple,  donnera  lieu  à  un  polynôme  de  degré  p^-g,  homo* 
gène  par  rapport  à  #,  y,  a,  ...,*,  t;  car 

s'x^to»*.  ...,M) 
deviendra,  par  suite  de  la  substitution  des  nouvelles  variables, 


1  ; 


ou  bien,  en  multipliant  par  zT, 


J-W     (t*       '*ï\ 


polynôme  homogène  de  degré  p—q  en  ai \  yf,  z9  % ...,*',  **,  et  complet  comme 
celui  dont  il  dérive. 

On  voit  donc  qu'au  moyen  de  la  transformation  employée,  l'équation  (10) 
sera  devenue  une  nouvelle  équation  de  degrép  en  x*%  y*,  z*9  ... ,  *',  f\  dont  la 
seule  particularité  consistera  à  n'avoir  aucun  terme  d'un  degré  inférieur  à 
p  —  m. 


Construire  la  sphère  osculatrice  en  un  point  de  la  courbe  d'intersection  de 

deux  surfaces  données  ;  par  H.  A.  Mashheih. 

(Séance  du  Ornai  1S7*] 

En  faisant  usage  du  théorème  de  Mensnier,  on  arrive,  comme  l'on  sail,  à 
déterminer  t  rus-simple  ment  le  plan  oscillateur  en  un  point  de  la  courbe 
d'intersection  de  deux  surfaces  données.  De  même,  pour  répondre  à  la  ques- 
tion que  nous  venons  de  poser,  nous  allons  employer  une  généra lisalion  ilu 
théorème  de  Mcusnler. 

Voici  celte  généralisation  Mie  que  je  l'ai  énoncée  dans  les  Comptes  ren- 
dus de  l' 'Académie  des  sciences  (séance  (lu  5  fév.  1872). 

Lorsque,  par  le  cercle  oscillateur  en  a  d'une  courbe  E  tracée  sur  nue  surface 
(S),  on  fait  passer  des  sphères,  celles-ci  coupent  (S)  suivant  des  courbes  dont 
on  obtient  les  centres  de  courbure  de  leurs  dccelopjiécs  .^pliériijiivs  en  proje- 
tant un  point  fixe  p  sur  ces  sphères. 

Parmi  toutes  ces  sphères,  celle  dont  le  rayon  est  infini  se  réduit  au  plan 
osculateur  de  la  courbe  E.  Si  l'on  élève  à  ce  plan  une  perpendiculaire  du 
cenlre  de  courbure  de  la  développée  de  celle  courbe,  on  a  une  droile  qui 
conlient  le  point  £;  ce  point  est,  du  resle,  dans  le  plan  normal  à  (S)  qui  est 
tangent  en  a  à  la  courbe  E  :  il  est  donc  iinmédiak'mcnt  délenninè. 

Supposons  maintenanl  que  la  courbe  E  résulte  de  l'intersection  de  (S)  el 
d'une  surface  (S');  nous  pourrons  déterminer  pour  (S';  un  point  p'  analogue 
à  p.  Prenons  la  sphère  osculatrice  en  a  h  la  courbe  fi,  cl  appliquons  le  théo- 
rème précédent.  Il  faut  joindre  le  centre  de  celte  sphère  soit  à  p,  soil  à  p', 
pour  avoir  le  centre  de  courbure  de  la  développée  spliérique  de  la  courbe 
E  :  donc  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  est  sur  la  droite  p  pf.  Comme 
ce  centre  est  aussi  dans  le  plan  normal  en  a  à  la  courbe  E,  il  se  trouve  déter- 
miné à  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  plan. 

Cette  solution  exige,  comme  l'on  voit,  que  l'on  sache  construire  Jes  cen- 
tres de  courbure  des  développées  des  sections  faites  dans  (S)  et  (S')  par  le 
plan  osculateur  en  a  de  la  courbe  E. 

Le  problème  qui  consiste  à  construire  le  cenlre  de  courbure  de  la  déve- 
loppée de  la  section  faite  dans  une  surface  par  un  plan  quelconque  se  ré- 
sout comme  je  l'ai  fait  voir  a  la  Société'  pkUomathique  dans  la  séance  du 
37  juin  187*. 
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EXTRAITS  DES  PROCÈS-VERBAUX 


SÉANCE  DU  MERCREDI  6  MAI  4874 

PRÉSIDÉE   PAR   M.    RESAL 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  de  Reinach,  banquier,  à  Paris;  R.  Lefébure  de  Fourcy,  à  Paris. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  à  la  Société  une  communication  Sur 
Vadpulsion  universelle. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  une  note  Sur  les  caractéristiques  des 
courbes  transcendantes. 

M.  R.  Lefébure  de  Fourcy  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  di- 
vers problèmes  concernant  les  coniques. 

M.  de  la  Gournerie  présente  à  ce  sujet  quelques  observations. 

M.  Mannheim  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  la  construction 
directe  des  rayons  de  courbure  de  la  courbé  de  contour  apparent  d'une  sur- 
face qu'on  projette  orthogonalement  sur  un  plan. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  20  MAI  1874 

PRB8IDÉB  PAR  M.   RESAL 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

M.  Laurent,  ayant  donné  sa  démission  de  vice-secrétaire,  la  Société  pro- 
cède, par  la  voie  du  scrutin,  à  son  remplacement.  M.  Fouret,  ayant  obtenu 
la  majorité  des  suffrages,  est  nommé  vice-secrétaire. 

M.  Darboux  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  le  choc  des  corps. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  hommage  à  la  Société  de  son  Introduction 
à  la  géométrie  descriptive  des  cristalloides. 


SÉANCE  DO  MERCREDI  3  JUIN  1874 

FRÉSmÉE   MB    H.    SESÀL 

M.  Rionaymé  romran nique  a  la  Socit'Iè  une  note  Sur  une  question  de  pro- 
Imbil  il  es,  et  lui  fuit  hommage  de  son  opuscule  intitulé  :  Considérations  à 
l'appui  de  la  découverte  de  Laplace  sur  la  loi  de  probabilité  dans  la  methotle 
des  moindres  carrés. 

M.  Darboux  fait  a  la  Société  une  communication  Sur  la  surface  liai  des 
centres  de  courbure  de  l'ellipsoïde. 

M.  Rosal  communique  a  la  Société,  de  la  part  de  M.  Poincaré,  élève  à 
l'École  polytechnique,  une  noie  Sur  la  théorie  du  pendule  conique. 

M.  Darboux  présente  à  ce  sujet  quelques  observations. 

M.  Halphen  communique  y  In  'iociHèQwliptesaiitxrquencesd'unOiéorème 
de  M.  Brocb  sur  la  sommation  de  certaines  intégrale». 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  un  ibéoiéine  Sur  une  propriété atikar- 
monique  du  Ir'tanqle. 


SEANCE  DU  MERCREDI  17  JUIN  1874 

PRÉSIDÉE   P*R   X.    ANDRE 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

M.  Briosclii,  proiesseur  à  l'Université  de  Pavie. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

H.  de  Polignac  fait  hommage  à  la  Société,  de  la  partde  M.  Sylvester,  du 
résumé  d'une  conférence  qu'il  a  faite  récemment  à  Londres,  sur  les  systèmes 
articulés  de  M .  Peaucellier. 

M.  Mannheim  présente  à  la  Société  quelques  développements  sur  cette 
question.  • 

M.  Halphen  expose  à  la  Société  un  théorème  de  H.  Weyr  Sur  les  lignes  de 
courbure  des  surfaces  gauches. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  la  Démonstration  d'un  théorème,  sur 
les  systèmes  (p  =  l). 

M.  Mannheim  communiquée  la  Société  une  note  Sur  le  déplacement  d'un 
faisceau  de  plans. 
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SÉANCE  DU  MERCREDI  1"  JUILLET  1874 

PRÉSIDÉE   PAR  M.   RESAL 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

Madame  Poncelet  fait  hommage  à  la  Société  des  numéros  de  septembre 
1873  à  mars  1874  des  Monatsberichte  de  l'Académie  de  Berlin.  La  Société 
charge  M.  le  Président  de  vouloir  bien  offrir  ses  remerciements  à  ma- 
dame Poncelet. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  Une  méthode  géométrique  pour  inté- 
grer un  certain  type  d'équation  différentielle. 

M.  Darhoux  présente  à  ce  sujet  quelques  observations. 

M.  Darboux  communique  à  la  Société  un  mémoire  Sur  des  propriétés  mé- 
triques nouvelles  des  surfaces  du  second  degré. 

M.  Jordan  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  la  transformation  des 
polynômes  bilinéair es. 

M.  Darboux  présente  à  ce  sujet  quelques  observations. 

M.  Halphen  communiqué  à  la  Société,  de  la  part  de  M.  Mannheim,  une 
note  Sur  la  construction  de  la  sphère  oscuïatrice  en  un  point  de  la  courbe 
d'intersection  de  deux  surfaces. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  Quelques  résultats  relatifs  au  genre 
des  courbes  et  aux  fonctions  abéliennes. 


y\     **'         '<      ...      '  I  ■  • 
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SÉANCE  DU  MERCREDI  29  JUILLET  1874 

PRÉSIDÉE  PAR  M.   DE  LA  OOURNERIB 

Le  secrétaire  annonce  que  l'Académie  royale  des  sciences  d'Amsterdam 
accepte  le  Bulletin  en  échange  de  ses  Publications. 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

M.  Adolphe  Benoist,  docteur  en  droit,  à  Chalon-sur-Saône.    . 

La  Société  décide  que  l'élection  aura  lieu  immédiatement,  cette  séance 
étant  la  dernière  avant  les  vacances.  * 

M.  Adolphe  Benoist  est  élu. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  une  note  Sur  certains  groupés  de 
surfaces  définies  par  deux  caractéristiques. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  les 
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figures  IfHémaUquei  des  dix  chiffres  usités  en  Angleterre  dam  la  typographie 
BH  relief,  el  dépose  sur  le  Bureau  un  exemplaire  de  la  Statistique  des  che- 
mins tle  fer,  dont  il  fail  hommage  à  la  Société. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Sur  les  propriété»  mêlriava  des  surface*  du  second  degré;  par  M.  G.  Diirboox. 
(Sénirce  do  1"  juillet  187*) 

I.  On  sail  qu'éloiil  donnée  une  coninuc  spliérique,  il  existe  trois  séries  de 
petits  cercles  doublement  tangents  à  lu  conique.  Les  cercles  d'une  même 
série  ont  leurs  centres  sur  le  même  axe  Au  la  conique.  Un  calcul  facile  con- 
duit aux  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Pour  tout  point  de  la  conique,  il  existe  un  rapport  constant 
entre  le  sinus  de  l'arc  tnnqent  mené  de  ce  point  à  un  petit  cercle  fixe  double- 
ment tangent  ù  la  conique  et  le  sinus  de  l'arc  perpendiculaire  abaissé  de  ce 
point  sur  l'arc  de  contact  du  petit  cercle  el  de  la  conique. 

Théorème  11.  —  La  somme  ou  ta  différence  des  arcs  tangents  qu'on  peut 
mener  d'un  point  d'une  conique  spherique  à  deux  petits  cercles  doublement 
tangents  d'une  même  série  est  constante. 

Ces  propositions  transformées  par  la  théorie  des  figures  supplémentaires 
conduisent  aux  deux  suivantes  : 

Théorème  III.  —  Étant  donnés  une  conique  spherique  et  un  cercle  doublement 
tangent,  il  existe  un  rapport  constant  entre  le  sinus  de  l'angle  sous  lequel  un 
are  de  grand  cercle  tangent  à  la  conique  est  coupé  par  le  petit  cercle,  et  le  si- 
nus de  l'arc  perpendiculaire,  abaissé  du  pôle  de  l'arc  de  contact  par  rapport 
à  la  conique,  sur  l'arc  tangent. 

Théorème  IV.  —  La  somme  ou  la  différence  des  anglessous  lesquels  un  are 
de  grand  cercle  tangent  à  la  conique  spherique  coupe  deux  petits  cercles  dou- 
blement tangents  d'une  même  série  est  constante. 

Ces  propositions,  qui  comprennent  comme  cas  particulier  les  propriétés 
des  arcs  cycliques,  s'étendent  sans  difficulté  aux  coniques  planes,  el  l'on 
Obtient  alors  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  V.  —  Étant  donnés  une  conique  plane  et  un  cercle  doublement 
tangent,  il  existe  un  rapport  constant  entre  la  perpendiculaire  abaissée  du  pôle 
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de  la  corde  de  contact  de  ce. cercle  et  de  la  conique  sur  une  tangente  quel- 
conque  et  le  sinus  de  V angle  sous  lequel  cette  tangente  coupe  le  cercle. 

Théorème  VI.  —  La  somme  ou  la  différence  des  angles  sous  lesquels  une 
tangente  à  la  conique  coupe  deux  cercles  doublement  tangents  d'une  même 
série  a  une  valeur  constante. 

m 

Nous  nous  proposons  de  démontrer  des  propositions  analogues  relatives 
aux  surfaces  du  second  ordre. 
II.  Soit 

x*     t/*      z% 

'équation  d'une  quadrique.  Une  sphère  doublement  tangente  à  la  surface  et 
ayant  son  centre  dans  le  plan  des  zy  aura  pour  équation 

(2)  as  +  (y~y')f  +  (*-*T  =  R^ 

où 

et  l'équation  de  la  surface  pourra  s'écrire 

Prenons  sur  la  surface  un  point  quelconque  {x^y^)  et  cherchons  l'angle 
sous  lequel  le  plan  tangent  en  ce  point  coupe  la  sphère  représentée  par 
l'équation  (2).  Cet  angle,  que  nous. appellerons  V,  sera  donné  par  la  formule 

cos  V  = 


qui  exprime  que  cos  V  est  le  quotient  de  la  distance  du  centre  de  la  sphère 
au  plan  par  le  rayon  de  la  sphère.  Cela  posé,  exprimons  xiy  yiizi  en  fonc- 
tion des  coordonnées  y,  z  du  point  où  la  normale  en  (£ft,yft9*i)  rencontre  le 
plan  des  yz.  On  a 

En  substituant  ces  valeurs  danà  cos  V,  on  trouve 

(5)        cos  V  = 


y1      &!_<,!      ci  ,.a»  y1      &t_af      c*-a* 
it.  10 


U  symétrie  de  cette  formule  conduit  à  la  remarque  suivante  :  Étant  don- 
nés deux  points  H, M'  de  la  quadrique,  et  les  sphères  tangentes  en  M,  M', 
ayant  leurs  centras  dans  ie  même  plan  principal,  l'angle  sous  lequel  le  plan 
tangent  en  M  coupe  la  sphère  tangente  en  M'  est  égal  &  celui  sous  lequel  le 
plan  langent  en  IF  coupe  la  Sphère  tangente  en  M.  Mais  la  forme  de  l'expres- 
sion précédente  nous  conduit  à  un  théorème  plus  important. 

Faisons  correspondre  à  un  point  quelconque  M  de  l'ellipsoïde  un  plan  va- 
riable, 

mX  +  nï  +  pZ  =  u, 

de  la  mamére  snivnii le.  Désignons,  comme  nous  l'avons  déjà  l'ait,  par  j/,  s  les 
coordonnées  du  point  ou  la  normale  eu  M  vient  couper  le  plan  principal,  et 
posons 


alors  à  un  autre  point  M',  pour  lequel  y,z  seront  remplacés  par  y 
respoudra  un  nouveau  plan  tel  que  l'on  ait 


et  la  formule  (3)  deviendra 

<?  +  nn"  ■*- pp' 


<Jm*  +  n*  +  p»  v'n»"  +  n'*  +  p1* 

Donc  V  sera  égal  à  l'angle  des  deux  plans  correspondants  aux  deux  points 
M, H'.  Nous  avons  donc  le  résultat  suivant  : 

Soient  M,  A, B,C  quatre  points  de  la  quadrique  ;  (M),{A),(B),  (C)  les  qua- 
tre plans  correspondants  tels  que  nous  venons  de  les  définir  ;  SM,  SA,  Ss,  Sc 
les  quatre  sphères  tangentes  en  M,  \,I1,C  à  la  quadrique  et  ayant  leurs  centres 
dans  le  plan  des  yz.  Les  angles  du  plan  tangent  en  H  à  la  quadrique  avec  les 
trois  sphères  S,,  SB,  Sc  sont  égaux  aux  angles  que  fait  le  plan  variable  (SI) 
avec  les  trois  plans  (A),  (B),  (C).  Donc  : 

Thêor&wh  Vil.  r—  Étant  données  une  quadrique  et  trou  sphères  doublement 
tangentes  d'une  même  série,  il  y  a  entre  les  angles  que  fait  un  plan  tangent 
variable  avec  ces  trois  sphères  la  même  relation  qu'entre  les  angles  d'un 
plan  variable  avec  les  trois  faces  d'un  trièdre  fixe. 

Autrement  :  tes  angles  que  fait  le  plan  tangent  avec  les  trois  sphères  sont 
égaux  aux  angles  que  fait  un  plan  variable  avec  les  trois  faces  d'un  trièdre 
fixe  convenablement  choisi. 
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III.  La  relation  entre  les  angles  que  fait  un  plan  variable  (M)  avec  trois 
plans  fixes  (A),  (B),  (G)  est  bien  connue.  Elle  se  met  sous  la  forme  suivante  : 


W 


1      cosAM  cosBM  cosGM 

cosMA        1  cosBA  cosCA 

cos  MB    cos  AB  1  cos  CB 

cos  MC    cos  AC  cos  BC       1 


=  0. 


On  peut  déduire  de  cette  relation  une  équation  entre  les  distances  de  trois 
points  d'un  plan  principal  d'une  quadrique  à  un  plan  tangent  quelconque. 
Soient  (ft^),  (ft,78),  (&,75)  les  coordonnées  des  centres  des  sphères  SA,SB, 
Sc.  Appelons  d^d»  d%  les  distances  de  ces  centres  au  plan  tangent  en  M,  et 
posons 


-4  _M 


Vti 


J  b*  —  a*      c*  —  a* 

Soient  en  outre  Rt,  R„Rs  les  rayons  des  sphères  SA,SB,SC.  D'après  les  for- 
mulés déjà  données,  on  aura 


R;  =  a»Plft,    RJ  =  a*pM,    R§  =  a«pM, 


COSABrn: 


P"  -  cosAC=-=lL=r,  cosBC 


VM 


SI 


vO 


bL 


33 


v/On 


On  a  d'ailleurs  évidemment 


cos  AM  =  gi,  cosBM = ^,  cos  eM= è. 


L'équation  (4)  prendra  donc  la  forme 


(5) 


a*  di  df  d% 

dt  Pu  Pu  Pis 

d*  Pu  Pu  Pis 

d*  Psi  Psi  Pis 


=0. 


Telle  est  la  relation  entre  les  distances  de  trois  points  fixes  du  plan  des 
y*  à  un  plan  tangent  variable. 

Examinons  quel quescas  particuliers. 

Supposons  d'abord  que  le* centres  des  trois  sphères  SAjSB,  Se  forment  un 
triangle  conjugué  par  rapport  à  la  focale  F,  de  la  surface,  qui  se  trouve  dans 
le  plan  des  yz.  On  aura 

et  l'équation^)  deviendra 


l 


-S  +  S  +  S' 
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c'est-à-dire,  la  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  que  fait  le  plan 
langent  variable  >vec  les  trois  sphères  fixes  ainsi  choisies  est  Constante. 

Supposons  maintenant  que  les  trois  points  soient  pris  sur  la  focale  ¥t.  On 
aura 

p11=p„  =  p3,  =  0, 
et,  en  faisant 

fc,  =  Bf    P„=B',    plt  =  B*, 
l'équation  (5)  devient  alors 
(0)    lIB'B'a'  =  -  &d>  -  Mi  -  B",d'"  +  SB'B  W  +  WVdd"  +  SBB'drf'; 

c'est  la  relation  qui  existe  entre  les  dislances  de  trois  foyers  fines  à  un 
plan  tangent.  Soit 

a  =  0W,    a'  =  \/Wd%    *.V  =  )JW1F, 

l'équation  (6)  exprime  que  la  surface  du  triangle  ayant  pour  cotés  a,  a,  a" 
est  constante.  D'où  cette  proposition  : 

Théorème  VIII.  —  Si,  de  trois  foyers  pris  sur  une  même  focale,  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  un  plan  limt/ent  quelconque,  la  surface  du  triangle 
construit  avec  les  moyennes  proportionnelles  à  ces  trois  distances  et  à  trois 
nombres  fixes  est  constante.  .    ,*     , 

Cette  propriété  des  foyers  est  caractéristique.  Elle  peut  Are  considérée 
comme  la  généralisation  de  l'équation 


qui  exprime  que  le  produit  des  distances  des  deux  foyers  d'une  conique  à 
une  tangente  est  constant. 

Pour  que  les  éléments  de  l'énoncé  soient  réels,  il  faut  que  les  foyers  soient 
pris  sur  la  focale  elliptique. 

Quant  au  théorème  VU,  il  est  clair  qu'il  est  la  généralisai  ion  du  théo- 
rème VI  relatif  aux  coniques,  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

11  y  a  la  même  relation  entre  les  angles  que  fait  une  tangente  variable 
à  la  conique  avec  deux  cercles  doublement  tangents  d'une  même  série, 
qu'entre  les  angles  d'une  droite  variable  avec  deux  droites  fixes. 

IV.  Le  théorème  Vil  constitue  un  nouveau  mode  de  génération  des  sur- 
faces du  second  degré.  On  peut  en  indiquer  plusieurs  autres.  Citons  les  pro- 
positions suivantes  : 

Thkobbme  IX.  —  Etant  donnés  deux  cercles  fixes  (C),  (C)  sur  une  sphère,  si 
un  petit  cercle  variable  se  meut  sur  cette  sphère  de  telle  manière*que  le  sinus 
de  l'angle  qu'il  fait  avec  le  cercle  (C)  sot!  proportionnel  au  cosinus  de  l'angle 
qu'il  fait  avec  le  cercle  (C),  son  plan  enveloppe  une  quadrique. 
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Réciproquement  :  Étant  donnés  une  surface  quelconque  du  second  ordre  et 
une  sphère  doublement  tangente,  soit  (C)  un  cercle  d'intersection  de  la  sphère 
et  de  la  quadrique,  soit  (C)  le  cercle  de  la  sphère  qui  se  trouve  dans  le  plan 
polaire  par  rapport  à  la  sphère  du  pôle  du  plan  du  cercle  (C)  par  rapport  à  la 
quadrique  ;  le  plan  tangent  à  la  quadrique  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle 
tel  que  le  sinus  de  V angle  qu'il  fait  avec  le  cercle  (C)  soit  proportionnel  au 
cosinus  de  V angle  qu'il  fait  avec  le  cercle  (C). 

Voilà  un  premier  exemple  d'une  relation  à  deux  éléments  seulement,  pro- 
pre à  définir  toute  quadrique.  En  voici  un  autre  plus  élégant  : 

Théorème  X.  —  V enveloppe  du  plan  d'un  cercle  (U),  coupant  deuxàércles 
fixes  [Ci) y  (C)  d'une  même  sphère  sous  des  angles  dont  la  somme  soit  constante, 
est  une  quadrique  doublement  tangente  à  la  sphère. 

Soit  en  effet 

a*  +  y» -+-*»  —  R«=0 

l'équation  de  la  sphère,  et  soient  (a,j3,7),  (*$>•/')  les  pôles  desdeux  cercles 
(C),  (C').  Soient  x,  y,z  les  coordonnées  du  pôle  du  cercle  variable  (U).  L'an- 
gle 6  des  deux  cercles  (U),  (C)  sera  donné  par  la  formule 

cos  «  = -7=====^= — 1  =  -7=, 

^a*  4- Pf  4- Tf  —  Rf  v^-hy1-!-**—  Rf      Vs 

où  l'on  a  posé 

^i  +  pt  +  .f-.Ri.  9    ~ 

De  même,  en  posant 

^«"-j-pt  +  Yi  —  R»' 

V 

on  aura,  pour  l'angle  6'  de  (U)  et  de  (C),  la  formule 

Q     ' 

v/s 

L'équation 

qui  prend  la  forme 

cos«ê  +  cùsW — 2  cosftcosP  cos+=^  sln^, 
nous  donnera  donc 

pt+ Qt  _2PQcos  + —  S  sin*f 


c 
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Cette  équation,  qui  contient  x,  y,  z,  représente  par  conséquent  le  lieu  du  pôle 
du  cercle  variable  (D).  Comme  elle  est  du  second  degré,  on  voit  que  le  plan 
du  cercle  variable  enveloppera  une  quadrique,  ce  qui  démontre  notre  pro- 
position. On  établira  sans  difficulté  la  réciproque  suivante  : 

Théorème  XI.  —  Étant  données  une  quadrique  quelconque  et  une  sphère 
doublement  tangente  coupant  la  quadrique  suivant  deux  cercles  (C),  (C),  un 
plan  variable  tangent  à  la  quadrique  coupera  la  sphère  suivant  un  cercle  qui 
fera  avec  les  cercles  fixes  (C),  (C)  des  angles  dont  la  somme  sera  constante. 

Malheureusement  les  éléments  qui  figurent  dans  cette  proposition  ne  sont 
tous  réels  que  si  la  quadrique  est  réglée  et  si  l'on  prend  une  quelconque  des 
sphères  la  coupant  suivant  deux  cercles  réels. 

V.  On  peut  généraliser  la  proposition  précédente  en  considérant  au 
lieu  d'une  sphère  doublement  tangente  à  la  quadrique  une  sphère  quel- 
conque. 

Soit 

*»  +  y  *  4-  &  •*-  *ax  ^  2py  ■—  2t*  +  t  =  !*•  4-  By*  4-  C* 
Téquation  d'une  quadrique  (Q)  passant  par  l'intersection  d'une  sphère  (S) 

s*  +  y*  4-  **  —  2ox— 2fy  —  2^4-*  =  0, 

et  du  cône 

Àa»  +  Btf*  -hCz*  =  0. 

Soit  M(x,yyz)  un  point  de  la  surface,  A^^s'Jun  point  quelconque.  L'an- 
gle Y  suivant  lequel  se  coupent  les  cercles  situés  dans  les  plans  polaires  de 
A  et  de  M  par  rapport  à  la  sphère  est  donné  par  la  formule 

cosV=  *(*—)  + iKlT  -  P)  +  *(*'— r)  +  J-ws'-fo'-T* 


V^"4-  y14-«t  —  2*x —2ptf  —  *p  4-  â  y^n-  yfi+  z'*—  î<uf—  2fty'—  2-^  +  * 
Assujettissons  le  point  A  (x',y'yz')  aux  conditions  suivantes  : 

Alors  le  point  A  pourra  occuper  toutes  les  positions  sur  une  conique  fixe  re- 
présentée par  les  deux  équations  précédentes,  et  qu'on  reconnaîtra  facilement 
être  la  ligne  double  de  la  développable  circonscrite  à  (S)  et  à  (Q)  située  dans 
le  plan  polaire  de  l'origne  qui  est  le  même  par  rapport  à  ces  deux  surfaces. 
En  tenant  compte  des  relations  précédentes,  on  pourra  poser 


a/  — a 


=  m'v^,    £—^=n'\/§',    ï—Jl—pffi 


V'A  j  V^  V^ 
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et  cos  V  prendra  la  forme 

C03Y=    _™'WÂ  H-n'yytë -f-p'a^E        . 

Si,  au  point  (x,  y,*)  M  delà  surface,  on  fait  correspondre  le  plan 
par  les  relations 

•  / 

la  formule  précédente  prendra  la  forme 

cosV=  ,  r 

Vt»"  4- *" +//*  v^  +  ^  +  w1 


?  sera  donc  l'angle  des  deux  plans 


ro/X  +  »'Y  +  j/Z=:0, 

ttX-MY+tt>Z=0, 


P.  . 


définis  par  ce  qui  précède.  Oa  a  donc  la  proposition  suivante  : 

Étant  données  une  quadrique  (Q)  et  une  sphère  (S),  si  Ton  prend  trois 
points  quelconques  A,  B,  C  sur  une  des  lignes  doubles  de  la  développable 
circonscrite  à  (S)  et  à  (Q),  et  que  l'on  considère  les  ôeroled  (A);  (B) ;<(€)-,(( H) 
situés  dans  les  plans  polaires  des  points  À*  B,  C,  M  par  rapport  à  la. sphère* 
quand  le  point  M  décrira  la  quadrique  (Q)  le  cerele  correspondant  (H)  fera 
avec  les  trois  cercles  fixes  (À),  (B)*  (G)  lesmômda  angles  qu'Un  plan  <varr 
riable  avec  les  trois  faces  d'an  trièdre.  ;:  '       •    ,•' 

En  transformant  par  la  méthode  des  polaires  réciproques,  nous  obienpflft 
le  résultat  suivant  :  -«?» 

Théorème  XII.  —  Étant  données  une  quadrique  et  une  sphère,  Un  plan  tan* 
gent  à  la  quadrique  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle  tarkibk  (U)«  Adjoi- 
gnons à  ce  cercle  variable  trois  cercles  fixes,  intersections  de  la  sphère  et  de 
trois  plans  tangents  quelconques  à  l'un  des  cônes  qui  passent  par,  i 'intersec- 
tion de  la  sphère  et  de  la  quadrique.  Le  cercle  variable  (U)  fera  mec  ces 
trois  cercles  fixes  les  mêmes  angles  quun  plan  vatiable  avec  les  trois  faces 
d'un  trièdre.  .  ...  .., 

YI.  Nous  terminerons  en  indiquant  une  dernière  propriété  générale  de* 
quadriques. 

Proposons-nous  de  trouver  le  lieu  des  centres  dos  sphères  cpupant  trois 
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sphères   données  sous  des  angles  dont  les   différences   soient 
Soient 

S=rf'-R*=0,    S'  =  rf'*-K'»=0,    $*  =  <i»*-R™«0 

les  équations  îles  trois  sphères,  d,<f,(f  désignant  les  distances  à  leurs  cen- 
tres, R,R',R",  leurs  rayons.  Soil  p  le  rayon  de  l'une  des  sphères  cherchées; 
elle  coupera  d'après  les  conditions  du  problème  les  trois  sphères  (S), f S'), (S" ( 
sous  des  angles  qu'on  pourra  représenter  par  a+w,  a'  +  w,  «"+u,a,«',«" 
étant  des  nombres  fixes,  &.  une  inconuue.  Appelons  d,d\d"  les  distances  du 
centre  de  cette  sphère  à  ceux  des  trois  sphères  (S),  (S'),  (S").  On  devra  avoir 
les  équations 


~Jl 


"21^ 

rf"— R' 


<•+•)•    — ïifH1™'*' ■*-•)■ 


2lfP  < 

entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  p  et  u.  l'o 


—  pcosio=;u,    psin«=ti, 

elles  prendront  la  forme 

d» — (h — R  en  *)*  +  (t>  —  R  sia  «)*, 
'     #»=(«  — ff<ra«0»-r-(»— R'SUv'*TV!    ■■■}''-•  •!'<:  •■■ 
tf»  =  (u— R'cos  »•)•  +  (»  —  RfsHia")*, 

équations  entre  lesquelles  il  faudrait  éliminer  u,v.  Or  cette  élimination  est 
inalile,  car  ces  équations  expriment  que  les  distances  d'un  point  variable  du 
lieu  aux  centres  des  sphères  (S),  (S'),  (S")  sont  respectivement  égales  aux 
distances  d'un  point  variable  d'un  certain  plan  (u,v)  à  trois  points  fixes 
(R  cosa,  Rsina),  (R'cos a',  R'sina'),  (R'cos et",  R"sina")  de  ce  plan.  Donc, 
d'après  le  théorème  de  Jacobi,  le  lieu  décrit  par  le  centre  sera  une  qua- 
drique  ayant  pour  fovers  situés  sur  la  même  focale  les  centres  des  sphères 
(S),  (S'),  (S"). 

On  démontrera  sans  peine  la  réciproque  suivante,  remarquable  par  sa 
généralité  : 

Théorème  XIII.  —  Étant  donnée»  une  quadriqve  quelconque  et  une  sphère 
(S)  doublement  tangente  à  cette  surface,  construisons  toutes  Us  sphères  (S'), 
(S*),...  ayant  pour  centres  les  foyers  situés  dans  le  même  plan  principal  que 
le  centre  de  la  sphère  (S)  et  passant  par  les  deux  points  de  contact  de  cette 
sphère  et  de  la  quadrique.  Une  sphère  variable  ayant  son  centre  sur  la  sur- 
face et  coupant  à  angle  droit  la  sphère  (S)  coupera  les  sphères  (S'),  (S"),  ... 
sous  des  angles  dont  les  différences  seront  constantes. 
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Corollaire.  —  La  quadrique  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des 
centres  des  sphères  coupant  sous  des  angles  dont  les  différences  soient 
constantes,  trois  sphères  ayant  pour  centres  trois  foyers  quelconques  pris 
sur  la  même  focale  et  se  coupaut  en  un  point  de  la  surface. 

On  peut  aussi  la  définir  comme  le  lieu  des  centres  des  sphères  coupant  à 
angle  droit  une  sphère  fixe  et  coupant  deux  des  sphères  précédentes  sous 
des  angles  dont  la  différence  soit  constante. 

Je  terminerai  en  énonçant  la  proposition  suivante,  qui  se  rattache  à  ce 
sujet  d'études  : 

Théorème  XIV.  —  Étant  donnée  une  quadrique,  il  existe  trois  couples  de 
deux  sphères  fixes  telles  que  les  plans  tangents  en  tous  les  points  d'une  ligne  de 
courbure  fassent  avec  deux  sphères  de  Vun  des  couples  des  angles  dont  la 
somme  soit  constante. 

Ces  sphères  sont  celles  qui  coupent  la  surface  suivant  quatre  droites  et 
qui  ont  déjà  été  considérées  dans  d'autres  relations  métriques.  Ainsi,  dans 
le  cas  de  l'ellipsoïde,  deux  couples  de  sphères  sont  réels. 

Il  y  a  d'abord  les  deux  sphères  ayant  leurs  centres  sur  le  grand  axe  et 
intérieures  à  l'ellipsoïde,  La  somme  ou  la  différence  des  tangentes  menées 
d'un  point  d'une  ligne  de  courbure  à  ces  deux  sphères  est  constante. 

11  y  a  ensuite  les  deux  sphères  conjuguées  ayant  leurs  centres  sur  le  petit 
axe  ;  les  deux  sphères  étant  extérieures  à  l'ellipsoïde  seront  coupées  par  les 
plans  tangents  en  tous  les  points  d'une  ligne  de  courbure  sous  des  angles 
dont  la  somme  ou  la  différence  sera  constante. 


Sur  une  question  de  probabilités;  par  H.  Bienaymjs. 

(Séance  du  3  juin  1874) 

Soit  n  observations  consécutives  données  en  grandeur  numérique  ;  si  on 
les  représente  par  des  droites  placées  à  côté  les  unes  des  autres,  et  qu'on 
joigne  les  extrémités  de  ces  droites  par  une  ligne  brisée,  le  nombre  des 
maxima  et  des  minima  sera  probablement  égal  à 


2n  — 1    .    .  A  /16n  — 29 


±±v 


45 


a  probabilité  correspondant  à  t  étant  donnée  approximativement  par  l'inté- 
grale bien  connue 


dit  Jo 


er**dx» 


Il  est  bien  entendu  que  ce  résultai  se  rapporte  au  cas  très-général  qui  ne 
comprend  que  des  valeurs  possibles  à  probabilité  iiiflutmunt  petite,  ou  des 
valeurs  .'■  probabilité  finie,  non  susceptibles  de  répétition.  Le  nombre  des 
maïima  serait  différent  dans  le  cas  de  répétition.  Ainsi,  pour  deux  valeurs 

reproduites  indéfiniment,  le  résultat  moyeu  serait  seulement — g — 
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DUllrt,  membre  de  l'inslilul,  à  Paris.  S.  P. 

Rllllliï.  prolesseur  au  lycée  de  Douai. 

IuIHUSAÏT  (J.  \  cluH'  dehn'laillon  du  Génie  en  retraite,  à  Pari?. 

ICSII  (Comte  L.l,  traducteur  ,-,u  MiriisLérc  îles  Travnui  public?,  ô  Paris. 

KIIMT  (E  ),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

JACQUIER  (J.i,  ingénieur  des  Punis  ei  Chaussées,  i  Amiens. 

mit,  capitaine  au  15'  ré~Lment  d'Artillerie,   i'i  lincr-niies. 

JHtKT,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École  Pal  y  technique,  à  Paris. 

JM1.11  (Cl,  ingénieur  des  Mines,  a  Paris.  S.  P. 

JOOrFCET,  capitaine  d'Artillerie,  proiesseur  à  l'Ecole  d'application  de  FonllineMea.ll 

JliUY.  t-l>-M"iii<iiiiitinn,  à  Paris. 

[*UUI.  répétiteur  à  l'Kf.ile  Polytechnique,  à  Paris, 

METZ,  insénieiir  des  Manufactura  de  l'Elat,  à  Paris. 

LACUEKIE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LUS  AH,  capitaine  du  Génie,  à  Baslin. 

HIJTI,  m-inul'actiirier,  à  Thmn  [Alsai.'e]. 

LAI,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées, à  Vendôme, 
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LEFÉBURE  DE  FOURCY  (R.),  à  Paris., 

LEFFIEIT  (D'Mitlag),  professeur  à  l'Université*  d'Upsal  (Suède). 

LEHR,  professeur  au  lycée  de  Marseille. 

LEMONMER,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au- lycée  Henri  IV,  à  Paria. 

LEM0INE'(E.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LESPIAOLT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 

LÉVI  (Albert),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LEYÏ  (Maurice),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LI60INE,  professeur  à  l'Université  d'Odessa  (Russie). 

LUCAS  (F.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LUCAS  (E.),  professeur  au  lycée  de  Moulins. 

MALEYI  (L.\  professeur  au  collège  Stanislas,  à  Paris. 

IANNBEIM  (A.),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris.  S. P. 

IAREL,  colonel  d'État-major  en  retraite,  à  Alger. 

IARGERIE,  sous-directeur  de  l'institution  Monge,  à  Paris. 

MARIE  (Maximilien),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

MARIN,  ingénieur,  à  Paris. 

■ARSILLT  (Général  de),  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  à  Auxerre. 

MATHIEU,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Nancy. 

■ICHELKT,  ingénieur  civil,  à  P.aris. 

MIGNON  (A.),  capitaine  au  C°  régiment  d'Artillerie,  à  Grenoble. 

M0.\TI6NÏ  (G.  de),  lieutenant  du  Génie,  à  Paris. 

I0IEL  (A.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

MOUTARD  iTh.),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

NICOLAÏDÈS,  professeur  à  l'Université  d'Athènes  (Grèce). 

OVIDIO  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université  de  Turin  (Italie). 

PAINYIN.  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Louis -le- Grand,  à  Paris 

PARMENTIER  (Th.),  colonel  du  Génie,  à  Lyon. 

PARRA>  (A.),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

PERÇU  (A.),  capitaine  au  21*  régiment  d'Artillerie,  à  La  Rochelle. 

PKRRIER,  capitaine  d'Ètal-Mnjor,  membre  du  Bureau  des  Longitudes,  à  Paris. 

PERRIN.  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

PHILIPPE,  ingénieur,  à  Corbeil. 

PHILIPPON,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Paris. 

PICART  (A.),  député  à  l'Assemblée  nationale,  à  Versailles. 

PICQOET  (H.),  répîlileur  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Paris. 

PISTOTE  (L.  de),  capitaine  d'Artillerie,  à  Tarbes. 

PLOCQ  (A.),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  h  Dunkerque. 

PLOIX  (Edmond),  ingénieur  hydrographe,  à  Paris. 

POIREL  (V.),    inspecteur  général  honoraire  des  Ponts  et  Chaussées,   à  Rosières-aux-Salines 

(Meurthe-et-Moselle). 
POLIGNAC  (Camille  de),  à  Paiis.  S.  P. 
POCILLOT  (J.),  professeur  à  l'École  normale  de  Cluny. 
POTZ  [H.),  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  Paris. 
RADAD  (R.),  à  Paris. 

RANCT  (de),  sous-directeur  de  V Aigle;  à  Paris. 
REINACH  (de),  banquier,  à  Paris. 
RENAN,  aide-astronome  à  l'Observatoire,  à  Paris. 
RESAL,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 
RE  Y.  professeur  à  l'École  du  génie,  à  Arras. 
RIBAOCODR,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Draguignan. 
RITTER  (F.),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Niort. 
RODET,  ingénieur  desManufactures.de  l'État,  à  Paris. 
ROLLAND,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 
RODART,  ingénieur  civil,  à  Paris. 
BOUCHÉ  (E.),  professeur  à  l'École  Centrale,  à  Paris. 
ROOSSELIN  (A.),  professeur  au  lycée  de  Douai. 


IHI  (François),  arcliilcctc,  à  Paris. 

StlNTML.HMi-nStlLI.li  (f,h,irlfs!.  membre  de  l'Inrtitut,  i  Paris. 

UICTE-UUM  II1ILLE  [Henri),  membre  .le  l'Institut,  i  Paris. 

UlïT'tElUIH  (A-  de),  docteur  H  sciences,  à  Paris. 

SIUT-LOBT,  professeur  à  1»  Faculté  de*  Sciences,  à  Besançon. 

SILTÉL,  profoswur  au  rtillégi;  tic  Fimlenaj-le-Comte. 

SAIRin,  répétiteur  n  l'Ecole  Polytechnique,  i  Paris. 

UITI1I1I.  ingénieur  des  PoqIs  et  Chaussée*,  i  Sehlis. 

tOSOÊtim,  WvE-uiEcnîeiir  îles  Ponlsel  Chiussées,  i  Pari». 

KIMMir  (Grégoire1,  éliiniai, là  l'Université  .ta  Sjinl-Pétersboure;  (tluisie). 

HUIT  (J.-A.),  membre  do  l'Institut,  i  Paris. 

SE11ET  (Paul),  docteur  ùs  sciences,  à  Pari*. 

SliUINC,  ineénieur  en  clicf  des  Trorniii  [iiililics,  i  Luiemhourg  (gland-duchû  du  Luiemhm 

Sni'HlN.  directeur  de  l'Ubserv.iloirc,  û  Marseille, 

STI.HMHI,  j.ri.l.-**eur i  l'Uni veui lé  .1"  Prague  (Bohême). 

TMMtl,  ingénieur  i  la  Nuiul'-icture  des  Tabacs,  à  Boi'deam. 

TAIITTI  (E.]P  URré^é  de  J'hûrer-iié.  àiïvrcu*, 

MB.UMECII.   agivfy  de  l'tuiversité,  a  Paris. 

TEI1ICI,  professeur  de  mathématiques,  A  Pari*. 

TÏÉIT.  profcsreur  au  lycée  du  Douai. 

IISSEUNÏ,  protecteur  A  la  Faculté  des  Sciences,  i  Toulouse. 
TJSSflT,   éliminaient  tl'admisiïon  i  Nh«t«  P.'IviecliiiiiHie,  à  Pari». 

lui  IIMTH    l'iiulj.  manieur,  i  Msirnaval   (Haute-Harne). 

T1ESC1  (É.),   ingénieur  des  l'onts  et  Clwussuej,  i  Pontivy. 

IBIPiUlT,  •  P.ris. 

ItlttliH,  docteur  es  si'iencrs,  a  la  Unionlle  Sainl-Mesmin  ^Loiret). 

tUÔa,  capilmncd  ÊL.t-ïaior.  à  Paris. 

HUII'tM,  ]in.lc-<;iii  <!<-  >I:iI|ii'.ii.iIil|.ii!-  s|>.'i:i.i)i.'i  .m  Itcéc  ?aiul-Luui-,  a   Paru 

Vm.HI.F.  aiinen  élève  ,1e  l'É-.ol.'  l'...iflechiii<|Ue,  i  P.rii. 

tINISJ'DI,  professeur  au  lycée  Sainl-Louia,  à  Paris. 

YILLOT(Julcsl,  ptole-seur  au  lycée  d'Alger. 

IELS1II,   hon(ci,a„U\.rlillcner'.Sdnl-Omer. 

IIÏR  (Edouard),  étudiant  à  l'Univ.rsné  de  Prague  (Bohême). 

■SIR  [D'  Emile),  professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Prague  (Bohême). 

WIU'ISIKII,  élève-ingénieur  des  Mme.,  i  Paris. 


n 


STATUTS  DE  LA  SOCIÉTÉ 


Article  premier.  La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  l'avan- 
cement et  la  propagation  des  études  mathématiques  pures  et  appliquées. 
Elle  y  concourt  par  ses  travaux  et  par  la  publication  des  mémoires  de  ses 
membres.  Son  siège  est  à  Paris. 

Art.  2.  Aucune  communication  ou  discussion  ne  peut  avoir  lieu  sur  des 
objets  étrangers  aux  mathématiques. 

Art.  5.  La  Société  se  compose  de  membres  résidents  et  de  membres  non 
résidents. 

Les  Français  et  les  Étrangers  peuvent  également  en  faire  partie. 

Art.  4.  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société  sont 

les  suivantes  :  i°ôtre  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé  une 

demande  signée;  2°  obtenir  à  l'une  des  séances  suivantes  les  suffrages  de  la 

majorité  des  membres  présents. 

'  Art.  5.  Le  nombre  des  membres  résidents  et  non  résidents  est  illimité. 

Art.  6.  L'administration  de  la  Société  est  confiée  à  un  conseil  composé  : 

1°  Des  membres  du  bureau; 

2°  De  douze  autres  membres  résidents  de  la  Société  désignés  par  l'élec- 
tion; 

3°  De  quatre  membres  non  résidents  désignés  par  l'élection  ;  ils  auront 
voix  délibérative  dans  le  conseil  lors  de  leur  présence  à  Paris. 

Art.  7.  Le  conseil  est  présidé  par  le  président  de  la  Société. 

Art.  8.  Le  bureau  est  composé  de  : 

1  président; 

4  vice-présidents  ; 

2  secrétaires  ; 

2  vice-secrétaires; 
i  trésorier; 
1  archiviste. 

Art.  9.  Le  président  est  élu  pour  un  an.  ' 


Les  vice-présidents  sont  tu  mimés  pour  deux  ans," 

Deux  d'entre  eux  sont  remplacés  chaque  année. 

Les  secrétaires  et  les  vice-secrétaires  sont  élus  pour  deux  ans. 

Le  trésorier  et  l'archivisle  pour  [rois  ans. 

Akt.  10.  Le  président  n'est  pu  rééligible  immédiatement  dam  les  mêmes 
fonctions. 

Art.  1 1 .  Parmi  les  douze  membres  du  conseil  qui  résident  à  Paris  et  qui 
ne  font  pas  partie  du  bureau,  quatre  sont  remplacés  chaque  année  a  tour 
de  rôle. 

Aht.  12.  Tous  les  membres  de  la  Société  sont  appelés  à  participer  à  l'élec- 
tion du  président,  soit  directement,  soit  par  correspondance. 

Art.  15.  Les  autres  membres  du  bureau  et  les  membres  du  conseil  sont 
élus  à  la  majorité  absolue  des  membres  présents. 

Art.  14.  Les  ressources  de  la  Société  se  composent  :  1°  de  la  cotisation 
annuelle  des  membres  résidents  et  non  résidents,  et  dont  le  montant  est 
fixé  par  le  règlement  administratif  de  la  Société  ;  2°  du  revenu  du  capital 
formé  par  les  droits  d'admission,  les  souscriptions  perpétuelles,  le  produit 
de  la  vente  des  ouvrages  édités  par  la  Société  et  les  dons  qu'elle  pourra  re- 
cevoir. 

Art.  15.  La  Sociélé  règle  annuellement  le  budget  de  ses  dépenses. 

Dans  la  première  séance  de  chaqur;  année,  le  compte  détaillé  de  receltes 
et  dépenses  de  l'année  révolue  sera  soumis  à  l'approbation  de  la  Société  ;  ce 
compte  rendu  sera  publié  dans  le  Bulletin. 


REGLEMENT  ADMINISTRATIF 


CHAPITRE  PREMIER 
conditions    d'admission 

1 .  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Sociélé  sont  : 
1"  D'être  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé  une  demande 

ivantes,  les  suffrages  de  la  majorité 
des  membres  présents  (art.  i  des  statuts). 


—  Il  — 


2.  Le  diplôme  délivré  esl  signé  parle  président,  l'un  des  secrétaires  et  le 
trésorier,  et  porte  le  sceau  de  la  Société. 

Le  trésorier  remet  le  diplôme  après  l'acquittement  du  droit  d'admission 
montant  à  dix  francs,  et  de  la  cotisation  annuelle. 


CHAPITRE  II 

TRAVAUX   ET   PUBLICATIONS    DE   LA    SOCIÉTÉ 

Tenue  des  séances. 

3.  La  Société  tient  ses  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances  :  août,  septembre  et  octobre. 

4.  La  première  séance  de  janvier  est  consacrée  spécialement  aux 
élections  pour  le  remplacement  des  membres  sortant  du  bureau  et  du  con- 
seil. 

5.  Le  tableau  des  jours  de  réunion  est  imprimé  sur  une  carte  adressée 
aux  membres  résidant  à  Paris. 

Elle  sera  également  envoyée  aux  membres  non  résidents  sur  leur  demande 
personnelle. 

Les  membres  sont  convoqué»  à  domicile  pour  les  séances  extraordi- 
naires. 

6.  Pour  assister  à  la  séance,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent 
être  introduites,  chaque  fois,  par  un  de  ses  membres. 

7.  La  présence  du  président  ou  d'un  vice-président,  assisté  d'un  des 
secrétaires  ou  vice-secrétaires,  suffit  pour  constituer  le  bureau  à  chaque 
séance. 

8.  En  cas  d'absence  du  président  ou  des  vice-présidents,  le  trésorier,  ou 
à  son  défaut  l'archiviste,  occupe-le  fauteuil. 

En  cas  d'absence  de  tous  les  membres  du  bureau,  les  fonctions  de  pré- 
sident sont  remplies  par  le  plus  âgé  des  membres  du  conseil  présents  à  la 
séance. 

En  cas  d'absente  des  secrétaires  et  vice-secrétaires,  le  président  du  jour 
désigne  un  des  membres  du  conseil  pour  en  remplir  les  fonctions. 

9.  Les  procès-verbaux  des  séances  sont  rédigés  dans  l'intervalle  d'une 
séance  à  l'autre. 

Chaque  séance  commence  par  la  lecture  du  procès-verbal  de  la  séance 
précédente  et  de  l'ordre  du  jour*. 

iO.  Les  communications  faites  par  les  membres  de  la  Société  ont  lieu 
dans  l'Qrdre  de  leur  inscription;  les  communications  des  personnes  étran- 
gères à  la  Société  ont  lieu  après  celles  des  membres,  sauf  les  cas  d'urgence 
qui  seront  appréciés  par  le  bureau. 


—  Il  - 


Les  membres  qui  auront  fait  des  communications  verbales  ou  pris  part 
aux  discussions  devront  remettre  des  notes  au  secrétaire  pour  la  rédaction 
du  procès-verbal. 

11 .  Dans  les  séances  ordinaires,  on  ne  peut  traiter  aucune  question  rela- 
tive à  l'administration,  à  moins  d'une  demande  du  conseil. 

12.  Toutes  les  observations  relatives  à  l'administration  tout  adressées  par 
écrit  au  président,  qui  en  référé  au  conseil,  à  sa  plus  prochaine  ritunion. 

Bulletin. 

15.  La  Société,  préoccupée  des  avantages  qu'elle  peut  offrir  à  tous  ses 
membres,  a  décidé  que  le  recueil  intitulé  Bulletin  de  la  Société  mathéma- 
tique, qui  rend  compte  des  mémoires  présentés  »  la  Société,  sera  distribué 
gratuitement  a  tous  les  membres  résidents  ou  non  résidents. 

14.  Les  conventions  stipulées  entre  le  conseil  de  la  Société  et  les  éditeurs 
chargés  de  la  publication  du  Huile) in  devront  être  soumises  à  l'approbation 
de  la  Société. 

Réimpression  des  ouvrages  OHeùtU  el  publication  des  mémoires 
originaux. 

15.  La  Société,  voulant  concourir  aux  progrès  des  mathématiques  par 
tous  les  moyens  compatibles  avec  son  mode  d'organisnlion,  avisera  aux 
moyens  de  publier  successivement,  et  d'une  manière  aussi  complété  qu'il 
sera  possible  ou  utile  de  le  faire,  des  oeuvres  des  .1111:10115  mathématiciens 
français  ou  étrangers. 

La  Société  se  réserve  la  faculté  de  publier  les  mémoires  originaux  trop 
étendus  pour  paraître  dans  le  Bulletin. 

16.  Les  publications  émanant  de  la  Société,  autres  que  le  Bulletin,  sont 
délivrées  à  prix  réduit  à  tous  les  membres  de  la  Société  résidents  ou  non 
résidents. 

CHAPITRE  111 

ADMINISTRATION    DE    LA    SOCIÉTÉ 

17.  Chaque  élection  a  lieu  au  scrutin  secret,  sur  un  seul  bulletin, -et  s'il 
est  nécessaire,  au  moyen  de  deux  tours,  dont  le  second  est  de  ballottage. 
Dans  le  cas  d'égalité  de  voix,  le  plus  âgé  l'emporte. 

18.  L'élection  du  président  seule  donne  lieu  au  vote  de  tous  les  membres 
résidents  ou  non  résidents.  Tout  membre  qui  ne  peut  assister  à  la  réunion 
électorale  est  invité  à  envoyer  au  secrétaire,  avant  la  première  séance  de 
janvier,  son  suffrage  individuel  dans  un  bulletin  cacheté  el  enfermé  dans 
une  lettre  signée  de  lu1. 
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Ce  bulletin  ne  peut  être  ouvert  qu'au  moment  du  dépouillement  du 
scrutin. 

19.  Les  secrétaires  ou,  à  leur  défaut,  les  vice-secrétaires  rédigent  les  pro- 
cès-verbaux des  séances  de  la  Société  et  des  séances  du  conseil. 

20.  Une  commission  d'impression,  composée  des  secrétaires  et  de  quatre 
membres  nommés  par  le  conseil,  dirige  la  publication  du  Bulletin  et  l'im- 
pression des  mémoires  et  communications. 

21.  Sous  la  direction  du  président,  les  secrétaires  sont  chargés  de  la 
correspondance  pour  ce  qui  concerne  les  travaux  et  les  affaires  de  la 
Société  autres  que  les  affaires  de  finances  :  ils  convoquent  la  Société,  le 
conseil  et  les  commissions  quand  il  y  a  lieu,  et  préparent  les  ordres  du 
jour.    N 

22.  La  Société  forme  une  bibliothèque  et  échange  ses  publications  contre 
les  journaux  et  recueils  consacrés  aux  mathématiques  pures  et  appliquées, 
publiés  en  France  et  à  l'étranger. 

23.  L'archiviste  est  chargé  de  la  garde  des  archives  de  la  Société;  il  en 
dresse  un  inventaire. 

Il  a  sous  sa  direction  la  bibliothèque;  il  dresse  le  catalogue  des  livres  et 
brochures  imprimés,  et  tient  un  registre  des  manuscrits  envoyés. 
Enfin  il  a  sous  sa  garde  tous  les  documents  appartenant  à  la  Société. 

24.  Le  trésorier  est  chargé  du  recouvrement  des  sommes  dues  à  la  Société. 

25.  Il  tient  un  registre  des  recettes  et  dépenses,  que  tous  les  membres 
ont  le  droit  de  consulter. 

26.  Le  trésorier  ne  peut  faire  aucun  emploi  extraordinaire  des  fonds  de 
la  Société  sans  une  délibération  spéciale  du  conseil. 

Conseil  et  commissions. 

27.  Le  président  convoque  le  conseil  toutes  les  fois  que  les  affaires  de  la 
Société  le  réclament. 

28.  Il  suffit  d'une  demande  motivée  signée  par  cinq  membres  du  conseil 
et  adressée  au  président,  pour  qu'une  convocation  du  conseil  soit  obligatoire. 

29.  A  chaque  séance  du  conseil,  les  noms  des  membres  présents  sont 
consignés  au  procès-verbal. 

50.  Il  faut  au  moins  sept  membres  présents  pour  prendre  des  décisions 
en  conseil. 

31.  Sur  la  proposition  de  cinq  membres,  le  vote  peut  avoir  lieu  au  scru- 
tin secret. 

32.  Sur  la  demande  de  cinq  membres,  il  peut  être  fait  appel  à  la  Société 
des  décisions  qui  n'auraient  pas  été  prises  aux  deux  tiers  des  voix  au  sein 
du  conseil. 

35.  Les  procès-verbaux  des  séances  du  conseil  doivent  être  transcrits  sur 


un  registre  colé  e!  parafé  par  le  secrétaire;  ils  doivent  être  signés  par  le 
président  et  le  secrétaire  qui  a  tenu  la  plume  ;  les  renvois  doivent  être  pa- 
rafés et  les  mots  rayés  approuvés. 

54.  Le  conseil  se  réunit  dans  la  dernière  quinzaine  de  décembre  pour 
examiner  l'étal  des  affaires  de  la  Société,  nommer  ta  commission  de  comp- 
tabilité chargée  de  vérifier  la  gestion  du  trésorier,  et  la  commission  Ara 
archives  chargée  de  vérifier  celle  de  l'archiviste. 

35.  Ces  deux  commissions  ne  peuvent  être  composées  de  moins  de  trois 
membres  ;  elles  font  leur  rapport  dans  la  première  séance  de  janvier. 

36.  Le  conseil  désigne  annuellement, a  la  même  époque,  les  membres  qui, 
adjoints  aux  deu\  secrétaires,  composent  la  commission  permanente  d'im- 
pression pour  la  publication  du  Bulletin  et  l'insertion  des  noies  et  mémoires 
des  membres  de  la  Société. 

Cette  commission  veille  a  ce  qu'il  ne  s'introduise  dans  les  publications 
rien  d'étranger  à  la  science. 

37.  Les  membres  élus  île  la  commission  d'impression  sont  nommés  pour 
trois  ans. 

Les  membres  de  la  commission  d'impression  peuvent  être  pris  indistinc- 
tement dans  la  Société  ou  dans  le  conseil. 


CHAPITRE  IV 

PROPRIÉTÉS,     RRVEKU5    ET    DEVERSES    DE    LÀ    SOCIÉTÉ 

58.  Les  versements  des  membres  résidents  et  non  résidents  se  compo- 
sent: 
1°  Du  droit  d'admission,  montant  à  40  francs; 
2"  De  la  cotisation  annuelle. 

39.  Pour  les  membres  rèsidenls,  cette  cotisation  annuelle  s'élève  à 
20  francs,  payables  d'avance,  et,  pour  les  membres  non  résidents,  à 
15  francs,  également  payables  d'avance. 

Sont  considérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  j  Paris  leurs  occu- 
pations habituelles,  ou  y  exercent  habituellement  leurs  fonctions. 

40.  Les  nouveaux  membres  devront  payer  la  totalité  de  la  cotisation, 
quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

41.  Les  publications  ne  seront  adressées  qu'après  le  versement  de  la  co- 
tisation annuelle. 

42.  Tout  membre  qui  n'aura  pas  acquitté  la  cotisation  d'une  année  sera, 
après  avertissement  préalable  du  trésorier,  considéré  comme  démission- 
naire. 

45.  La  cotisation  annuelle  peut,  au  choix  de  chaque  membre,  être  rem- 
placée par  une  somme  de  500  francs  une  fois  payée. 
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Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

44.  Les  dons  faits  à  la  Société  sont  inscrits  au  Bulletin  des  séances  avec 
le  nom  des  donateurs.  . 

45.  Les  dépenses  sont  divisées  en  ordinaires  et  extraordinaires. 

Les  dépenses  ordinaires  se  composent  de  frais  de  bureau  et  d'imprimés, 
ports  de  lettres,. frais  d'entretien,  loyer  du  local,  appointements  des  em- 
ployés et  frais  d'impression  du  Bulletin.  Le  chiffre  des  dépenses  ordinaires 
ne  peut  excéder  les  -fc  des  ressources  annuelles. 

Les  dépenses  extraordinaires  sont  votées  par  la'  Société  sur  la  proposition 
du  conseil. 

46.  La  Société  ne  s'engage  jamais  dans  aucune  dépense  excédant  son 
avoir. 

CHAPITRE  V 

RÉVISION    DES    STATUTS    CONSTITUTIFS    OU    DU    RÈGLEMENT 

ADMINISTRATIF 

47.  Toute  proposition  de  révision  des  statuts  constitutifs  ou  du  règlement 
administratif  ne  pourra  être  prise  en  considération  que  si  elle  est  signée 
collectivement  par  vingt  membres. 

48.  Le  président  fera,  dans  ce  cas,  procéder  à  un  scrutin  pour  la  nomi- 
nation d'une  commission  de  révision,  qui  sera  composée  de  quatre  membres 
du  conseil  et  de  trois  membres  pris  en  dehors. 

49.  La  discussion  du  projet  exigera  la  présence  de  la  moitié  plus  un  des 
membres  résidant  à  Paris. 

Tous  les  membres  sont  convoqués  par  lettres  spéciales. 

50.  Si  le  nombre  ci-dessus  n'est  pas  atteint,  la  discussion  aura  lieu  dans 
la  séance  suivante,  quel  que  soit  le  nombre  des  membres  présents. 


BULLETIN 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 


EXTRAITS   DES  PROCÈS-VERBAUX 


SÉANCE  DU  MERCREDI  H  NOVEMBRE  1874 

rRÉSIDBE    FAH    M.    BEStL 

H.  Fouret  communique  à  la  Société  une  note  Sur  une  propriété  métrique 
des  courbes  algébriques. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  une  note  Sur  le  contact  des  sur- 
faces algébriques. 

M.  Resal  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  la  propriété  dont  jouit  le 
pendule  conique  de  révolution,  dont  un  point  de  t'axe  est  fixe,  de  se  mouvoir 
suivant  la  même  loi  que  le  pendule  synchrone. 

M.  Lemonnier  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  transformation 
des  formes  quadratiques. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  te 
rôle  des  polyèdres  réguliers  et  de  la  splière  dans  la  numération  décimale. 


SEANCE  DU  MERCREDI  25  NOVEMBRE  1874 

PRÉSIDÉE    PU    M.    BESAL 

M.  Halphen  analyse  un  mémoire  de  M.  Sturm  Sur  les  caractéristiques  des 
systèmes  de  courbes  gauches  en  général,  et  des  cubiques  gauches  en  parti- 
culier. 
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M.  Darboux  présente  quelques  observations  au  sujet  de  celle  communi- 
cation. 

M.  Jordan  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  le  nombre  de  figures 
différentes  que  Von  peut  construire  avec  un  nombre  donné  de  droites. 

M.  Mannheim  communique  à  la  Société  Une  construction,  due  à  il/.  Hart, 
d'un  appareil  plus  simple  que  celui  de  M.  Peaucellier,  pour  obtenir  le  mou- 
vement  rectiligne  d'un  point,  au  moyen  de  tiges  articulées. 

M.  Mannheim  indique,  d'après  H.  Sylvesler,  la  Construction  de  deux  sys- 
tèmes articulés  décrivant  une  conique  au  moyen  de  sept  tiges. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  9  DÉCEMRRE  1874 

PRÉSIDÉE   PAR   M.   RESAL 

M.  Jordan  communique  à  la  Société  une  Solution  générale  de  la  détermi- 
nation du  minimum  d'une  somme  de  carrés  de  polynômes  linéaires. 

M.  Halphen  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  le  contact  maximum 
des  surfaces  d'un  degré  donné  avec  une  surface  quelconque. 

M.  Mannheim  communique  à  la  Société  un  Procédé  pour  décrire  une 
anallagmatique  du  4me  ordre,  à  laide  d'un  appareil  à  tiges  articulées  sem- 
blable à  celui  de  M.  Peaucellier,  en  remplaçant  le  losange  par  un  quadrila- 
tère à  côtés  inégaux,  mais  à  diagonales  rectangulaires. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  23  DÉCEMBRE  1874 

PRÉSIDÉE  PAR   M.   RESAL 

Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

MM.  Turpault  (Claude),  propriétaire,  à  Paris;  Yacossin,  capitaine  d'état- 
major,  professeur  suppléant  de  topographie  à  l'École  d'état-major,  à  Paris. 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  6  JANVIER  1875 

PRÉSIDÉE  PAR  M.   RESAL 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 
Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres  présentés, 
ce  sont  : 

m  *  2 


MM.  Rey  (Casimir),  professeur  à  l'École  régimentaire  du  géni 
Berdellè,  anuen  garde  général  des  forèls,  à  Ilio/  (Huule-Saône). 

L'élection  aura  lien  dans  la  prochaine  séance. 

La  Société  procède,  par  la  voie  du  scrutin,  au  remplacement  des  membre* 
sortants  du  Bureau  et  du  Conseil,  qui  se  trouvent  ainsi  constitués 

Président  honoraire M.  CHASLES. 

Président *.  .     M.  BIENAÎHÉ 

iU.  DE  LA  (iOtinSEME. 
il.  JORDAN. 
».  HAKKUEII. 
11.  «ES  AL. 

j  M.  DRISSE, 
ùccrcuircs j  H    LAG1,E|lRE. 

„.      „  {  R.  KOURUT. 

lice-SeaèUaa |  „   „E  SAlsT.fiKRMAls. 

Trésorier M.  ANDUÊ  (Désiré^. 

Archiviste ».  HOOUfiABY, 

.  BEtlTIUND. 
.  BONNET  (Ossian). 
1  M.  JIOURGST. 
\  M.  CHASI.ES. 
.  CuLLIGNON. 

"    '  \  ».  HALPHEN. 

'.  RATON  DE  T,A  GOUPU.LIÈRE. 
.  I.EVOSNIER. 
.  I.EVV  (Maurice). 
.  l'AlKVlN. 
1  il.  SffilRET  iJ.-A.i. 

!«.  AOUST  (L'abbé). 
J  PmSiER. 
M.  WEÏB  [Emile]. 

H.  Fouret,  au  nom  de  la  Commission  des  comptes,  donne  lecture  de  son 
rapport  sur  la  gestion  du  trésorier. 

La  Société,  adoptant  les  conclusions  du  rapporleur,  vole  des  remercie- 
ments à  M.  Désiré  André. 


a  Arras  ; 


SÉANCE  DU  MERCREDI  20  JANVIER  1875 

PRÉSIDÉE    PAR    >.    DE    LA    COUINEIUE 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  une  Démonstration  analytique  ds 
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deux  relations,  dues  à  M.  Mannheitn,  entre  les  rayons  de  courbure  en  deux 
points  correspondants  des  nappe*  de  la  développée  d'une  surface. 

M.  Fouret  communique  à  la  Société  Quelques  considérations  relatives  aux 
systèmes  de  surfaces. 

M.  de  Saint-Germain  communique  à  la  Société  une  note  Sur  la  courbure 
des  surfaces  de  carène. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  3  FÉVRIER  1875  . 

PRÉSIDÉE  PAR   H.    DE  LA  GOURNERIE 

• 

Le  secrétaire  donne  lecture,  de  la  part  de  M.  Saltel,  de  deux  Notes  rela- 
tives aux  courbes  cycliques. 

M.  Laguerre  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  les  courbes  du 
3me  ordre. 

M.  Halphen  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  un  point  de  la 
théorie  des  surfaces. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Sur  une  propriété  du  polynôme  (x*  —  \)*;  par  M.  C.  de  Pomgnac. 

(Séance  du  17  juin  1874) 

Dans  ce  qui' va  suivre,  il  sera  fait  appel  à  une  propriété  connue  du  poly- 
nôme (x*  —  1)"  que  je  commence  par  rappeler. 
Elle  consiste  dans  la  relation  identique  suivante 

On  la  vérifiera  aisément  en  la  ramenant  à  une  autre  propriété  bien 
connue  du  même  polynôme  à  savoir  que  la  nèmc  dérivée 

<*»(*»  —  1)» 
yc=z       da* 

satisfait  identiquement  à  l'équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre 

(2)  (*  -  i)g  +  **£  -  "(»  +  «)ir  =■;  o> 


En  effet,  en  différcnliaiit  la  relation  (1),  on  tombera  sur  l'équation  (2) 
dans  laquelle  on  aurait  fait  y  = -3-5 ,  c'est-à-dire  sur  un  résultat  iden- 
tiquement nui.  La  dérivée  de  (I)  est  dont'  identiquement  nulle  et  comme 
les  deux  membres  s'annulent  pour  .v=  1  l'identité  est  démontrée. 

J'aborde  maintenant  l'objet  de  cette  étude,  l'osant,  pour  abréger, 

x*-\  =  X, 
je  partirai  de  la  relation  identique 

Supposant  le  second  membre  développé  et  mettant  en  évidence  la  partie 
entière  f(r),  on  aura 

.      ii.4f^Wl'4|+.... 

Si  l'on  prend  la  dérivée  des  deux  membres,  observant  que 
•  •H 


dïoa- 


1  2 


on  sera  conduit  à  l'égalité 

(X-)-  iogj^4-  a*-1  =rw  -  ~,-  •■■; 

et  en  continuant  à  prendre  successivement  les  dérivées  des  deux  membres, 
il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura  toujours  une  équation  de  la  forme 

(X«piog£±!+,  (*)=/«{*)  +  ..., 

dans  laquelle  f(x)  désigne  un  polynôme  entier,  si  h  <$  n.  Gela  lient  à  ce 

que  la  dérivée  de  log  — ^y  est  —  c-  et  que  les  dérivées  de  X"  contiennent  X 

en  facteur  jusqu'à  la  n —  iimt  incluse. 
Je  poserai  en  général 

la  nécessité  du  double  indice  apparaîtra  plus  loin.  De  même,  rempla- 
çant t"\x)  par  ff\  je  formerai  le  tableau  suivant 


(3) 


\ 


—  91  — 


(irhgJ±î+v,=/«+A 


(X»)(.)logi±l  +  E,  =  F, +  «<•), 


.»         .  *  * 


écrivant  pour  abréger  dans  la  dernière  équation 

Remarquons  que  si,  dans  le  premier  membre  de  chaque  équation  du  ta- 

x  -+- 1 
bleau  (3),  on  développait  en  série  log ,  on  devrait  retrouver  identi- 

quement  le  second  membre.  En  particulier,  désignant  par  «»,*  la  partie 


entière  du  produit  (X")(*)  log 


x-\-i 


,  on  aurait 


x — 1 

gu.k  +  eu*  =  h* 


et  pour  la  dernière,  écrivant  encore  «Ba  =  gll, 

gR-h  E„  =  F,,. 

Or,  je  dis  que  Ton  aura  identiquement 


si  cela  est,  il  en  résultera 


—  E  — F  • 


8n  =  2F|i» 


particularité  qui  pourra  s'énoncer  ainsi  : 

La  partie  entière  du  produit  de  lan*  dérivée  de  (x* — 1)*  par  la  êérie 

x  «+- 1 
logarithmique  log j  est  le  double  de  la  n°  dérivée  de  la  partie  entière 

du  produit  de  (x*  —  1)B  par  la  même  série. 

Pour  démontrer  ce  (ait,  il  sera  commode  d'introduire  une  nouvelle  quan- 
t  tité  v  définie  par  la  relation  générale 


d'où,  conservant  le  même  notation  abrégée, 

V,  =  E„  +  F„. 
La  relation  à  démontrer  s'exprimera  donc  par  l'identité 

■  Cette  dernière  résultera  de  l'examen  de  deux  formes  différentes  qu'on  peut 
donner  à  la  quantité  »„.,,.  Remarquons  d'abord  qu'il  résulte  immédiatement 
du  mode  de  formation  du  tableau  (3)  que 


(5) 

«m*+i 

=  «M 

d'ailleurs 

on  peut 

éci'ire 

t 

*+!)_. 

«')'. 

ajoutant, 

il  vient 

(*> 

w> 

=  »M 

2(X")I») 

X 

11  est  important  d'observer  que  les  relations  (5)  et  (6)  subsistent  pour 
iH>it,  bien  que  les  polynômes  e  et  v  cessent  d'être  entiers. 

Après  «Toir  fait  varier  A,  je  ferai  varier  n,  et  je  chercherai  d'abord  ce 
que  devient  f9   quand  n  se  change  en  n  4-  1.  On  a  par  définition 

*"'  =f.  +  l  +  i  +  -- 


=  V.4 


iS-i-  M"  p°»r  »  » 2- 

Développant  et  observant  que  X"=2,  il  vient 

(7)  fi"!,  =  V."  +  U'/i,'-"  +  *(»  - 1)/1,"-". 

On  aura  une  formule  toute  semblable  pour  es+u.  En  effet,  on  a  par  défi- 
nition 


XMoaîi 

d'où 

\*+ 

'i°.J=ï=V.+ 

Donc 

f. 

et  par  suite 

(r  H  ^4)'" = (s-i»Hog  J±|  +  • 


—  23  — 
d'ailleurs 


X  —  1  X —  1 


d'où 


(»-' <<-^r = <«•  .<-±ir+ *.(«.  ^r" 


+ 


ou  bien 


M^l)(xMog|±l)-^ 


&+T  ^Si1 + «m-m = »[m^  S 


+  JkX'[(X,,)<*-*>log 


*  + 


L  *  — 

4./i(A-i)r(x»)(»-«)iogî^ 


-h  *»,*-« 


d'où 

(8)  «»+!,*  =  Xc„, * -f  ^X'e^_t  +  h(h  —  4)^_j. 

Ajoutant  les  relations  (7)  et  (8),  on  obtient 

(9)  vn+M  =  Xt>,u  -h  hl'Vnjt^  i  4-  h(h  —  i)qu-i. 

Avant  d'aller  plus  loin,  remarquons  que  les  quantités/1  sont  toujours  en- 
tières. Les  quantités  e  ne  le  sont  que  tant  que  le  second  indice  ne  dépasse 
pas  le  premier.  Hais,  d'après  le  développement  même  du  calcul,  la  for- 
mule (8)  subsiste  sans  restriction.  La  formule  (7)  n'a  d'autre  restriction 
que  A>  i.  Il  en  est  donc  de  même  de  la  formule  (9).  En  y  faisant  A=n-f-4, 
on  obtient  • 

Vn+1  =  Xtwt  +  (n  +  1)X'V„  +  n(n  +  i)«b^-i- 

■ 

Hais  de  la  formule  (6)  on  tire,  pour  A=n, 

.       -v     W 

On  aura  donc 

(10)  V.+i  =  XV;  +  (n  +  \)X'\n  +  n(n  +  \)vn,tt-.l~2(X»)<"l 

Prenant  la  dérivée 

V;+1  =  XV;  +  (n  +  2)X'Vi  +  2(»  +  1)V.  -M  (n  +  i)^_,  -  2(X»)C+«). 

Mais  la  relation  (6)  donne,  pour  A  =  n* — 1, 

2(X»)<— ). 


-  M  — 
par  conséquent 

v;+  ,= vt;  +  (h  +  a)X'v,  +  (a  + 1  }{*  + 1)\\  +  s[»(n  +  iji^Ç^.1  -  (X')<«*<>]. 

Les  deux  derniers  termes  disparaissent  on  vertu  de  la  relation  fonda- 
mentale (1),  qui  dans  la  notation  actuelle  serait 

n(„-M)(XT-<.  =  X(X«)<.-"'], 
cl  il  reste  finalement 

(M)         v;+1  =  xv;  +  (r  +  2)ï'v;  +  [»  -+-  ti(„  +  s)y.. 

Cette  formule  va  nous  mener  au  but  que  nous  poursuivons,  a  savoir  :  de 
démontrer  que  toutes  les  quantités  V  sont  identiquement  nulles.  Je  re- 
marque d'abord  que  si  V,  =0  identiquement,  on  aura  identiquement  aussi 
Wn  as  0.  Donc,  dans  ce  cas,  V,,.,  ne  peut  être  qu'une  constante,  et  je  vais 
montrer  que  cette  constante  est  nulle. 

L'hypolbèse  V„  =  t)  introduite  dans  la  valeur  générale  de  V„„i,  for- 
mule (10),  donne 

(lia)  V1+i  =  »{n  +  l)»<,_1-S(X-tt-J, 

et  comme  Vn+1  ne  peut  êire  qu'une  constante,  il  suffira  de  démontrer  que 
le  second  membre  s'annule  pour  mie  valeur  particulière  de  .r;  soit  r  — i. 
On  peut  écrire  par  définition 

(12)  V„+l  =  n(n  +  ')(«„_,  +  f^)  -  S(X')  «*. 

Ici  se  place  une  remarque  importante  relativement  aux  quantités  e. 
Bans  la  formule  (5) 

'  _  2(X-)(»> 

CU-M-ft,»  X      ' 

(X")'*1 
le  terme      .:  -  contient  n  —  h  —  1  fois  le  facteur  X.  Il  en  sera  donc  de 

même  de  e„,t+i,  si  e„,fl  contient  X  le  même  nombre  de  fois.  Mais,  pour  cela, 

il  suffit  que  e,,»  contienne  n —  À  fois  X.  Or 

3(X"K*-t> 

le  second  terme  du  second  membre  contient  n  —  A  foisX,  il  suffira  donc 
encore  que  e„j_i  le  contienne»  —  k  +  '  fois  et,  en  continuant  ainsi,  on 
ramènera  la  première  condition  à  la*  seule  question  de  savoir  si  e,,(  contient 
n —  1  fois  le  facteur  X.  C'est  ce  qui  a  lieu,  puisque 
««.,  =  —  SX—». 
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Donc,  en  général,  cn?^i  contiendra  n —  h —  1  fois  le  facteur  X.  Faisant 
h  =  n  —  2,  on  voit  que  e„,»_i  contiendra  une  fois  le  facteur  X  ;  en,n_i  s'an- 
nulera donc  pour  x  =  1.  Par  suite,  on  tire  de  (12),  pour  x=  1, 

D'ailleurs,  conservant  une  notation  antérieure, 

* 

et,  pour  #  =  1 , 

«B,»-i /n 

On  aura  donc  en  définitive,  pour  x  =  i , 

Pour  vérifier  que  le  second  membre  est  nul,  il  sera  suffisant  de  sup- 
poser n  pair.  Car  si  n  est  impair,  comme  sfl|„_i  et  (Xn)(B)  ne  contiennent  que 
des  puissance^  impaires  de  x,  ces  deux  quantités  s'annuleront  pour  x  =  0. 
Soit  donc  n  pair  et  posons 

n 

(X*)(«-0=a^»+1  —  a^-1  4-flâ.r»-5....4-(—  1)*V*-(*p-U...  +  (—  l)*ana:, 

d'où 

(X^M^n  +  iJOoS»--  (n  —  1  )«,«•—»  -I-  (ft  —  5)a^-* 

+  ...  +  (-  l)P[n-(2/>— i)]a^-«P-f. ..  +  (- \)\, 
(X»)f»4-i)_n(n  -M)^*-1  —  (n  —  1)(n  —  2)^-5  +  (w_3)(n  — 4)a,a:»-5 

^  En  développant  l'identité 

n(n  +  l)(X»)(«-i>  =  (a*  -  l)(X»)(»  +  i\ 

on  sera  conduit  aux  équations  suivantes  : 

n(n-fl)a0  =  n(n  +  iK     (—1)°, 

ra(fi  +  l)fl0  H-  (n  —  i)(n  —  2)a,  =  n(n  +  l)a,     (—!)«, 

(n-l)(n-2)a1-f(»-3)(n-4.)fl2  =  n(n  +  lK     (-*)«. 

(n  —  2/)  +  5)(n  —  2p  +  2)^-! -f-  (»  —  2p  +  î)(n_  2p)«p  =  n(n  +  l)ap     (—  l)'. 

En  les  multipliant  respectivement  par  les  puissances  de  —  1  placées  en 
regard  et  ajoutant,  on  aura 

(13)     (-1Wn-2/i-fi)(«-2p)ap=;i/i  +  l)K-ûi4-al-h...-h(~l)^pl. 
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Celle  équation  exprime  précisément,  comme  on  va  voir,  l'identité  cher- 
chée, c'est-à-dire 

pour  x  =  1 . 

En  effet,  on  aura  t„  „_,  en  prenant  la  partie  entière  du  produit 

r  +  i 
(X-)«.-iliogl±J, 

c'est-à-dire  de 

[n#**-t^+ù#-*+.,.^i)*^-v+*  +  .r.]i{-+ &+&+•■ ^ 

d'où  résulte 

/■    i    t         •  \ 

,  =  .,..,-.  =  2 

+  (-<»*,('  +  i  +  [-. +^m) 

+  (-')*«„• 

Hais  comme  (X")'*-*1  contient  encore  le  facteur  X  et  par  conséquent  s'an- 
nule pour  .1  =  1,  on  a  identiquement 


«.-.,+«, 

-...  +  |-l)'a,=0, 

et  il  reste,  introduisant  le  facteur  n  (n  + 1), 

!(«.-«,+.  ..+(-•)' 

(U)    !i!î±il,M_1=«(»  +  l) 

+  ÎK-..+...I 

1         lu      a    1 

■  a-Sp+t1'»     °'1- 
+  .... 

\-(-i)taf] 

\    +  .... 
D'autre  part,  on  a 

x=l,[\*)to={n  +  i)a0-(n-i)ai  +  [n-S)at-...(-i)f{n-'ïp  +  i)af+.. 
et,  en  retranchant  la  quantité  nulle  a„  —  a,  +  Oi —  ■-,  il  reste 
(15)    *=1,  W)=Mv~{n-%)ai  +  (»-i)af...  +  (-i)r(*-'ïp)a,+  .... 
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Or,  en  égalant  les  termes  généraux  des  équations  (14)  et  (15),  c'est-4- 

\ 
dire  les  coefficients  de  a"  et  de     ^  ,  on  tombe  sur  l'équation  (13). 

Donc  on  a  identiquement  • 

n( n  H- 1  )e»,„  _  t  =  2(XB)0»)  pour  x  =  1 , 

d'où  résulte  enfin 

V»+t  =  0, 

si  Vn  =  0  identiquement.  Or  ce  résultat  est  facile  à  \érifier  pour  n=2; 
donc  la  proposition  est  générale. 

En  se  reportant  à  l'équation  (11  a),  on  voit  qu'il  résulte  de  l'analyse  pré- 
cédente que  Ton  a  identiquement 

Lanô,ue  dérivée  de  (x* —  i)n  jouit,  comme  on  sait,  d'une  propriété  ca- 
ractéristique qui   est  de  donner   une  approximation  de  la  transcendante 

x  -+- 1 
log j  au  moyen  d'une  fraction  rationnelle  dont  elle  est  le  dénomina- 

teur  (*).  En  se  reportant  au  tableau  (3),  on  voit  que  le  numérateur  de  cette 
fraction  rationnelle  n'est  autre  que  2Fn.  La  dernière  équation  de  ce  tableau 
donne,  ayant  égard  à  la  proposition  démontrée, 

(XTnog*-±-J=2Fn+a<»>, 

.     a;  4-1        2F.  c«> 

log- — r=mKÏa  + 


x  —  1  ""  (X»)(»>  ^  (X»)(«)' 

ou,  en  développant  le  second  terme, 

x-f-l__   2Fn  «  at 

og  x  —  1  —  (XB)W  +  x*»+ï  +  x*»+5  +  "7 

dnf 
équation  dans  laquelle  ¥n  =  -^  c'est-à-dire  la  neme  dérivée  de  la  partie 

entière  du  produit 

Tous  ces  résultats  s'appliqueront  identiquement  au  produit 

(x*  -f  l)*arc  tg  -. 

x 


11  suffira  de  changer  x  en  x  ^ — 1. 


(')  La  théorie  en  est  exposée  dans  le  Cours  d  analyse  de  M.  Hermite,  p.  277 


Sur  le  contact  des  surfaces;  par  M.  Hai.mien. 
(Sfance  dit  !)  (toembre  1874) 


1 .  On  a  jusqu'à  présent  accordé  pou  d'attention  aux  questions  qui  non 
cernent  le  contact,  des  surfaces  quelconques  avec  les  surfaces  algébriques. 
Plusieurs  sont  cependant  dignes  d'intérêt  :  on  on  jugera  peut-être  ainsi  de 
celle  qui  a  donne  lieu  au  présent  travail.  Peu  de  mois  suffiront  pour  en 
faire  connaître  l'origine. 

Le  contact  d'ordre  n  entre  deux  surfaces,  S,  ï,  dont  l'une  est  sup- 
posée donnée   ainsi  que  le  point  de  contact,  exige,   comme    on   sait, 

N„= ij —  conditions.  Donc  :  1"  si  l'autre  surface,  x,  renferme  M 

arbitraires,  on  peut  en  disposer  de  manière  ù  élever  l'ordre  du  contact 
jusqu'à  Ki  plus  grande  valeur  de  n  qui  laisse  N,  non  supérieur  à  M;  2"  pour 
que  le  contact  puisse  s'élever  à  l'ordre  immédiatement  supérieur  (n-t- 1  ) , 
il  faut  que  le  point  de  contact  satisfasse  à  (iS^    (  — M)  conditions. 

Celle  proposition,  a  laquelle  on  borne  le  plus  souvent  cette  partie  de  la 
théorie  du  contact,  souffre,  dans  un  des  cas  les  plus  simples,  une  exception 
remarquable  signalée  dans  le  Cours  d'analyse  de  l'Ecole  polytechnique,  par 
M.  Ilermite.  Il  s'agit  du  cas  où  ï  est  une  surface  arbitraire  du  second  degré. 
Le  nombre  M  esl  ici  égal  a  !).  Conformément  à  ne  qui  vient  d'être  rappelé, 
le  maximum  de  u  esl  égal  à  2.  Mais  la  seconde  partie  de  la  conclusion  cesse 
d'être  exacte.  Le  contact  devrait  pouvoir  s'élever  au  3'™  ordre  en  des 
points  satisfaisant  à  une  condition  sur  la  surface  donnée.  11  n'en  est  rien  : 
les  points  dont  il  s'agit  satisfont  à  deux  conditions.  Ils  sont  donc  en 
nombre  fini.  De  plus,  en  chacun  d'eux,  il  existe  un  faisceau  de  surfaces  du 
second  degré  ayant  avec  la  proposée  un  contact  du  5imt  ordre. 

Celte  exception  est-elle  un  fail  isolé,  ou  a-t-elle  lieu  dans  d'autres  cas? 
Telle  est  la  question  qui  s'offre  ici.  Je  prouverai  qu'une  exception  analogue 
a  lieu  dans  le  cas  où  la  surface  arbitraire  esl  du  5™s,  du  4e™  ou  du  5™"  de- 
gré, et  qu'il  n'en  existe  point  pour  les  surfaces  de  degré  supérieur. 

2.  Voici  d'abord  une  remarque  des  plus  simples,  qui  donne  une  pre- 
mière indication  sur  le  sujet  dont  il  s'agit.  Soit  s  =  0  l'équation  d'une  sur- 
face, et  T  =  0  celle  de  son  plan  langent  en  un  point  a.  Soit  i  une  constante 
arbitraire.  Les  surfaces  du  faisceau  i  ■+-  /T"=  0  ont  manifestement,  en  a, 
avec  ï,  un  contact  d'ordre  (2m —  1).  Si,  en  effet,  on  substitue  aux  coor- 
données, dans  l'équation  du  faisceau,  celles  d'un  point  de  2,  à  distance  infi- 
niment petite  du  1"  ordre  de  a,  ï  s'évanouit,  et  T  est  du  2™  ordre.  Donc 
ï  -+-  /T"  esl  infiniment  petit  d'ordre  2m.  Donc  le  contact  esl  bien  d'ordre 
(2<»-f). 

Supposons  maintenant  que  2  soit  du  degré  m.  Nous  avons  formé,  de  la 
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sorte,  en  un  point  arbitraire  a  de  z,  un  faisceau  de  surfaces  du  mémo 
degré,  ayant  avec  la  proposée  un  contact  d'ordre  (2m — 4).  Donc  : 

Si,  en  un  point  d'une  surface,  il  existe  une  surface  de  degré  m,  ayant 
avec  la  proposée,  un  cont  ict  d'ordre  non  supérieur  à  (2m —  1),  il  en  existe 
une  infinité.  v 

Si,  comme  je  l'ai  rappelé  plus  haut,  on  calcule  le  maximum  de  n  relatif  à 
une  surface  arbitraire  de  degré  m,  on  trouve,  pour  m  =  2,  3  ou  4,  que  ce 
maximum  est  (2m  —  2),  c'est-à-dire  2,  4  ou  6. 

Par  conséquent,  un  contact  d'ordre  5,  5  ou  7,  en  un  mol  d'ordre  (2m — 1), 
est  exceptionnel.  La  remarque  précédente  nous  avertit  donc  que,  si  ce  con- 
tact exceptionnel  a  lieu,  en  un  point  d'une  surface  S,  à  l'égard  d'une  sur- 
face de  degré  2,  3  ou  4,  il  a  également  lieu  à  l'égard  d'une  infinité  de  pa- 
reilles surfaces. 

Le  maximum  de  n,  calculé  de  même  pour  le  cas  où  m  —  5,  est  égal  à  9. 
Ici  le  nombre  N9  des  conditions  est  précisément  le  même  que  celui  des 
arbitraires,  à  savoir  55.  On  croirait  donc  qu'en  chaque  point  d'une  surface 
S,  il  existe  une  surface  du  5<me  degré  ayant  avec  S  un  contact  du  9ème  ordre. 
Je  dis  une  à  cause  de  la  forme  linéaire  des  équations  qui  servent  à  déter- 
miner la  surface.  Mais,  d'après  la  remarque  ci-dessus,  s'il  en  existe  une,  il 
en  existe  une  infinité.  Voilà  donc  encore  une  exception  à  la  théorie  géné- 
rale ;  et  celle-là  est  un  peu  différente  des  précédentes. 

Pour  les  valeurs  de  m  supérieures  à  5,  le  maximum  de  n,  calculé  de 
même,  est,  on  le  prouve  aisément,  supérieur  à  (2m  —  1).  La  remarque 
ci-dessus  cesse  alors  d'être  utile. 

Les  indications  précédentes  ne  suffisent  pas  pour  résoudre  les  questions 
proposées.  Une  étude  plus  approfondie  est  nécessaire.  Avant  de  l'aborder, 
jefeiai  remarquer  que  cet  ordre  de  recherches  peut  être  envisagé  d'un 
point  de  vue,  au  premier  abord,  différent. 

3.  Soit,  comme  plus  haut,  1  une  surface  à  M  arbitraires,  et  n  l'ordre  le 
plus  élevé  du  contact  que  ces  arbitraires  permettent  d'établir  entre  z*et 
une  surface  donnée  S  en  un  point  donné.  Pour  que  l'ordre  de  ce  contact 
puisse  s'élever  à  (n  H- 4),  il  faut  que  le  point  de  contact  satisfasse  à  des 
conditions  qui  se  traduisent  par  des  relations  entre  les  coordonnées  et  les 
dérivées  partielles  prises  sur  S.  Or  il  est  manifeste  que  ces  relations  ne  sont 
autre  chose  que  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  groupe  de  surfaces 
s  ;  c'est  à  dire  les  équations  qu'on  obtient  en  différcntiaiit  l'équation  de  l 
jusqu'à  l'ordre  minimum  qui  permette  l'élimination  de  toutes  les  arbi- 
traires, et  en  faisant  cette  élimination. 

Cette  double  interprétation  des  équations  aux  dérivées  partielles  à  deux 
variables  indépendantes  est  un  fait  général  en  analyse,  et  sur  lequel  je 
pourrai  revenir  dans  une  autre  occasion.  Dans  tous  les  cas  de  la  théorie  du 
contact,  elle  est  immédiatement  évidente.  Par  exemple,  l'équation  aux  dé- 
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rivées  partielles  dûs  surfaces  réglées,  cmuidéiYe  comme  définissant  tin  lieu 
de  points  sur  une  surface  donnée,  y  définit  le  lieu  des  poinls  de  contact  des 
droites  snroseulatrices,  c'est-à-dire  ayant  avec  la  surface  un  contact  du 
5*™  ordre. 

La  considération  de  ce  lieu,  qui  s'offre  ici  comme  un  exemple,  fournit 
une  explication  simple  de  l'exception  relative  au  contact  des  surfaces  du 
second  degré.  Je  l'indique  en  passant.  Soit  P  cette  courbe.  Si,  en  un  point  p 
d'une  surface  S,  il  existe  une  surface  I  du  2™*  degré  ayant  avec  S  un  con- 
tact du  5^""  ordre,  les  droites  de  ï,  qui  passent  en  p,  ont  avec  S  un  contact 
de  ce  même  ordre.  Le  point  p  appartient  donc  doublement  à  la  ligne  I1  ;  il 
en  est  un  point  double.  Il  n'y  a  donc  qu'un  nombre  fini  de  tels  poinls. 
Ainsi  : 

Les  points  d'une  surface  S,  en  lesquels  il  crisle  des  surfaces  du  2'""  degré 
ayant  avec  S  m  contact  du  3*™  ordre  sont  des  points  doubles  du  lieu  des  points 
de  contact  de  S  avec  ses  droites  snroseulatrices. 

La  réciproque  de  celte  proposition  est  exacte,  comme  on  le  verra  plus 
loin. 

J'arrive  maintenant  à  la  question  générale,  qui  peut  être  ainsi  posée  : 
Quelles  sont  les  équations  aur  dérivées  partielles  d ordre  minimum,  ne  con- 
tenant aucune  constante  arbitraire,  auiqueiles  satisfont  tes  surfaces  de 
degré  M  ? 

4.  Les  surfaces  de  degré  ni  contiennent  un  nombre  M  d'arbitraires, 
marqué  par 

M-  g——         -  -1. 

J'en  prends  une  passant  à  l'origine  0  des  coordonnées,  et  y  touchant  le 
plan  des  xy.  Elle  contient  (M  —  5)  arbitraires,  et  satisfait  à  3  équations,  à 
savoir,  pour  x  =  0,  y  =  0, 


Formons  les  dérivées  partielles  de  s,  au  point  0,  jusqu'à  l'ordre  minimum 
qui  permette  l'élimination  des  (M  —  3)  arbitraires,  et  faisons  cette  élimina-  ' 
tion.  Nous  obtenons  ainsi  des  équations  : 

(2)  0  =  0,  0,  =  0 

entre  les  dérivées  partielles  considérées.  Ces  équations,  à  cause  de  (1),  ne 
contiennent  ni  les  coordonnées,  ni  les  dérivées  partielles  du  1"  ordre. 

Je  dis  que  les  équations  (2)  sont  précisément  les  équations  aux  dérivées 
partielles  des  surfaces  de  degré  m,  que  je  cherche. 

Changeons,  en  effet,  de  coordonnées,  en  posant  : 

(3)  a  +  iT=;X,  6  +  y  =  ï,  c  +  px  +  qy  +  t  =  Z> 


—  51  - 

Tirons  de  ces  équations  x,  y,  z  et  remplaçons  ces  variables  par  leurs 
expressions  dans(l)  et  (2).  11  est  clair  que  les  équations  (2)  ne  changent 
pas,  sauf  que  x,  y,  z  sont  remplacées  par  les  lettres  X,  Y,  Z.  Quant  aux 
équations  (1),  elles  deviennent,  pour  X  =  a,  Y  =  fc, 

W„  dl  dZ 

Les  équations  (2)  et  (4)  conviennent  donc  aux  surfaces  de  degré  m,  pas- 
sant au  point  X  =  a,  Y  =  b,  Z= c,  et  y  touchant  le  plan 

Z  —  c=p(\  —  a)  +  g(ï  —  b). 

tl  suffira  d'éliminer  les  constantes  arbitraires  a,  b,  c,  p,  q  pour  avoir  les 
équations  qui  conviennent  à  toutes  les  surfaces  de  degré  m.  Ces  équations 
se  réduisent  donc  aux  équations  (2).  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Donc,  premier  résultat  :  les  équations  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
d'un  degré  donné,  ne  contiennent  ni  les  coordonnées,  ni  les  dérivées  partielles 
du  1er  ordre. 

Ce  résultat  s'applique  également  à  toute  famille  de  surfaces,  telle  qu'on 
puisse  mener  une  d'elles  par  un  point  quelconque,  de  manière  à  y  toucher  un 
plan  quelconque.  Dans  ce  cas  général,  comme  dans  celui  qui  nous  occupe, 
on  peut,  pour  former  les  équations,  supposer  la  surface  passant  à  l'origine 
des  coordonnées  et  y  touchant  le  plan  des  xy. 

Dans  cette  hypothèse,  si  un  terme  de  l'équation -de  la  surface  est  de  la 
forme  kz'y'x*,  et  que  x  et  y  soient  infiniment  petits  du  1er  ordre,  ce  terme 
est  lui-même  infiniment  petit  d'ordre  (r-\-q  -f  2p).  Comme  les  dérivées  par- 
tielles de  z  sont,  à  des  facteurs  numériques  prés,  les  coefficients  du  déve- 
loppement de  z  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  y,  on  voit  que  le 
terme  considéré  n'a  aucune  influence  sur  les  dérivées  partielles  d'ordre 
inférieur  à  (r  -f-  q  -+-  2/?). 

Ainsi,  dans  le  cas  du  2ème  degré,  le  terme  en  z1  n'a  pas  d'influence  sur  les 
dérivées  partielles  d'ordre  inférieur  à  4.  Les  7  dérivées  du  2ème  et  du 
jèmc  orjre  dépendent  donc  simplement  de  5,  et  non  pas  de  6  arbitraires 
(M  —  3  =  6).  Donc  il  y  a  au  moins  deux  équations  du  3ème  ordre. 

Pour  le  3ème  degré,  le  terme  en  z*  n'intervient  pas  dans  le  calcul  des  déri- 
vées avant  le  6ème  ordre.  Les  18  dérivées  du  2èœe  au  5ème  ordre  dépendent 
donc  de  15  et  non  de  16  coefficients  (M — 3  =  16).  Donc  au  moins  trois 
équations  du  5ème  ordre. 

Pour  le  ième  degré,  le  terme  en  zk  n'intervient  pas  dans  le  calcul  des  déri- 
vées avant  le  S*™*  ordre.  Les  33  dérivées  du  2ème  au  7ème  ordre  dépendent 
donc  de  30,  et  non  de  31  coefficients  (M  —  3  =  31).  Donc  encore  au  moins 
trois  équations  du  7ème  ordre. 

Pour  le  5érae  degré,  le  terme  en  as  n'intervient  pas  dans  le  calcul  des  déri- 
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vées  avant  le  10™*  ordre.  Les  52  dérivées  du  'ï'm!  au  9""-  ordre  dépendent 
donc  de  51  et  non  de  52  coefficients  (M  — 3  =  52).  Il  y  a  ilonc  nu  moins  taie 
tquutiondn  S*™  ordre. 

Là  s'arréle  l'application  de  ce;te  nouvelle  remarque.  Elle  ne  diffère  pas 
essentiellement  de  celle  qui  a  été  faite  plus  haut,  n"  2.  Elle  la  complète  et 
fait  prévoir  les  résultats  du  calcul  dont  je  vais  m'occuper. 

5.  Je  considère  une  surface  passant  a  l'origine  des  coordonnées  et  y 
touchant  le  plan  des  xy,  conformément  à  une  remarque  du  numéro  précé- 
dent. Soit 

(5)  ;  =  S,  +  6.  +  S.  +  ... 

le  développement  de  ;  suivant  les  puissances  croisantes  de  jet  y.  Je  dé- 
signe ici  par  St  un  polynôme  homogène  en  .r,  y,  de  degré  /.'.  Ses  coefficients 
sont,  à  des  facteurs  numériques  prés,  les  dérivées  partielles  d'ordre  t. 

Je  représente  de  même  par  une  lettre  tout  polynôme  homogène  en  x,  y, 
en  indiquant  son  degré  par  l'indice  inférieur,  en  sorte  que  : 

(G)  T:"  =  (  f+  if  ■+  tf  +  ...  +  (J1 

est  un  polynôme  i|Ueleonque  en  x,  ij,  de  degré  k.  D'après  ces  dêfinilions, 
les  symboles  t{^(,  l^,,--  sont  nuls. 

L'équation  d'une  surrace  de  degré  m,  d'après  ces  conventions,  pourra 
s'écrire  : 

(7j       T(»)  +  1<"-').  +  Ti«~«!ii  + +T"Jî""'  +  T(V  =  0. 

On  obtiendra  toutes  les  relations  entre  les  dérivées  partielles  de  t  et  les 
coefficients  de  (7)  en  écrivant  que  l'expression  (6),  mise  à  la  place  de  a  dans 
(7),  fournit  une  identité. 

Je  forme  les  lermes  par  degrés  successifs  croissants.  J'ai  ainsi  : 

(8)  <r=0'  1'"'=^ 


'+C 

's. 

,  +  'ï" 

■"sa=o, 

'+C 

-"s 

,+c 

"s,+i',- 

->i& 

,+ 

,(,.- 

-,:s! 

t=o, 

+c 

-"s. 

+tr 

■\+/r 

-%, 

+  ! 

!■>- 

% 

+  1t("~ 

Pour  appliquer  ces  équations,  je  suppose  d'abord  m  =  2.  Alors  f*™1  est 
nul.  Le  seconde  des  équations  (9)  indique  que  S,  est  divisible  par  S,.  Donc  : 

Les  surfaces  du  2*"*  degré  satisfont  à  deux  équations  aux  dérivées  par 
tielles  du  3*mg  ordre  que  l'on  obtient  en  écrivant  que  le  polynôme  du  3°™  de- 
gré en  a 

.dH      -  t  d*z        .     ifa_      tPi 
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est  divisible  par  le  polynôme  du  2*™*  degré 

^ 

B=ra»  — -f  3*   à%%         — . 
dx*  dxdy       dy*' 

Ce  sont  précisément  les  conditions,  indiquées  par  M.  Hermite,  pour  la 
possibilité  du  contact  du  S*™6  ordre  entre  une  surface  et  une  surface  du 
second  degré. 

Les  équations  (9)  sont  évidemment  susceptibles  elles-mêmes  de  la  double 
interprétation  signalée  plus  haut,  n°3.0n  y  peut  considérer  les  coefficients 
des  polynômes  S  comme  donnés.  Les  équations  servent  alors  à  déterminer 
la  surface  (7)  de  manière  à  ce  qu'elle  ait  avec  la  surface  (5)  un  contact 
d'ordre  égal  au  degré  de  celle  des  équations  (9)  à  laquelle  on  s'arrête. 

Si  donc  on  suppose  que  Ss  soit  donné,  divisible  par  Ss,  les  équations  (8) 
et  les  deux  premières  des  équations  (9)  déterminent.,  dans  l'hypothèse 
m  =  2,  un  faisceau  de  surfaces  du  2ème  degré,  de  la  forme  i-hXs*  =  0,  qui 
ont  avec  la  surface  proposée,  en  0,  un  contact  du  3ème  ordre. 

6.  Quelques  mots  encore  au  sujet  du  contact  des  surfaces  du  2ème  degré. 
L'équalion  d'une  surface  étant  mise  sous  la  forme  du  développement  (5), 
les  points  d'ini élection  de  celte  surface  et  du  plan  des  xy  doivent  vérifier 
la  relation 

(10)  0  =  S, +  S,4-S4+.... 

S'il  arrive  que  la  courbe,  lieu  de  ces  points,  se  compose  de  plusieurs 
lignes  distinctes,  et  que  Q  =  0  soit  l'équation,  sous  forme  entière,  de  l'une 
d'elles,  le  second  membre  de  (10)  est  divisible  par  Q. 

Ce  fait  se  présente  dans  le  cas  d'une  surface  réglée.  Pour  la  génératrice 
rectiligne  qui  passe  en  0,  Q  est  linéaire  et  homogène.  C'est  un  des  deux 
facteurs  de  S,.  Le  second  membre  de  (10)  étant  divisible  par  ce  facteur,  il 
en  est  ainsi  de  Ss.  Par  suite,  on  obtient,  comme  on  le  sait  d'ailleurs,' V équa- 
tion aux  dérivées  partielles  des  surfaces  réglées  en  écrivant  que  le  polynôme 
A,  du  numéro  précédent,  a  un  facteur  commun  avec  le  polynôme  B. 

Que  Ton  se  reporte  au  résultat  du  numéro  précédent,  et  Ton  voit  que  les 
deux,  équations  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  du  2èine degré  expriment 
la  double  génération  rectiligne  de  ces  surfaces.  Comme  conséquence,  l'équa- 
tion du  2èmc  degré  à  trois  variables  en  est  la  solution  générale. 

Au  point  de  vue  de  la  théorie  du  contact,  les  points  d  une  surface,  en 
lesquels  les  polynômes  A  et  B  ont  un  facteur  commun,  sont  les  points  de 
contact  des  droites  surosculatrices  ;  ils  forment  ce  que  j'ai  désigné  précé- 
demment par  la  ligne  P.  D'ailleurs,  nous  venons  de  trouver  que  les  poinls 
où  A  et  B  ont  deux  facteurs  communs  sont  ceux  où  le  contact  du  3^*  ordre 
avec  une  surface  du  2*°'°  degré  est  possible,  et  inversement.  Nousjretrou- 
iit.  5 


■ 


vons  donc  par  le  calcul  que  ces  points  sont  doubles  suc  la  ligne  I',  et  aussi 
la  proposition  réciproque. 

7.  J'applique  maintenant  les  équations  du  n°  5  au  cas  où  »i=5.  Ici 
'*',  *!"'■  h  sonl  nii's-  ^a  oèm<  des  équations  (9),  si  l'on  y  fait  ("'  =  1 ,  ce 
qui  est  permis,  devient 

(il)  s4  +  t'/'s,  +  (j!,>  +  (tl;s  Js,  =  o. 

Je  dis  qu'on  en  peut  déduire  aisément  les  polynômes!*"  et  t^+iJ/'S,. 

A  cet  effet,  je  considère  la  fraction  rationnelle  ^'  en  y  supposant  que 

le  rapport  —  soit  remplacé,  dans  cette  fraction,  par  une  racine  de  S,  =  0. 

A  ce  point  de  vue,  la  fonction  rationnelle  peut  être  réduite  à  un  polynôme 
du  1"  degré  homogène  en  a,  y,  dont  les  <  oi' fl i ci i-nf  s" s'ox priment  rationnel- 
lement par  ceux  de  St,  Sj,  S,.  La  définition  de  ce  polynôme  A,  peut  èire  rap- 
pelée abrévialivemenl  par  la  relation 

(12)  A,  S.|*  (mort.  S,). 

Sans  autre  explication,  on  comprend  de  même  quoi  est  le  polynôme  \,  du 
second  degré,  homogène  en  *,  y,  qui  est  défini  par 

(13)  A,=  |*  (inod.S,). 

Le  polynôme  A^-f-  A,S„  qui  est,  comme  S,,  du  i'""  degré,  lui  est  égal 

pour  5  valeurs  distinctes  de  la  variable  —,  à  savoir  les  racines  de  S,  et 

de  Ss.  C'est  donc  précisément  S,.  On  en  conclura  aisément  que  la  solution 
de  l'équation  (11)  est  donnée  par 

(14)  1,"=:  —  A,,  ijf'  +  l^ss—  A,. 
La  4*"™  des  équations  (9)  devient  maintenant 

(i5)  s,  -  a,s, — a;s,  +  (4%  +  ('."sjs, = 0. 

Désignons  par  B5  le  polynôme 

B,  =  S,-A,S,—  *,«„ 

dont  les  coefficients  sont  exprimables  rationnellement  par  ceux  de  S„  Sj, 
S,  et  Ss.  L'équation  (15)  exprime  3  conditions  : 
1°  B5  es!  divitiblepar  S,;  ce  qui  donne  '1  équations. 

2"  Le  quotient  ^  est  de  la  forme  aSs-t-pS„  *et  p  étant  une  constante 

et  un  polynôme  du  i"  degré,  indéterminés,  ce  qui  donne  une  équation. 


-  35  - 

Il  s'agit  de  former  cette  dernière  équation. 

x 
Je  dénote  par  un  accent  les  dérivées  prises  par  rapport  à  la  variable  — , 

les  coefficients  des  polynômes  étant,  bien  entendu,  considérés  comme 
constants. 
Puisque  BB  est  divisible  par  S„  j'ai 

55  =  J-8(«">d-S,). 
Soit  donc 

(16)  !*  =  y*(ax  +  by)  (mod.  Sa), 

(17)  S5  =  y*(cx  +  ty)  (mod.  S,j. 

On  verra  sans  peine  que  l'équation  cherchée  est 

(18)  ai  —  bc  =  0, 

a,  i,  c,  c  étant,  comme  l'indiquent  les  relations  (16)  et  (17),  exprimables 
rationnellement  en  fonction  des  dérivées  partielles  du  2ème  au  Ô*1™5  ordre. 

Ainsi  :  Enjoignant  à  l'équation  (18)  celles  qu'on  obtient  en  exprimant  que 
BB  est  divisible  par  S$,  on  a  les  trois  équations  aux  dérivées  partielles  du 
5ème  ordre  des  surfaces  du  3ème  degré. 

À  un  autre  point  de  vue,  ces  trois  équations  expriment  les  conditions  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  qu'en  un  point  d'une  surface,  le  contact  avec  une 
surface  du  3ème  degré  puisse  s'élever  au  5ème  ordre.  Quand  elles  sont  satis- 
faites en  un  point,  il  existe  en  ce  point  un  faisceau  de  telles  surfaces  du 
3ème  degré. 

Pour  cette  'dernière  partie,  on  voit,  en  effet,  que  les  équations  considé- 
rées, jointes  aux  deux  premières  équations  (9)  et  à  (8),  déterminent  tous 
les  coefficients  de  l'équation  du  3èmc  degré,  sauf  celui  du  terme  en  a5.  Les 
surfaces  cherchées  sont  donc  de  la  forme  2-J-te*=:0. 

8.  Considérons  maintenant  les  équations  (9)  dans  le  cas  général.  Nous 
les  distinguons  en  deux  groupes  :  en  premier  lieu,  la  série  des  premières 
jusqu'à  celle  qui  commence  par  le  terme  t^\  inclusivement.  Les  équations 
de  ce  groupe  serviront  à  déterminer 

quand  les  autres  polynômes  t  auront  été  déterminés  par  les  équations  sui- 
vantes, qui  forment  le  second  groupe. 

C'est  seulement  ce  second  groupe,  qui  ne  contient  pas  les  polynômes  £(*), 
qui  servira  à  trouver  les  équations  aux  dérivées  partielles  cherchées.  C'est 
ainsi  que  le%calcul  a  été  fait  dans  les  deux  cas  précédents. 


> 


Ainsi,  par  cette  voie,  tous  les  coefficients  de  T"*\  au  nombre  du 
s* 1  sont  immédiatement  éliminés.  Les  équations  qui  subsis- 
tent, et  dont  les  degrés,  par  rapport  à  -,  vont  en  croissant,  commencent 
au  degré  (m  +  1).  Chacune  d'elles  fournit  des  équations  distinctes,  indé- 
pendantes de  x  et  y,  en  nombre  égal  à  sou  degré  en  -•  Ces  équations  sont 

d'ailleurs  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  coefficients  des  poly- 
nômes (,  qu'il  s'agit  d'éliminer.  Dés  que  leur  nombre  permettra  l'élimina- 
tion complète,  cette  élimination  fournira  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles que  l'on  cherche. 

Pour  le  4*™  el  le  5*™  degré,  conformément  à  des  remarques  déjà  faites, 
l'élimination  est  possible  avant  que  la  constante  T<">  se  soit  introduite. 
Ainsi,  pour  le  4*""  degré,  on  aura  à  considérer  des  équations  des  degrés  5, 

G,   7   en —  Elles  donneront  lieu  à  6  +  7  +  8  =  21  équations  linéaires 

i.      y 

w  homogènes,  entre  lesquelles  on  doit  éliminer  les  coefficients  de  TW, 
TV,  TH  En  formant. ces  équations,  ce  qui  est  facile,  mais  un  peu  com- 
pliqué, on  verra  qu'aucun  de  ces  coefficients,  au  nombre  de  49,  n'y 
manque.  On  aura  donc,  par  l'éliminai  ion,  5  équations  du  7*"*  ordre.  On 
peut  donc  dire  que  : 

Mes  surfaces  du  4*™  degré  satisfont  à  3  équation*  aux  dérivées  partielle* 
àa  7*™e  ordre. 

A  un  autre  point  de  vue,  ces  équations  expriment  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  qu'en  un  point  d'une  surface,  le  contact  avec  une 
surface  du  4Èmc  degré  puisse  s'élever  au  ~tia"  ordre.  En  un  telpoint,  tt  existe 
un  faisceau  de  telles  surfaces  du  A'™  degré. 
Pour  le  5™"  degré,  on  aura  à  considérer  des  équations  des  degrés  6,  7,  8, 

9  en  -■  Elles  donneront  lieu  a  54  équations  linéaires  et  homogènes  entre 

les  coefficients  de  Tw,  Tr*\  T'*1,  T"\  au  nombre  de  54,  et  dont  aucun  n'y 
manque.  Dune  : 

Les  surfaces  du  5™B  degré  satisfont  à  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  9*™  ordre.  »  ' 

Celte  équation  caractérise,  sur  une  surface  quelconque,  le  lieu  des  points 
en  lesquels  le  contact  avec  une  surface  du  5™'  degré  peut  s'élever  au 
oine  ordre.  En  chaque  point  de  ce  lieu,  il  existe  un  faisceau  de  surfaces  du 
,  5™"  degré  ayant  avec  la  surface  considérée  des  contacts  de  cet  ordre. 

Il  est  clair  que  l'équation  du  9™c. ordre  dont  il  s'agit  o  pour  solution  gé- 
nérale une  surface  qui,  en  chacun  de  ses  points,  a  un  contact  du  Q'mr  ordre 
avec  un  faisceau  de  surfaces  du  bimc  degré. 
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AU  delà  du  5e*16  degré,  les  mêmes  raisonnements  prouvent  sans  peine  que 
la  théorie  générale,  rappelée  au  n°  1,  a  toujours  lieu.  Il  parait  bien  difficile 
de  parvenir  à  trouver  la  loi  des  équations  définitives.  S'il  est  cependant 
permis  de  l'espérer,  c'est  peut-être  en  suivant  la  marche  que  je  viens  d'in- 
diquer, et  dont  l'effet  est  de  faire  disparaître  immédiatement  un  assez  grand 
nombre  des  quantités  que  Ton  doit  éliminer. 


Sur  la  courbure  des  surfaces  de  carène;  par  M.  A.  de  Saint-Germain. 

(Séance  du  20  janvier  1875) 

Quand  un  plan  P  se  déplace  de  manière  à  détacher  d'une  surface  convexe 
S  un  segment  U  de  volume  constant  Y,  le  centre  de  gravité  de  U  décrit  une 
surface  2  que  son  rôle  en  hydrostatique  a  fait  nommer  surface  de  carène. 
Soient  M,  M'  deux  points  de  2  correspondant  à  deux  positions  infiniment 
voisines  P,  F  du  plan  mobile,  dont  l'intersection  est,  on  le  sait,  une  droite 
HH'  qui  passe  au  centre'de  gravité  0  de  la  section  C,  déterminée  par  P  dans 
2  :  le  plan  tangent  à  2  en  H  est  parallèle  à  P;  j'ajoute  que  l'indicatrice  au 
même  point  est  homothétique  à  l'ellipse  principale  de  la  section  Cpar  rap- 
port à  son  centre  de  gravité,  et  qu'en  outre  la  courbure  de  la  surface  2 
varie  en  raison  inverse  des  moments  d'inertie  de  C  par  rapport  aux  droites 
qui  passent  en  son  centre  de  gravité. 

Prenons  pour  axes  des  x  et  des  y  les  axes  de  l'ellipse  principale  E  de  la 
section  C,  et  pour  axe  des  z  une  perpendiculaire  aux  deux  premiers;  appe- 
lons A  l'aire  de  C,  et  posons,  en  étendant  les  intégrales  à  tout  l'intérieur  de 
cette  section, 


|    l  x*dxdy  =i  kb* ,    l   l  y*dxdy  =  ka*  ; 


en  sorte  que  l'équation  de  l'ellipse  principale  E  puisse  s'écrire 

-4.^-1- 
b      a* 

le  moment  d'inertie  C  par  rapport  à  un  diamètre  de  longueur  2r  sera  A— p- 

Soient  0  l'angle  < n  de  HH'  avec  OX,*  s  l'angle  des  plans  P  et  F,  et  suppo 
sons  P'  au-dessous  de  P  dans  la  région  qui  contient  la  partie  positive  de 
Taxe  des  x.  Les  différences  entre  les  coordonnées  de  M'  et  celles  de  M,  dx , 
dy,  dz,  sont  données  par  le  théorème  dés  moments  : 

\dx  =  j   j  i(x  sin  6  -•-  y  cos  tyxdxdy  =  A&*t  sin  6, 


Ydy  =|  j  i{x  sin  t  —  y  cos  tyydxdy  =  —  Aa*i  cosi, 
Vdt  =  J* J*|i»(i  sin  e  —  y  cm  t)*dady  =  gArfp  cos'l  +  ft«  sin1*). 

La  valeur  3^  =  —  ^  cote  prome  que  1«  direction  de  l'élément  MM'  est 

conjuguée  de  HH'  par  rapport  à  E.  Puisque  dz  est  infiniment  plus  petit  que 
dx  et  dy,  il  faut  que  le  plan  tangent  à  2  en  H  soit  parallèle  à  XOY  ou  P  ;  le 
rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui  contient  MM'  a  pour  mesure 

_  dit  +  dy*  _  À  a«  008*8  +  M  ■iintH  _  A 
f—      tdz      —V  a1  cos*«  + 1* sin-»  ~V   '       ■ 

r  étant  la  longueur  du  demi-diamètre  de  E  conjugué  a  HH',  c'est-à-dire 
parallèle  a  la  tangente  à  HH';  or  p  varie  comme  le  carré  du  demi-diamètre 
de  l'indicatrice  de  z  qui  contient  l'élément  MM'  ;  il  faut  donc  que  cette  indi- 
catrice soit  homotîiétique  h  l'ellipse  principale  E. 

"  En  prenant  pour  S  un  cylindre  et  ne  considérant  que  des  sections  C  pa- 
rallèles aux  génératrices,  on  a  un  théorème  de  géométrie  plane  :  te  rayon 
de  courbure  du  lieu  de*  centre»  de  gravité  des  segmenta  d'aire  constante  inter- 
cepté* dam  une  surface  convexe  par  une  corde  variable,  est  perpendiculaire 
en  chaque  point  à  la  corde  correspondante,  et  égal  au  cube  de  cette  corde 
divisé  par  24  fois  taire  du  segment. 

Dans  le  cas  général,  la  courbure  de  z  est  mesurée  par  la  somme  des  in- 
verses des  rayons  de  courbure  principaux 


fit.         Via*      Att- 


elle est  proportionnelle  à  ce  qu'on  peut  appeler  la  valeur  moyenne  des  in- 
verses des  moments  d'inertie  de  C  par  rapport  aux  diamètres  de  E. 

On  ne  peut  trouver  des  relations  aussi  simples  enire  E  et  la  courbure  de 
la  surface  enveloppe  du  plan  P,  parce  que  la  position  du  point  où  P'  touche 
son  enveloppe  dépend  non-seulement  de  la  forme  de  la  section  C,  mais 
aussi  de  la  loi  de  variation  du  plan  langent  à  S  sur  le  contour  de  C,  et  cette 
loi  est  tout  à  fait  quelconque. 


Propriété  nouvelle  du  quadrilatère  et  du  triangle;  par  H.  H.  Bbocarp. 

(Sétncedu  S  avril  18741 

I .  Les  côtés  d'un  quadrilatère  étant  pris  pour  diagonales  de  carrés,  les 
sommets  extérieurs  et  intérieurs  de  ces  carrés  forment  deux  nouveaux  qua- 


-~\ 
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drUatères  dont  les  médianes  sont  égales  et  se  coupent  à  angle  droit  en  un 
même- point  qui  est  leur  milieu  commun. 

Soient  abcd  le  quadrilatère  donné,  Â,B,C,D  les  sommets  extérieurs  des 
carrés,  À',B',C,D'  les  sommets  intérieurs  de  ces  mômes  carrés. 

Nous  aurons  démontré  la  proposition  si  nous  faisons  voir  que  les  diago- 
nales AC,BD  d'une  part,  A'C',B'I)'  d'autre  part,  sont  égales  et  se  coupent  à 
angle  droit. 

2.  Prenons  pour  origine  le  sommet  d,  pour  axe  des  x  le  côté  da:  dési- 
gnons les  côtés  respectivement  par  2a,  26,  2c  et  2d,  et  par  «,  (3  les  angles 
cda,  dab)  et  l'angle  de  cb  avec  da  par  7. 

Soient  xi^yi  les  coordonnées  de  A,  #'1#/1  celles  de  A',  etc. 

Nous  aurons,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  les  deux  systèmes  d'é- 
quations : 


xi=ay 

x%=2a— b  cos  P  4-&  sin  P, 

X5=2a — 2fccosP  —  ccos-y-l-csinf, 

xk=zd  cos  a — d  sin  a, 


j/t  ==  t  sin  p  4-  b  cos  p, 

y5  =  2b  sin  p  4-  c  sin  7  4-  c  cos  7, 

y4  =  d  sin  a  4~  d  cos  a, 


et 


ztz=a, 

x't=k2a — b  cos  p — b  sin  p, 

xl=2a — 2t  cos  p — c  cos  7 — c  sin  7, 

£4=d  cos  a  -h  d  sin  a, 

sous  les  conditions  communes 


•y,  =  6  sin  p  — i>  cos  p, 

yj  =  2b  sin  p  4-  c  sin  7  —  c  cos  7, 

y4  =  d  sin  a  —  d  cos  a, 


a  =  d  cos  a  -^  c  cos  7  4-  cos  p, 
d  sin  a  =  c  sin  7  4-  b  sin  p, 

par  suite  desquelles  les  expressions  de  (xt —  xt),  etc.  deviennent 

xt  —  a;s  =  y%  —  y 4  =  fc  cos  p  —  d  cos  a  —  c  sin  7, 
sa  —  x4  =  0S  —  j/4  =  a  4-  c  cos  7  4-  b  sin  p  4-  d  sin  a, 

d'une  part,  ce  qui  prouve  que  AC  =BD;  et 

xs  —  x[  =  y'%  —  y4  =  d  cos  a  «*-  c  sin  7  —  &  cos  p, 
a£  —  x\=  y\  —  î/3*=  a  4-  c  cos  7  —  b  sin  p  —  d  sin  a, 

d'autre  part,  ce  qui  prouve  que  A'C  =  B'D\ 
3.  Des  équations  précédentes,  on  conclut  encore  identiquement  que 


ys  —  !/i  3u  —  y*__ 


x«  —""  »C|   «r^  ^""  x^ 


=  -i, 


et  que 


ys-yi  îfâ— y* 


•C*  ""■"  «C*     «C—  "■"*  X* 


5—  —  1 
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ce  qui  montre  que  les  diagonales  (AC,BD),  (A'C'.B'It')  des  deus  nouveaux 
quadrilatères  se  coupent  à  angle  droit.  Il  en  sera  donc  de  même  des  mé- 
dianes de  ces  deux  quadrilatères.  Les  extrémités  de  ces  médianes  Boni  donc 
les  sommets  de  deux  nouveaux  carres.  On  s'assurerait  enfin  1res- facilement 
que  le  centre  commun  de  ces  deux  carrés  est  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances des  sommets  du  quadrilatère  donné. 

A.  De  ce  qui  précède,  on  déduit  une  propriété  nouvelle  du  triangle.  En 
effet,  si  l'on  suppose  le  qu.idi  il;ilère  lireonscriptilile,  la  proposition  énoncée 
s'y  appliquera  également.  Le  triangle,  étant  toujours  cireonscriptible,  repré- 
sente un  quadrilatère  de  ce  genre,  dans  lequel  un  des  sommets  est  le  point 
de  contact  d'un  des  cotés  du  triangle  avec  la  circonférence  inscrite.  La 
propriété  précédente  subsiste  donc  avec  celte  modification  M  donne  lieu  à 
i  énonce  suivant  : 

Les  sommet»  d'un  triangle  et  l'un  des  point»  de  contact  du  cercle  inscrit 
étant  pris  pour  extrémités  des  côtés  d'un  quadrilatère,  les  sommets  des  carrés 
construits  sur  ces  lignes  comme  diagonale*  sont  les  sommets  de  deux  nouveaux 
quadrilatères  dont  les  médianes  sont  égalés  et  se  coupent  à  angle  droit  en  un 
mêmepoinl  gui  est  leur  milieu  commun. 

Dans  ce  dernier  cas,  la  distance  de  ce  point  au  coté  qui  renferme  trois 
sommets  du  quadrilatère  est  le  quart)  de  la  hauteur  correspondant  a  ce 
côté. 


Sur  l'intégration  de  quelques  équations  dif/érentielles ;  par  L.  V.  Tdrqdah. 

(Séance  du  25  rétrier  187*) 

J'ai  intégré  quelques  équations  différentielles  en  les  convertissant  eu 
équations  aux  différences  partielles  d'une  fonction  de  deux  variables.  Ce 
procédé  peut  paraître  détourné,  mais  n'a  rien  qui  puisse  surprendre,  car 
on  sait  trouver  les  intégrales  générales  de  plusieurs  équations  aux  diffé- 
rences partielles,  tandis  que  certaines  équations  différentielles  ordinaires 
n'ont  pu  encore  être  intégrées  en  termes  finis,  c'est-à-dire  ramenées  à  des 
quadratures.  Ce  procédé  peut  d'ailleurs,  dans  certains  cas,  donner  les 
intégrales  d'équations  différentielles  qui  résistent  aux  procédés  connus 
jusqu'ici.  Un  des  exemples  que  je  traite  est,  je  crois,  dans  ce  cas, 

i"  Soit 

une  équation  différentielle  du  premier  ordre,  algébrique  et  d'un  degré 
quelconque  par  rapport  à  *r-  Je  poserai 
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T  étant  une  fonction  connue  quelconque  d'une  nouvelle  variable  t.  J'aurai 

rf?_D_T^    d.où  fy—P. 
S*-p_13ï'  dou  dx~r 

dz  dl        .,  .  dT 

jt=q-=â*  dou  y=*:dr 

Je  porte  ces  valeurs  de  -p  et  de  y  dans  l'équation  (1),  qui  devient  ainsi 

une  équation  aux  différences  partielles  de  z,  mais  qui  ne  contient  pas  cette 
fonction,  savoir 

(2)  9(xj,p,q)=:0. 

Or  Lagrange  a  fait  dépendre  l'intégration  de  l'équation  (2)  de  celle  des 
équations  aux  différences  partielles  simultanées 

dydp      d<?  dp___<h 
[0)  dp  dx^dq  df"      dx 

...  dy  dp      do  dq d? 

1  '  dpdïdq7t~~~dï' 

dans  lesquelles  p  et  q  désignent  deux  fonctions  des  variables  indépendantes 
x  et  t.  Ces  deux  fonctions  p  et  q  doivent  satisfaire  en  outre  à  la  condi- 
tion dz  =pdx  -f-  qdt,  ou  vérifier  les  relations 

dx  dz 

te^P>  s  =  *- 

Si  on  pose  les  équations 

dx  __dt  __  — dp  _  —  dg^ 
*  d<p      dy        dto  d<p 

dp      dq        dx  dt 

et  qu'on  en  tire  deux  intégrales  particulières 

(6)  fi(*J,P,q)  =  a„  f*(*J,P>q)  =  <*«, 

dont  l'équation  (2)  ne  soit  pas  un  cas  particulier,  et  at,  a,  étant  deux  con- 
stantes arbitraires,  le  système  de  ces  deux  intégrales  constituera  une  inté- 
grale particulière  des  équations  (3)  et  (4)  ;  car  on  peut  vérifier  qu'elles 

fournissent  des  valeurs  de-p,  ~,  -A  -^,  qui  satisfont  aux  équations  (3) 

et  (4). 
D'ailleurs  on  a  aussi 


._  dpdx  -+-  dqdt  —  dpdx  —  dqdt    dx 


...  t 


■ 


et  comme  le  numérateur  du  premier  des  rapports  égaux  (7)  est  nul,  le  dé- 
nominateur du  même  rapport, 

du  ,        ds  ,        du,  dv 

doit  être  nul  aussi.  Ce  qui  fait  voir  que  l'équation  (S)  est  aussi  une  inté- 
grale particulière  des  équations  (5). 
On  a  en  outre 

par  conséquent,  si,  entre  les  équations  (2),  (6)  et  (8),  on  élimine  p,  </,  f  et 
-^ ,  on  aura  une  relation  entre  x,  y  et  deux  constantes  arbitraires 

(9)  ^,y^1,at)  =  0, 

qui  devra  renfermer  comme  cas  particulier  l'intégrale  de  l'équation  pro- 
posée   F(x,y,-^-)  =  0,  et  qui  deviendra  cette  intégrale,  si  on  établit  entre 

les  constantes  une  relation  convenable. 
Celte  relation  doit  être  (elle  que  si  on  différence  f[x,y,at,a^)  =  0  pour 

en  tirer  ~,    et    porter    cette   dérivée   de  y  dans  l'équation  proposée 

Y  (x,y,  -  ■-)  =  0,  on  trouve  une  identité.  Donc  l'équation  (1),  après  qu'on 

aura  effectué  ces  opérations,  se  changera  en  une  équation  entre  les  deux 
constantes  a„  <i„  seulement,  qui  sera  la  relation  cherchée. 

On  voit  qu'on  pourra  obtenir  par  celte  méthode  l'intégrale  d'une  équa- 
tion différentielle  donnée,  chaque  fois  qu'on  pourra  obtenir  deux  inté- 
grales particulières  du  système  \ 


Aï. 

dt  _ 

-dp_ 
d<?     _ 

-àq 

dp 

dq 

dX 

m 

et  distinctes  de  ?  (x,  t,  y,  q)  =  b. 

On  choisira  la  fonction  T  de  manière  à  faciliter  les  intégrations.  J'ai  pris 
ordinairement  T  =  (,  ou  T  =  e'. 

2°  Premier  exemple  :  Intégration  de  l'équation 


Je  fais 


d£ 

dx"~" 
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d'où 

JL=pe-',y=zqe-<. 

L'équation  proposée  devient  ainsi 
Je  poserai  ensuite 

dx    dq      dp     dq 

npn~~i      nbq*-1      ae*****      ne**-*-*1' 

équations  d'où  Ton  tire 

,        adq                           aq  +  t 
dp  =  — 2,      puis      p  =  — , 

r        n         r  r  n 

c  étant  une  constante. 
J'ai  aussi 

pdx  +  qdt dq 

n(p^-\-bqn)~  ne****' 

d'où 

pdx  +  qdt  =  dq. 

On  peut  éliminer  pdx,  car 

P** -  Sf=ï—  —bf-t   / 
Ainsi 

(aq  +  c)*  H-  n"fcç*' 


et 


la  constante  arbitraire  étant  renfermée  sous  le  signe  /. 

Alors,  remplaçant  dansp*  -h  bq*  =  e-*1""1,/!  et  t  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion de  q>  on  aura 

x  '  n*  *  J 

ce  qui  donne  une  relation  entre  x  et  q. 
On  a  aussi 


(aq  +  cf  +  n*b<p' 


I 


ce  qui  donne  une  relation  entre  y  «■..■.  ;:  n'y  aura  plus  qu'à  éliminer  q 
entre  (1)  et  (2)  pour  avoir  l'intégrale  demandée.  On  peut  aussi  regarder 
les  équations  (1)  et  (2)  comme  représentant  celte  intégrale,  et  la  question 
est  ramenée  à  de  simples  quadratures. 

3°  Deuxième  exemple  :  Intégration  i: 

où  X représente  une  fonction  quelconque  de  la  variable  x,  et  A,A,,A„  .... 
A'-'.A,  des  nombres  quelconques. 
Je  fais 

d'où 

Par  là  il  vient 

(!)      Ap»  +  A1Xp»-lg  +  A,S'p»-V+-  +  A»-iX"-,P9'-|  +  A,XV=«' 
Je  pose 


nkp"~>  +  (n  -  1)AtXp"-*9  +  ...  +  A,_,X— Y-' 

A 

A,Xp"-'  -h  2A,X'p-_,ï  +  —  +  nA^V-' 

~~  X'(A,p»-'g  +  3A,Xp"-y  +  ...  +  Hi.X'-'ç"  ~  ~~ 5 
On  voit  d'abord  que 

prfi  +  qdt  =  0, 
que 


et  m  une  racine  de  l'équation 

{2)  Au'  +  A,«"-'  -+-  A,!*"-'  ■+•  ...  +  As_ia  +  A,  =  0. 
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On  a  aussi  dq  =  0,  d'où  q  =  ct,  ci  étant  une  nouvelle  constante.  Ces  valeurs 
de  p  et  7,  portées  dans  l'équation  (1),  donnent 


Ac"mBX»  -+-  A/-W"1  4- ...  4-  Att»lccï"lmXn  +  knclXn=  0, 
ou 

A(l)"w" + Afâ"",mB"t + - + *-'(£)■ + A'= °' 

d'où  Ton  voit  que  c  =  cr 

D'autre  part,  l'équation  p&r-hçA  =  0,  si  l'on  tient  compte  des  résultats 
obtenus,  devient 

cdt==  — pdx  =  —  cmXcfcr, 

d'où 

t  =  —  m  f  X<£r,  c'  =  e-*Su*. 

Gomme  y  =  qe~~\  on  a 

y  z=  ce  n$*&*. 

Nous  pouvons  supposer  la  constante  qui  doit  accompagner  f\ix  con- 

tenue  dans  c;  je  vois  donc  que  m=  r  %r  i  ' 

Enfin,  m  étant  une  racine  de  l'équation  (2),  j'ai  pour  l'intégrale  de- 
mandée 

y\n      f\„  y\*~l  iM  y 


log*\         [,0&f\  logc 


On  peut  arriver  plus  simplement  à  ce  résultat.  On  pose 
(3)  |  =  *JX, 

et  Ton  voit  que  cette  valeur  de  -p- satisfera  à  l'équation  proposée,  si  m  est 
racino  de  l'équation  (2).  Or,  en  intégrant  l'équation  (3),  on  trouve 


y  =  ce  "tf**, 


y 


logc 

d'où   m  =  r  v  .  ;  et  celte  valeur  de  m,  portée  dans  (2),  donnera  l'inté- 
grale cherchée.  C'est  celle  que  nous  avons  trouvée. 


4"  Remarque.  —  Si  l'on  a 

«;|!+M*.»)§£+M*,»r|S+-.+A,^*-,»)-'g+A^.,r=o. 

tant  une  racine  de 
Atf,  +  A1a»-'  +  AIt(»-,+  ...  +  i,_1u  +  Ali  =  0; 

et  si  l'on  sait  intégrer   -£=mf[x,u),  on  aura  une  Équation  entre  x,  y,  m 

et  une  constante  arbitraire.  L'élimination  de  m  entre  celle  équation  cl  la 
suivante 

Am*  +  A,m"-'  +  ktm—*  +  ...  +  &*_£■  -+-  A„  =  0, 

donnera  l'intégrale  de  l'équation  proposée. 
Si,  par  exemple,  on  a 

dj*         «y-  '  ,*j-A  —0 

A  d?  +  A(  rfï==ï  + ...  +  â»-i  ;g  +  *,— fl, 

on  posera  t|  =  m,  d'où  y  —  c  =  nu;etm  =  - .  et  l'intégrale  deman- 
dée sera 

A(ïi±)-+1,(^)"V...M,-,l=-°+»,=.. 


Trouver  tous  les  couples  de  courbes  qui  jouissent  de  la  propriété  sui- 
vante :  D'un  point  quelconque  de  l'espace,  les  deux  courbes  paraissent  ,sc 
couper  à  angle  droit?  (Manniieih.) 


Étant  donnée  une  courbe  dont  on  connaît  le  degré,  la  classe  et  les  sin- 
gularités, étudier  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  la  courbe  deux 
tangentes  égales.  Déterminer  son  degré,  sa  classe  et  ses  singularités. 

Même  question,  les  tangentes  égales  étant  menées  à  deux  courbes  dis- 
tinctes. (Lagoerre.) 


Al 


Note  sur  un  compas  trisecteur  proposé  par  M.  taisant;  par  M.  H.  Brocard, 

(Séance  du  31  mars  1875) 

A  l'occasion  d'un  récent  mémoire  que  j'ai  publié,  relatif  à  Divers  pro- 
blèmes de  géométrie  dont  la  solution  dépend  de  la  trisection  de  l'angle,  mé- 
moire que  j'ai  l'honneur  de  présenter  à  la  Société 
mathématique,  H.  Laisant  m'a  fait  connaître  un 
moyen  très-ingénieux  de  diviser  un  angle  quelconque 
en  trois  parties  égales,  en  se  servant  d'un  compas 
articulé,  d'une  construction  très-simple,  ainsi  que 
Ton  en  pourra  juger. 

Soient  OABC,  BEUC,  deux  losanges  articulés,  OBD 
une  tige  rigide  sur  laquelle  l'articulation  D  peut  glis- 
ser. Comme  la  diagonale  CE  est  divisée  en  deux  par- 
ties égales  au  point  I,  et  qu'elle  est  perpendiculaire 
à  OD,  on  en  conclut  que  les  angles  10C,  IOE  sont 
égaux.  Mais  le  point  C  se  trouve  sur  la  bissectrice  OC 
de  l'angle  IOA,  ainsi  l'angle  COA  est  égal  aux  deux  autres  angles,  et  par 
suite  l'angle  EOA  est  divisé  en  trois  parties  égales  par  les  droites  01,  OC. 

Menons  EA'  parallèle  à  01  et  par  suite  perpendiculaire  à  IE.  Comme 
IE  =  IC,  OA'  =  OA  ;  mais  le  lieu  du  point  C  est  une  circonférence  ayant  A 
pour  centre  et  CE  pour  tangente  au  point  C.  Le  lieu  du  point  E  est  donc  la 
podaire  de  cette  circonférence,  le  point  A'  étant  le  point  fixe.  Ce  lieu  est 
donc  un  limaçon  de  Pascal. 

On  peut  rapprocher  de  ces  remarques  celles  que  M.  Jouanne  a  exposées 
dans  les  Nouvelles  annales  de  mathématiques  (2e  série,  t.  IX,  année  1870, 
p.  40;.  Voici,  en  effet,  ce  que  dit  M.  Jouanne  : 

Pour  diviser  l'angle  EOA  en  trois  parties  égales,  de  part  et  d'autre  du 
point  0,  l'on  prend  sur  OA  et  sur  son  prolongement  OA'  deux  longueurs 
OA,  OA'  égales.  Du  point  A  comme  centre,  avec  OA  pour  rayon,  on  trace 
une  circonférence,  dont  la  podaire  par  rapport  au  point  A'  est  un  limaçon 
de  Pascal.  Du  point  E,  où  le  côté  OE  rencontre  cette  courbe,  on  mène  une 
tangente  EC  à  la  circonférence.  La  ligne  CO,  qui  joint  le  sommet  de  l'angle 

FOÀ 
au  point  de  contact,  forme  P angle  COA  =  -=-. 

En  effet,  le  point  E  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
A'  sur  la  tangente  EC,  les  lignes  EA',  01,  AC  sont  parallèles,  et  comme 
OA  =  0'A,  on  a  auçsi  CI  =  IE.  Mais  les  angles  IOC,  OCA  sont  égaux,  de  plus 
OCA  =  COA.  Ainsi  IOC  =s  COA*  De  plus,  10C  =  I0E  =  0EA',  Donc  COA  est 
bien  le  tiers  de  EOA; 
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H.  Peaucellier-  a  fait  connaître,  dflna  les  .Vnuvellcs  annale?  (S*  série,  t.  XII, 
année  1873,  p.  77),  une  série  de  compas  articulés,  dont  l'un  peut  servir  au 
tracé  géométrique  du  limaçon  de  Pascal,  en  le  considérant  comme  la 
courbe  réciproque  d'une  section  conique.  Ces  systèmes  articulés  fournissent 
"ainsi  une  solution  de  la  trisection  <ie  l'angle. 

Néanmoins,  dans  la  question  spéciale  que  nous  avons  en  vue,  le  compas 
trisecteur  de  H.  Lai  saut  me  paraît  préférable  à  toute  autre  combinaison,  et 
il  donne  une  solution  tout  a  lait  pratique  de  la  trisection  de  l'angle,  dans 
les  mêmes  conditions  que  celles  où  le  compas  ordinaire  donne  la  Dissection 
de  l'angle  ou  de  l'arc. 

Il  sera  Irés-fccilc  de  réaliser  un  compas  Irisecleur,  en  réduisante  ses 
pièces  essentielles  le  sysléiiie  articulé  proposé  par  M.  Laisanl.  On  conservera 
les  deux  losanges  articulés  OBAC,  BCDE  et  l'articulation  à  glissière  D,  mo- 
bile sur  la  règle  01). 

Le  compas  trisecteur  dont  je  viens  de  donner  la  description  méritait, 
comme  on  le  voit,  une  mention  spéciale,  et  c'est  pourquoi  j'ai  cru  devoir  le 
faire  connaître  à  la  Société  mathématique,  en  le  signalant  à  toute  son 
attention. 

Voici  enfin,  au  sujet  de  la  question,  un  détail  historique  d'un  certain 
intérêt  : 

La  trisection  de  l'angle  au  moyen  du  limaçon  de  Pascal  fait  l'objet  d'un 
opuscule,  publié  à  Paris  en  1809,  intitulé  :  Trisection  de  Vangle,  par 
Azémar,  suivie  de  Recherches  analytiques  sur  le  même  sujet,  par  Gàrhieii. 
L'auteur  emploie  uniquement  le  limaçon  de  Pascal,  sans  donner  ce  nom  à 
la  courbe  triseetrice .  Il  en  lait  une  description  très-détaillée,  dans  l'étude 
analytique  de  laquelle  on  trouve  les  équations  en  coordonnées  rectilignes 
et  polaires,  ainsi  que  la  valeur  du  rayon  de  courbure,  de  l'arc  et  de  la  sur- 
face. Il  fait  connaître  aussi  l'énoncé  et  la  démonstration  d'une  propriété  du 
cercle,  découverte  par  Archimède,  et  qui  a  mis  sur  la  voie  des  recherches. 
Celte  propriété  n'est  autre  que  celle  qui  est  rappelée  dans  l'extrait  de  l'ar- 
ticle de  M.  Jouanne. 


Mémoire  sur  la  transformation  des  formes  quadratiques; 

par  M.  11.  Lekonsier. 

(S&nce  du  tt  novembre  Mi) 

Les  traités  de  géométrie  analytique  indiquent,  pour  les  coordonnées  ordi- 
naires et  celles  qui  en  sont  des  fonctions  linéaires,  à  quelles  conditions  les 
équations  de  deux  droites  ou  de  trois  plans  donnent  deux  diamètres  cottju 
gués  d'une  conique,  trois  plans  diamétraux  conjugués  d'une  surface  du 
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second  degré.  Nousjn'avons  rencontré  nulle  part  l'équation  de  la  ligne  ou 
de  la  surface  exprimée  au  moyen  de  celles  de  deux  diamètres  conjugués  ou 
de  trois  plans  diamétraux  conjugués  quelconques. 

C'est  pourquoi  on  accueillera,  je  l'espère,  avec  quelque  intérêt  les  déve- 
loppements qui  suivent,  sur  certaines  transformations  d'une  forme  quadra- 
tique. 

Le  premier  problème  que  nous  traitons  est  celui  de  passer  d'une  forme 
connue  en  carrés  qui  soient  indépendants  les  uns  des  autres  à  toute  autre 
forme  analogue,  s'exprimant  par  les  carrés  de  fonctions  données,  linéaires 
par  rapport  à  celles  qui  entrent  dans  la  première  forme.  La  question  est 
alors  d'établir,  entre  les  coefficients  de  ces  fonctions  linéaires,  des  relations 
nécessaires  et  suffisantes,  et  de  trouver  les  facteurs  dont  les  carrés  doivent 
être  affectés.  Nous  traitons  en  second  lieu  du  problème  de  passer  d'une 
forme  en  produits  sans  carrés,  puis  de  la  forme  générale,  à  toute  forme  pos- 
sible en  carrés,  dans  des  conditions  analogues  à  celles  du  premier  pro- 
blème. Quant  à  la  transformation  d'une  somme  de  carrés  en  une  somme  de 
produits  sans  carrés,  ou  de  celle  d'une  somme  de  produits,  nous  nous  bor- 
nons au  cas  où  la  première  forme  dépend  seulement  de  trois  fonctions,  les 
formules  se  compliquant  au  delà  de  ce  nombre. 

Nous  terminons  la  première  partie  de  ce  travail  par  une  démonstration 
fort  simple  du  théorème  de  M.  Hermite  sur  le  maintien  de  l'espèce,  et  par 
l'établissement  de  ce  fait  général  qu'une  forme  du  second  degré  à  n  va- 
riables, ^flijXtXj,  est  réductible  à  la  somme  de  p  carrés,  lorsque  n  — p  des 

dérivées  partielles  sont  des  fonctions  linéaires  des  autres. 

I 

Soient  w„  u,, ...,  un  des  fonctions  de  variables,  linéaires  ou  autres,  ou 
plutôt  des  expressions  quelconques  susceptibles  chacune  d'une  valeur  arbi- 
traire, et  soient  considérées  n  fonctions  linéaires  de  ces  quantités  : 

«imam, 
*  =  i 

I*  étant  ±  1 . 
La  formule 

i,ti?=V      w 

a  lieu,  n'est  même  qu'une  identité,  si  le  déterminant 

™n Ww 


w*»i mM 


m 
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est  différent  de  zéro,  et  que  les  -^ — '  relations 

2  _  «i  mum»,  =:  0  (A§t) 

soient  satisfaites  avec 

Considérons  l'équation 

o  20»= s;:;» 

la  valeur  de  U,  étant 

(S)  l).  =  2  I  "**»»• 

La  formule  (1)  a  Heu  identiquement,  si  l'on  a  pour  toutes  valeurs,  depuis 
1  jusqu'à  n, 


2.i,Tr=°    i'*"- 


Il  y   a  là  -5-= — -  relations  entre  les  dénominateurs  Ht  et  les  coeffi- 
cients m(j. 
En  prenant,  par  rapport  à  a,,  les  dérivées  de  (1),  6n  trouve 

B,—    H,         *ÏÏT  +     11,    ' 

si  l'on  multiplie  par  nii,  et  qu'on  fasse  la   somme  de,  i  =  t  à  i=  n,  on 
obtient 

ce  qui  donne 

(4)  2  ~  w«"Im  =  0. 

et 

(4)  *~20*' 

si  les  U<  sont,  comme  les  u,,  indépendants  les  uns  des  autres. 

Or  les  n  équations  (2)  déterminent  pour  «„  w ,  u„  des  valeurs  finies, 
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quand  on  donne  à  U4,  ...,  U„  (elles  valeurs  finies  qu'on  veut,  si  le  détermi- 
nant des  coefficients  mik 


m 


ii 


m 


m 


mni 


wtiw 


est  différent  de  zéro.  On  peut  donc,  à  cette  condition,  faire  que,  par  des 
valeurs  convenables  de  ut, ...,  unt  les  fonctions  U<  prennent  des  valeurs  arbi- 
traires, indépendantes  les  unes  des  autres.  Moyennant  cela,  les  relations  (3) 
entraînent  donc  les  relations  (4). 

Réciproquement,  étant  donné  lès  -^— g — -  relations  qu'implique  la 


re- 


lation générale 

m 

si  Ton  prend 

(4) 

on  aura  la  formule  (i) 


i=n 


J\       mhtmki  =  Q  (h^k), 


_.*  =  » 

H*  =  J\       mh, 


pourvu  que  le  déterminant 


M  = 


m 


11 


min 


m 


«1 


Wtnn 


soit  différent  de  zéro. 
Observons»  d'abord  que  Ton  a 


M*  = 


Mfl 


M 


in 


M 


ni 


M 


M 


avec 


et 


i     -  «é 


de  soi  le  que 

(5)  »*r=B,H1...lL 

On  voit  par  là  que  si  M  n'est  pas  nul,  il  en  est  de  mémo  de  H,,  II,,  ■-->  H„. 
Posons  les  n  équations 

(6)  ^''Jmw^Kt. 

Puisque  le  détermina  ni  M  est  différent  de  zéro,  on  pourra,  en  disposant 
arbitrairement  des  A»,  obtenir  des  valeurs  finies  correspondant  es  pour  <*„ 
a,,  ...,!„  et,  par  conséquent,  en  attribuant  a  alt  n,,  ...a,  des  valeurs 
convenables,  on  aura  pour  At,  ....  A,  telles  valeurs  finies  qu'on  voudra. 

Or,  si  l'on  multiplie  par  mtl,  mtt,  .  .,  ».i„  les  n  équations  (6j  et  qu'on 
ajoute,  on  obtient  .    . 


I 


d'où 

m 

™=ii;S„,""'A" 

On  a.  ainsi  n  équations  nouvelles  qui,  multipliées  par  mu,  mu 

ajoutées,  donnent 

+  *■  i„,-nr  +  ■  • +  ■  i»iT 

De  ià  résulte 

s!:;tt="     "?" 

el 

2CîH> 

ce  senties  formules  (3). 
On  a  donc  la  formule  (1 

1 

S',"«!=S,,"k' 

du  moment  que  M  est  différent  de  zéro,  quand  on  a 
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II est  à  remarquer  que,  d'après  cette  analyse,  les  deux  groupes  de  for- 
mules s'exprimant  l'un  par 


V       mHimki  =  0  (h  £  k) 


l'autre  par 


Si-nmihmg . 


(hZ*)> 


et 


y=,,mi__ 


1. 


pour 


H*  =  2'   "«6 


sont  équivalents  à  la  seule  condition  que  ie  déterminant 


M  = 


m 


il 


wiu 


tnni  .   .    ;   .   .  mBn 


soit  différent  de  zéro.         , 

Si  Ton  change  ut  en  u^^,  m»  en  mki^/Th  t<  étant 
devient 


1,  la  formule  (1) 


<=» 


2,=l '<«?==  2<=1ïï; 


pour 


*  =  » 


UWlrtU», 


et,  à  la  place  des  formules  (4),  on  a 

i—n 


<=i 


(*£*). 


à  la  place  des  formules  (3) 


0 


"Ht 


-S... 


0?.fl: 


Dans  cette  transformation  d'une  somme  de  carrés  en  une  autre,  quand  les 
fonctions  sont  réelles,  l'espèce  se  conserve,  c'est-à-dire  que  le  nombre  des 
carrés  affectés  de  coefficients  négatifs  reste  le  même.  C'est  un  théorème 
dont  la  première  démonstration  est  due  fi  M.  Hcrmite  [Cours  d'algèbre  supé- 
rieure par  J.  A.  Serhet,  n°  ii54,  2*  édit.|.  Il  peut  s'établir  avec  plus  de  sim- 
plicité comme  il  suit. 

Considérons  la  formule  (i) 


en  y  supposant  réelles  les  fonctions  u,  et,  par  suite,  les  H(.  Supposons 
qu'on  ait  là 

',  =  4= =.,  =  1,. 

i,+i==4+*—  .... .=«,  =  —  i, 

et,  d'autre  part, 

H»>0,  Bi>0,  ....  U,>0, 
''"  '''  ^+»<Oi  ,  B,<0. 

Soit  d'abord  '/>/>■  Si  l'on  pose 

t),+i  =  0,   u,+,=o,    ...,  v,  =  o, 

on  pourra  généralement  tirer  de  ces  équations,  pour  u1+i,  u,+„  ...,«,, 
des  valeurs  en  fonction  de  u„u,,  ...,  uq.  La  substitution  de  ces  valeurs 
dans  J/'"*  n'atteindra  pas  le  terme  négatif  tp+,aj+l.  Si  l'on  fait  ensuile- 
«!  =^0,  k,  =  0,  ...,  u,  =  0,  le  premier  membre  do  la  formule  ne  sera  sus- 
ceptible que  de  valeurs  négatives,  lundis  que  le  second  n'ayant  plus  que 
des  termes  positifs  sera  d'un  signe  contraire.  On  ne  peut  donc  avoir  <i>p. 
Soit  en  second  lieu  q<ip-  Si  l'on  pose  alors 

1J,  =  0,    U»  =  0,     ....  l',  =  0, 

et  qu'on  lire  de  là  u„  m„  ....  w,  en  fonction  de  ut+l a„,  pour  en  substi- 
tuer les.valeurs  dans  le  premier  membre,  la  substitution  n'atteindra  pas  le 
terme  positif  i,u;.  On  pourra  donc  faire  que  le  premier  membre  soit  d'une 
valeur  positive,  tandis  que  ie  second  n'ayant  que  des  termes  négatifs  ne 
pourra  avoir  le  môme  signe. 
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On  ne  saurait  donc  avoir  q  <p.  Donc  les  termes  négatifs  sont  en  même 
nombre  des- deux  côtés. 

Dans  ce  mode  de  démonstration,  nous  supposons  bien  deux  déterminants 
mineurs  différents  de  zéro  ;  mais  un  cas  d'exception  ne  peut  là  faire  diffi- 
culté, car  il  serait  à  considérer  comme  limite  du  cas  général. 

Des  conditions  à  remplir  pour  qu'une  forme  quadratique,  homogène,  de 
n  variables 

soit  réductible  à,être  une  somme  de  p  carrés  ;  p<*n. 
Soit  posé 


U<  étant  une  fonction  linéaire  homogène  des  variables  xk. 

Posons  U<  =  0  pour  les  p  valeurs  de  i,  et  tirons  de  ces  équations  les  va- 
leurs dep  des  variables  en  fonction  des  autres.  Si  ces  valeurs  se  substituent 
dans  la  forme,  elle  deviendra  nulle,  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées 
aux  n — p  autres  variables. 

Il  en  sera  de   même  pour    toute   dérivée    partielle    de    la  fonction 

22A(U( -7— '•  D'après  quoi,  si  Ton  égale  à  zéro  p  des  n  dérivées  delà  forme 

par  rapport  aux  variables,  et  qu'on  tire  des  p  équations  les  valeurs  de  p  des 
variables  en  fonctton  des  autres,  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les 
autres  dérivées  conduira  à  des  résultats  nuls,  quelles  que  soient  les  valeurs 
attribuées  à  ces  autres  variables. 

Réciproquement,  la  fonction  du  second  degré  est  une  somme  de  p  carrés, 
lorsque  les  valeurs  de  p  des  variables  tirées  des  équations  qu'on  obtient  en 
égalant  à  zéro  p  des  n  dérivées  annulent  les  autres  identiquement.  Cela  re- 
vient encore  à  ce  que  n — p  des  dérivées  soient  des  combinaisons  linéaires 
des  p  autres,  alors  qu'aucune  de  celles-ci  ne  Test  des  p —  1  autres. 

Soient,  en  effet,  xt,xtt  ...,#ples  variables  qui  s'expriment  par  les  autres 
au  moyen  de  p  dérivées  égalées  à  zéro.  L'hypothèse  est  que  les  valeurs  de 
ces  variables  ainsi  obtenues  annulent  toutes  les  dérivées,  quelques  valeurs 
qu'on  attribue  à  xp+n  ...,  xn.  En  général,  on  pourra  façonner  la  fonction 
en  une  somme  de  carrés,  en  nombre  n  au  plus,  tels  que  xt  entre  dans  le 
premier  seul,  x%  dans  le  deuxième,  sans  être  dans  les  suivants,  qu'il  soit  ou 
non  dans  le  premier,  xs  dans  le  troisième,  sans  appartenir  à  ceux  qui  le 
suivent,  étant  ou  non  dans  les  précédents,  et  ainsi  de  suite.  Soient 
X|,  Xj,  ...,  Xp,  Xp+t,  ...,  X„  les  fonctions  dont  on  a  ainsi  les  carrés,  abstrac- 
tion faite  des  coefficients. 

Prenons  les  dérivées  de  la  forme  par  rapport  à  xl9  x%%  ...,  xn.  La  pre- 
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mière  ne  dépendra  que  île  X,,  la  deuxième  de  \,  et  de  X„  la  troisième  de 
Xi,  X„  Xs,  etc.,  et  elles  en  seront  des  fonctions  linéaires.  Or  les  expressions 
desp  variables  £(l  x, .rp  en  fonction  des  aulrcs  qui  annulent  les  déri- 
vées, pour  toutes  valeurs  de  ces  dernières  variables,  annuleront  alors  X„  et 
par  suite  X„  puis  X„  etc.,  jusqu'à  Xf,  ainsi  que.  X,+„ ...,  X„.  Mais  ces  der- 
nières fonctions  élanl  indépendantes  des  p  variables  en  question,  c'est  iden- 
tiquement qu'elles  sont  nulles,  sans  aucune  substitution.  Donc  la  forme 
quadratique  est  la  somme  de  u  carrés.  Elle  pourra  d'ailleurs  se  transformer 
d'autre  façon  en  tomme  de  p  carrés. 

C'est  ainsi  qu'une  forme  quadratique  est  réductible  a  un  seul  carré, 
quand  la  valeur  d'une  variable  tirée  d'une  dérivée  égalée  à  zéro  annule 
toutes  les  autres,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  quand  les  dérivées  sont  pro- 
portionnelles à  des  constantes.  Sous  ce  dernier  énoncé,  le  théorème,  du 
reste,  s'étend  à  une  fonction  homogène  quelconque  de  plusieurs  variables 
de  degré  K,  en  ce  qu'elle  est  alors  la  puissance  du  degré  K  d'une  fonction 
linéaire  des  variables. 

II 

Proposons-nous  d'abord  de  transformer 

en  2  rr>  alors  que  les  nombres  k,  i  etj  sont  variables  de  1  à  n,  f  se  pre- 


in  t  plus  petit  que  j. 
Soit  posé 

.t) 

>2»»=2Ï 

M 

u» = 2    'm',,■  ■ 

La  formule  (1),  comme  identité,  implique  les  relations 

(3) 

'=z£* 

(3)  <=2,:,tt    "**>■ 

En  prenant  la  dérivée  de  (1)  par  rapport  à  u,,  on  obtient 
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Gomme  i  est  susceptible  de  n  valeurs  1,  2,  ...,  n,  il  y  a  n  formules  de 
ce  genre.  Multiplions-les  par  \>  >„  ...,  *n  et  ajoutons;  il  s'ensuit 

(a,+  ...  4-  x„)tff  4-  (>*  +  •  •  •  +*■  +  *!)*■+  . ..  4-(xf  4-  ...>*-fK 

==ïTZj         xtmtt  +  îr  7j  Xjmi*  4-  .... 


Or,  si  l'on  pose 


Xj  4-  ...  4-  Xj  =  IHw, 


\  4-  .  . .  -f-  X„  _ ,  =  niAn, 

on  a,  par  l'addition, 

(»-lXx1  +  xt4-  ...+>.)=2  ~  m**=s*> 


çu 


par  suite 


1 
*i  4-  •  •  •  4-  x*=  - — j  Sa, 


1 

X<  = rSj|  —  m«, 

n  —  1 


et  la  formule  S  devient 

u» = e;  S, = ,m»  (ï=î  s»  -  "») + m  S, = ,«•  (^  s*  -  «»  ; + - 

U  wi*=B      /    1  \ 

+i{S,-l"**(r=T8|-,,Mlj' 

ce  qui  peut  se  changer  en 

Il  en  résulte 
(7)  H»  =  -%SJ-2*="«&,  '      ' 


et 


(7)  °=^ZTS*S'-S)is3[m**m«         (*£1)- 

Nous  trouvons  ainsi,  avec  les  expressions  de  H*,  -*— ^ — -  relations  (7). 
Réciproquement,  ces  relations  (7),  eu  égard  aux  expressions  H*,  entrai- 


lient  les  relations  (5),  et  par  conséquent  la  formule  (I).  si  les  H*  et  le  déter- 
minant .  . 


sont  différents  de  zéro. 

Posons  en  effet 

2  _  "•«■*  — A». 
à  étant  susceptible  des  valeurs  1,  2, ...,  n. 

Si  l'on  multiplie  les  n  égalités  par -  S, —  mfl,  .... y  S,  —  wi„, 

et  qu'on  ajoute,  on  obtient 

d'où 

"•  =  S(=1  h;  (ï^ï  ^  ~~  "*")' 

Considérons  les  égalités  de  ce  genre  répondant  à  g=i,  2,  ,..,  n,  mul- 
tiplions-les par  fflu,  m»,  ...,  m^,  et  ajoutons  les  résultats;  il  s'ensuit 

».=s;:>|s;:;w(;r^s'-"»)!- 

Comme,  d'après  les  liypollièses  faites,  A,,  A,,  ...,  A,  sont  susceptibles  de 
telles  valeurs  qu'on  veut,  cette  égalité  se  partage  en 


r'-"i»i,/    t  \ 


Or,  si  l'on  pose 

,l"-Z.t=1Tr' 

*  cesn  relations  peuvent  s'écrire 

1  =  ~jU*>  +  ««  +  -  +  M,,»_,  +  M,.*  +  ,  +  ...  +  lO-  J^jK». 
0  =  -  ^  M„  +  ^ (st„  +  %  +  .. .  U^j  -  ~-^ Mu, 
0  =  -  ^|  Hu  +  ^  (M».  +  M«  +  . ..  +  H„  j  +  '^  Nàt, 
Mu»  manquant  dans  la  parenthèse. 


—  5â  — 

En  soustrayant  de  la  première  relation  chacune  des  autres,  on'a,  à  la  place 
de  celles-ci, 

i  =  Mai  —  M^, 
1  =Mjh —  Mm, 


d'où,  par  l'addition, 

La  première  relation  étant 

n  -  i  =  (MM  +  Mw  +  ...  4-  Ma»)  -  (»  —  2)Maa, 

il  s'ensuit 

Maa=0 

et 

MM  =  4  (*£•). 

Les  relations  (3)  sont  ainsi  obtenues. 

Les  relations  (3)  et  les  relations  (7)  sont,  en  conséquence,  équivalentes, 
eu  égard  à  la  valeur  générale  de  H*  et  aux  conditions  exprimées. 

En  second  lieu,  soit  proposé  de  transformer 

jr ,  les  Ui  étant  indépendants  les  uns  des 
n* 

autres,  ainsi  que  les  U*. 
Soit  posé  . 

(i)  2  2>;t^=2fij! 

pour 

(2)  U*=2,=,mti«r, 

c'est  avoir 


<=-« 


mh 


<3>  °=2,=1?' 

En  prenant  la  dérivée  de  (1)  par  rapport  à  uit  on  trouve 

(4)  S^^^S^^g? 

j  étant  diffèrent  de  i,  ou  aw  =  0. 


Comme  test  susceptible  des  .■,  valeurs  1.  2,  3 n,  il  y  a  n  équations 

de  ce  genre.  Multiplions-les  pai  ).„,,  >„,,  .,.,  )(lie1  ajoutons:  il  s'ensuivra 


(5) 

en  posant 

(6>    ii^M  +  OMlu+...-1-a,. 

i  variable  de  i  an. 
Ces  équations  (6)  donnant 


S^çv^ii*"*)1 


i,,'gp,(_i  +  an-t.tX*,(1.i  +  ...  +a*(^>  =  miii- 


et  l'équation  (5)  se  partage  en 

(!)  Ht  =  2'""xlt(mà„ 


de  sorte  qu'avec  les  expressions  de  H»,  il  y  a  là  - 

Réciproquement,  ces  relations,  en  ayant  égard  aux  expressions  des  H*. 
entraînent  les  relations  (3),  par  suite  larormule(i),  si  les  H*  et  le  détermi- 
nant 


sont  différents  de  zé 
Posons,  en  effet, 


=  A»      (A—), 2 nY. 
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et  multiplions  ces  égalités  par  >0(,  V, ...,  >„„>  puis  ajoutons  ;  nous  aurons 

St=n 
i  =  l 

d'où 

et  de  là,  en  faisant  g  =  i,  2,  ...,  n  et  multipliant  par  m1A,  mîA,  ..., 

-'  A»=s|;"A'(s[i"Tf>«)> 

ce  qui  se  partage  en 

t=*mih 


1  =  2u  _  TT 


La  première  de  ces  deux  relations  peut  se  développer  moyennant  la 
valeur  de  X<*  en 

*hfihi  —  *aiPaî  4-  . . .  ±  aAnfo»  =  f — g 1 =| h  •  •  •  )P*i 


ce  qui  est  satisfait  par 


aw==A=1-HT' 


et 


,="  m& 


•-2...Ï 


11  en  est  de  même  des  autres  formules  du  premier  groupe. 
La  première  de  celles  du  second,  se  développant  en 

/mutai*      rritiTUtti         \  Q         /muftii»      mMmiA  ,       \  fl      , 
revient  également,  moyennant  les  mêmes  conditions,  à 

ce  qui  a  lieu,  h  étant  différent  de  k  ;  et  de  rrième  pour  les  autres. 

D'ailleurs,  il  n'y  a  pas  d'autre  solution  ;  car,  à  prendre  pour  inconnues 
les  n  expressions 

*■<  =  !      Ht 


le  déterminant  des  n  équations  est 


La  réciproque  à  établir  est  ainsi  démontrée. 

Cette  analyse  est  de  tout  point  applicable  à  la  fonction  complète  du  se- 
cond degré 

2Jd(jUjtij     (ay  =  flj(),  * 

i  et  j  variables  de  1  à  n,  sauf  à  remplacer,  dans  A  et  Al*,,  les  éléments  0  par 

"il,  «lit  ■-mOm- 

Car  si  l'on  pose 
on  aura,  pour  la  dérivée  par  rapport  à  «,, 

2jJ=1a*B>=2Jt=11Tt- 

En  multipliant  par  lu,  lu,  ...,1m  les  n  équations  de  cette  sorte,  et  les 
ajoutant,  on  aura 

s',:Xs!:>"i"),"=s',:;"{s;:>"k)- 

d'où 

en  déterminant  les  1»  par  les  équations 

qui  donnent 
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et  Ton  a  par  là 

<  =  1 

Réciproquement,  on  pourra  déduire  de  ces  relations,  comme  plus  haut, 

^^1  =  1  m< 


et  par  conséquent  la  formule  (1). 


111 


uv    vw    wu 

Transformation  de  m$  4-  v*  -I-  u>s  en  -p-  4-  -rp-  4-  -«7  « 


Soit  posé 


(1)  *  +  *  +  t*  =  Tr"h"F+Hr 

pour 

U  =  mu  4-  nt>  4-  pu>, 
V  =  m'w  4-  n'v  4-  p'w, 
W  =  m"u  4-  n*»  4-  p"w. 

Avoir  la  formule  (1)  pour  toutes  valeurs  de  u,  v,  w%  c'est  avoir 

. mm'      m' m"      m"m 

^^4'^^4"^F, 

1  '  H  ^   H'        H" 

TT  "*"    H'  "*"  H"' 


et 


mn'  4-  m'n      m'u"  4-  m'V      m"n  4-  win* ft 

H  '  ÏF"-  +        ÎF  j' 

(3)  g—  4- jp 4-  — jp -0, 

pmf  4-  m/>'      p'm*  4-  m/      p"m  4-  m*p  __  ft 


n 


[4>  1v  = 


9mts 


mV  +  m'I!       m'W  +  m"V       in"U  +  m\V 
11  +  H'        -  Hî         ' 

nV  +  m'U      n'W  +  w'Y      n'C  +  nW 
Il        +         II'        +        H'       ' 

p\  +gE      p'W+p"V      p"U+pW 


d'où,  en  multipliant  par  m,  »,  p  et  ajoutant. 


(5)  2U: 


(m»+n«+|>')V  +  (H»ii'+HH'+p//il'        (mm'+wn'4-pp,|W+()mti"+«wlr+pp*)V 
11  +  H' 

i»lm"+nn"  +  fP'')U  +  (m*H-»'+p,)W 
"  H" 


relation  qui  se  partage  en 

_  _  mm'  +  nn'  4-  pp*  ,   ""»'  4-  nn'  +  pp* 
3-  U  +  H1  ' 

0_m'  +  n«  +  p»  |  mm'  +  wt'+pp' 

mm'  +  nn'  +  pp'      m'  +  w'  +  p' 

•-;        ff + g; 

si  U,  V,  W  peuvent  être  quelconques,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

ïîJh  o. 
tit 

Résolvons  ces  équations  par  rapport  à  p,  n;>  ;.;;■  Le  déterminant  est 

4,  =  S(«m'  +  nn'  +  pp"&mm'  +  nn'  +  pf)(m*  +  n1  +  pi), 
et  l'on  trouve 

a,  jj  =  2(mm*  +  nn'  +  pp'')(m*  +  n>  +  p*), 
L,-  =  —  i(n*  -M«+p*), 
4,  i  =  S(m«  +  n«  +  pi)(mm'  +  m'  +  pp-), 


d'où 
■PI 


H  =  mm'  -4-  nn'  +  pp. 

(,..,»'  +  nn'  +  pp')(m 


m*  +  »«  +  p* 
H*  =  mm'  +  nn*  +  pp*. 
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À  l'aide  des  fadeurs  m',  ri ,}/,  on  tire  de  même  des  équations  (4) 

11'  =  ro'm"  -f-  n'n*  4-  p'p*, 

..„ (mV  4-  rin"  4-p'p,/)(m/m  4-  ft#ft  -hp'p) 

~~  m'»  -f-  n*  4-  p" 

Il  =  m'm  4-  n'n  H-  p'p» 

ef,  à  laide  des  facteurs  m",  »", p", 

Hjr  =  m'm-Fn'rn4-yrp, 
u  (m"m  4-  ft*n  +p"p)(m*m'  4-  nV  41-  pV) 

-!  ht1  4-  nr*  4^** 
H'  =  m"»»'  +  n"n'  +  p  y. 

On  a  ainsi 

H  =  mm'  4-  un'  4-  pp'9 
(8)  H'  =  m'm''  4-  n'n"  +  p'p" , 

II"  =  m" m  4-  n"n  +  P"P* 


'  ( . 


et 


HH" 

m»  4-  n*  4-  p*  2=  —  -g-» 

(8)  -    «fi  +  ^  +  ^ra--^ 

d'où  résulte 

H*  =(m»  +  **  4-  p»)(m'*  -f-  *'*  +p*). 

M**  =  (ro'«  +  n'4  -f-/>'t)(m"«  4-  n'*  4-  p*1), 
H*'1  =  {m"*  fr  n"  +  p9* Xml  -t-  »*  +  p*  ), 

et 

—  HH'H"  =  (m*  -fn»+  p^m"  +  a"  4-  p*)(ro'«  -h  n"*  4-  p"*). 

Par  suite,  il  faut 

H  =  —  \/m*  4-  n*  4-  p*  V»»'*  4-  »'*  •+-  p7*, 

(9)  ;  *  as  —  0itf»  4-  n*  4-  p'»  ^»',r,  -f  »"*  4-  p**, 

H"  =  —  yW»  -f-  n"*  4-  p"  v^m84-n*4-p*, 

ou  bien 


H  =  —  ^mi4-nf4-pf  v'™'1  -f-  n"  4-  p**, 
(9)  H'  =  —  y/W*  4-  n'«  +  p*  fat+'ip+pr*, 

H"  =  —  y/m"*  4-  n"»  4-  P"*  0»*  4-  n»4-p«» 

chaque  radical  pouvant  d'ailleurs  se  prendre  implicitement  avec  tel  sign 
qu'on  voudra. 

m  .*» 


Sous  forme  rationne  11g  on  a  donc 

(m*  +  n«  +  j>')(m"  +  n*  +  p"*)  -  (mm'  +  nn'  +  pp)*  s  0, 
ou 

(mn'  — m'n)*  +  (np'— pn')>  +  (ptn' —  mp')s  =  0,  .-•  ; 

par  où  l'on  voit  que  m,  n,  /)  ne  peuvent  être  réels  à  la  fois. 

Réciproquement,  étant  données  les  expressions  (8)  de  H,  H',  H"  et  les 
relations  (9),  les  formules  (-)  et  \ô)  en  seront  les  conséquences,  par  suite  la 
formule  (I),  si  aucune  des  quantités  H,  11',  H"  n'est  nulle,  ni  ledèlermi- 


Posons,  en  effet, 

m«  +  m'B  +  m"T  =  A, 

(10)  m  +  tfP  +  1*7  =  B, 

.  %+p^  +  prf  —  c 

Eu  disposant  de  a,  p,  y,  les  quantités  A,  B,  C  pourront  être  de  toutes  va- 
leurs, le  déterminant  A  étant  différent  de  zéro. 

Multiplions  ces  équations  par  m,  n.  p,  puis  ajoutons.  En  tenant  compte 
des  relations  (8),  on  trouve 

_  !!£»  +  n?  4. 11*-,.  =  mx  -t-  hB  +  pC. 
On  a  de  même  par  m',  n'  p',  et  par  m",  n",  p", 

Ih  -  JgPfJ  +  H'T  =  m'A  +  n'B  +  p-C, 
|>.  +  H'p  -  ^-m'A  +  n'B  +p  "C. 
Uésolvons  ces  équations  par  rapport  à  a,  p,  y.  Le  déterminant  est 
i,  =  tHH'll", 


„        m'A  +  «'B  +  p'C      m*A  4-  «"B  +  p"C 
1*-  jf  +  -         — jp  , 

_.        m*A  +  n'B  +  p'C       «A  +  »B  +  pO 
Ht-  ^  +  H  ' 

IKA  +  «B  +  pO      m'A  +  «'B  +  p'C 
»1  -  gi  +  -         rp 


-  07  - 
d'où,  en  multipliant  par  m,  m',  m"  et  ajoutant,  on  tire 

0    0    mm'      m' m"      m"m\  .        (mn'  4-  m'n      m'a'  4-  n'm"      m"n  4-  mn*\  R 

2A~    vTT     "û7"     "IF"/       \      n      +       H'       +      fif      ; b 

(mp'  4-  m'p      m'p^  -J-  j/m*      m"p-\-  p*m\  , 
+  ^        U        +         jp  +  -       jy„-       j  t, 


ce  qui  donne 

. mm'      m'm*      m'm 

i— Tr  +  T^  +  TF' 
.  ft mn'  4-  m'n      m'n"  4-  w'm*      m*»  -f-  mn" 

ft mp'  4-  ro'p      m^*  -4*  m*p'  ,  wTp  4-  ftp" 

îï         +  II'  H  IF       '* 

On  obtiendra  d'une  façon  semblable  les  autres  formules  (2)  et  (3). 

Remarque.  —  Quand  u,  v,  u;  sont  des  fonctions  du  premier  degré  en 
xy  y,  zy  l'équation  m*  4-  v*  -4-  tu*  =  0  donne  un  cône,  et  les  équations 
U  =  0,  V  =  0  deux  plans  passant  au  sommet  du  cône.  L'intersection  des 
deux  plans  est  sur  le  cône  si  l'on  a  à  la  fois 

Mt  -|_  v*  4.  ijjî  ==  o, 

mu  4-  nv  4-  pw  =  0, 
m'n  4-  n  »  +  pto  =  0, 


d'où  résulte 


«  »  '      w 


puis 


np'  —  pn'      pm'  —  mp'      mn'  —  m'n 


[np'  —  pn'Y  4-  (/»m'  —  w//)*  4-  (mu'—  W/i)*  =  0. 


Les  relations  (9)  ont  par  là  une  signification  géométrique. 

Si  l'on  change  u,  v,  w  en  t*V*!  wv/«'»  wfi"*  m*  w>  P  cn  mv/*>  nV^>  /V*"t 
i,  s',  i"  étant  db  1,  la  formule  (1)  devient 

,     M     ,,    yv    vwwo 

««'  4-  *'t>*  4-  *&  =  -H-  4-  ^p-  -f-  Tjr» 


avec 


et  Ton  a 


U  =  imu  -f-  tnv  -f-  l'pw,  ' 
Y=  «*'*  4-  iVit;4-  t"j/iPt 
W  =  tm"u  -h  t'a"»  -+-  i"p"w. 


H  =  imm'  4-  *W  4- l'pp', 
Ilr  =s  tm'm*  4-  tVit*  4-  i1»"' 
tt»  =  em'Mt  -4-  *'w"#i  4*  t*p*ps 


.  1 


,ml  +  ,'M1  +  Vp*  —  _  -J-, 
un"  +  i'n«  +  iV*=—  5p. 

-VW  +  .V  +  .'p'vW  +  i'n 

■  +  «y. 

-  &*?  +  t'n"  +  •>"  \/im*  +  ■ 

ou  les  mêmes  expressions  avec  changement  de  signe  pour  II'  et  H",  chaque 
radical  impliquant  d'ailleurs  tel  signe  (jt/on  voudra. 
S'iUS  tonne  rationnelle,  c'est  avoir 

i{njf—  p>t')«    +  4'(pm' —  «y)1  +i*(mn'  —  m'»)*    =0, 
,(„'p'  _  pv)«  +  .-(p-n,*  _  myy  +  ,•,„,<„»  _  Mv)«  =  0, 
i(n'p-p"n)'  +  .'(p*™  — ""p]*  +!»(■'•  -mn"}«  =0. 
Les  formules  (3)  deviennent 

mat'      m'm'  ,  m** 

et  les  formules  (5)  restent  les  mêmes. 


Trantformation  de  m>  +  nv  -+-  uw  en  -j^  -f  — 
Soit  pose 
...  UV  ,  VW  ,  Wli 


pour 

V  =  m-u 


i,  v,  w  étant  des  quantités  indépendantes  les  unes  des  autres. 
Celle  formule  implique  les  relations 
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mn'  4-  m'n      m'n"  4-  n'm"      m'n  4-  mn" , 

H         H  W  +         H*        ~1, 

,**  np'  +  pn'      ny  +  p'n*      n'p  +  jfn 

(5)  — h —  +  — w — + — n* — =1i 

pm'  H-  wi//      p'm*  4-  m'y*      jp'm  4-  m"p . 

H         H  ÏF  '  H»        ~~ 

On  tire  de  (1),  par  dérivation, 

•  +  «  =  — H—  + ÏF + IF—» 

W  x      »  +  «= n + gr + g* . 

«  +  »  — jj + jp + gj , 

d'où,  en  multipliant  par  ),  p,  v  et  ajoutant, 

«  +Kî+.£Kff+ir)+'(£+lO 

Si  l'on  pose 

p  +  v  =  m,     *4-  x  =  n,  .x  +  tt  =  p, 
d'où 

n  +p  —  m         p  4-  m  —  n         m-hn  —  p 

on  aura,  par  cette  équation  (5), 

4  — /m'  i  m*\n+P  — m  ,   /*'  ,  n"\p4-m— n  ,   tpt      £\m  +  n^p 
VH^HV        2         "f\H~t"HV        2         ■f'\H"t'H7        2 
im     n—/™*  ,  m\n  +  p—m  ,  /n»  ,  n\p+m  —  n      /p"      p\m  +  n-p 
(6)     0-^1F+h; 2 +  lîF  +  H/ 5 +\W  +  ËJ 2 ' 

n—  lm   y  w'Vt  +  jP-m  ,   (n   ,  n'\/»4-m-n  ,  (p       p'Xmjfn--/; 

u— vh^f;     2      h V*  */    ^      ^vîp  +  îf;     2    • 

Posons,  pour  abréger, 

m' ^ h  n ^ h/r ^ =  lmml  —  lmmJ' 

c'est  aussi 

1  i 

7(m'  -f  n'  -f  f/)(m  4-  n  4-  p)  —  (mm' 4-  nnf  4-  J3|/)3=5SS'  —  (mm'  4-  un'  +  #/). 


et  l'on  a  pareillement 


On  aura  dp  même 

[m'ml  =  Km']  =is-S-  -  («'».'  + .,'.-  +  py), 

[m"m]  =  [mi»"]  =  isS'  -  (m'ai  +  *■»  +  p"p), 

S("diœignaiU  m^  +  V'-hp'0. 

L-<B  équations  (6)  deviennent  par  là 

le^lmln.  +  iliK..!, 

(«]  <*=j|  J«*r+  f'K»]. 

•   0=lJ<«f«l  +  i(«B.i, 

(6)'  (l  =  i[„,vl  +  |)->r»'1, 

"  =  lJil-'»'H-Jl"'»'l- 
et 

<  =  il-r.]  +  i..[»'.-]. 
(»)•  0  =  i.Km'j  +  J,K»i-|. 

Sur  ces  relations,  les  trois  premières  donnent 

'=«[-1WH, 
4  f,=(mm'l  ["""]■ 
d'où 

H  =  2[«m'|. 
Par  les  autres,  il  vient  de  même 
(1)  !l'=SKro'|, 

H'  =  2[m-m|- 
Gomme  l'on  a 


0=J[»m]  +  giK"|. 
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il  s'ensuit 


ft  _  \™n]       [m'm] 
[mm'y   [m'm»]9 


ou 


•i    .  • 


t   .   *l 


[mm']  [mm*]  -+■  [m'm*]  [mm]  =  0, 
et  de  même 

(8)  [m'm'] [ m'm]  -f-  [m'm] [ m'm']  =  0, 

[  m'm  ]  [m'mï]  -f  [  mm']  [m'm"]  =  Ô . 

On  peut  déduire  des  deux  premières  de  ces  relations 

[mm*]*  ss  [nm][m'm'l 
et  Ton  a  de  même 

(8)'  [m'm']*  =±[m'm'][m'm'] , 

|  m'm  ]*  ===*  [m'm']  [mm] . 

Ces  systèmes  (8)  et  (8)'  sont  équivalents,  du  moment  que  [mm']>  [nt'nt"J, 
[m"m]  ou  H,  H',  H"  sont  différents  de  zéro. 

Les  relations  (8);  peuvent  s'obtenir  immédiatement  par  une  autre  voie, 
mais  sous  une  forme  différente. 

D'après  la  formule  (i),  si  l'on  pose  U  =  0,  V=0t  il  s'ensuit 
uv-\-vw-t-wu  =  0.  On  doit  donc  avoir  à  la  fois 

mu  4-  nv  -+-  pw  =  0, 
m'u  -f-  n'v  -\-p?w  =  0, 
w  +  w  4-tft*  =0. 
Delà 


nf/  —  pn'     pm' —  top*      mn  —  m'n'    * 
puis 

(np'  —  pn')(pm'  —  pfm)  -f-  (pm'  —  mpf)(mn'  —  m'n)  -f  (mn'  —  nmfMnpf  —  on')  =  0. 
On  a  de  même 

(n'tf  —  j/fi'Xj/m*  —  my)  -f  (p'rof  —  mY)(m%'  —  m'n') 

4-  (mV;—  m'n')(ny  —  pV)  =  0, 
(n"p—p'n)(p'm—mÊp)  +  (/>'m— frt'pXm'n— mn")  +\m'n->  mnf  Kn^p— p"n)=0. 

On  a  d'après  cela  l'identité 

(np?  —  /m'X/wn'  —  ntp')  +  (pm'  —  mp/)(mn/  —  m'n)  +  (mn'  —  m/n)(np'  —  pn') 

■as (mm][m'm1  -*  \rnnf]* 
==  (m*  4- n*  +  p^m* +fn'«  +  p*)  —  (»«m' •+-  nn'4-  pp*)»  t 

4-  (m4-n4-p)(m'4-n'4-p')(wro'4-  nn'+pp')  -=-  |(m4-n-i-p)t(m'»  +  n'«+p'») 

-%{m'  +  n'+p')*(m*+n*+f). 


Réciproquement,  quand  les  relations  (8)  sont  satisfaite-',  les  relations  (2i 
et  (3)  s'ensuivent,  pourvu  que  les  expressions  (7)  de  H,  H',  H",  ainsi  que  Ip 
déterminant 

m'ny 

soient  différents  de  zéro. 
Observons  d'abord  que  ces  relations  reviennent  a 


[mm]  - 
[«'m']  - 


=  0, 
-0, 


M  +  n-p  +  n»7  =0, 
p«+j*p  -*-ft  =  0. 

Multiplions  ces  équations  par  les  coefficients  de  m,  n,  p  dans  [mm],  et 
ajoutons;  nous  aurons 


1HH' 
-)T' 


,   .KM-*--. 


_iïî,=,î^tt 


m  +  n_p 

=  G, 
~P' 

r  «•+«■- 

i 

-P" 

Or  le  déterminant  de  a,  S,  y  dans  ces  nouvelles  relations  est 


Il  est  ainsi  différent  de  z 
On  trouve  d'ailleurs 


o,  si  H,  H',  H"  le  sont  eux-mêmes. 


49=SG'[m'mJ[m'm]  +K[»'m'[mni"l. 
a1  =  aC[ffl-m')[mm'|    +2G'[m"ml[m'm|. 
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d'où  Ton  tire 
*-HH'H*À  =  |G(w'H'H*  +  m'H'H) 


^Gm'H'H  +  mH'H')  +  lG"(roHll'  -f-  m'HH"), 


puis 


Or  si 


-•(ï+ft+'Gr-'-rMp**) 


m  n  p 
m'n'p' 


est  différent  de  zéro,  A,  B,  C  sont  susceptibles  de  valeurs  quelconques, 
moyennant  des  valeurs  convenables  de  a,  /3,  7.  On  a  donc  là  une  identité, 
d'où  résulte 


1 


+ 


(m'      m"\p-f-m —  n      /m?      m\p'  +  m' — n'       /m    ,  «A 
¥  +  W)       2  h  \W  +  H/  2  h  \fP  "*"¥/  2 


-f-p  — m 
2 
m"\p-f-m — 


/m*      m\  n'  -4-p'  —m'      /m      m'\n' 
\W  +  II/  2  h  \ÏÏ  +  H"'/" 


+pff— m% 
2 


p'-f-m' — n* 


A      /m'      m*\m-fn — »  ,    /m"  ,  m\m'-f-n'~ p7      /m       m'\ 

0  =  V¥  +  ïï) — 2 — "^VF^h; 2 +  \T'+w) 

On  obtiendra  de  même  d'autres  formes  analogues. 
D'après  cela,  si  Ton  pose 

mm'    •  m'm?      m"m „ 

H-  — H,    +  -ût  —  ■» 


m'\m"  +  n"-^  p" 


R 


H' 


H" 


n"n 


^4.^  +  —  -h 

g    "T     n/       T-    n„      11, 


H' 


H' 


et 


H  "*"  H'    "*"  H"  ' 


mn'  4-  wi'n      m'n"  -H  m'n'      m"n  -f-  mit* 
H ïï: 1 


•  H 


H' 


H1 


npf  -t-  pri      n'p?  -+-  p'n*        n*p  -f  pn" 


H 


H' 


H 


pm'  4-  mp*     p'm*  4-  tw'p*      p*m  -t-  m^p 

H        ^  ÎF  "*"         H" 


les  relations  précédentes  sont 


a 


v  —  2      2^"' 


—  7*  - 
et  les  analogues  sont 


=  0,     N  =  0,     P  =  0, 


c'est  à-dire  qu'on  retrouve  les  relations  (2)  et  (3). 
Au  résumé,  les  relations  d'où  dépend  la  transformation 


U  =  mu  +m>  +pw, 

si  l'on  pose 

r   «i   mi          ...nUI  +  pUI  —  m't)  ,        pll)  +  mlil  —  n'JJ 
[mWmOJJ  =  «M —      f-g — -  +  n(')t g h 

consistent  en 


=  2[m'm'],    H'  =  2[m"n 


«1+^=0, 


où"  bien 


[nt'n»']  [m*m*]  —  (nt'm']»: 


/i>       


Pour  la  transformation  de 


«*  4-  v*  4-  w*  4-  Jf 


en 


yv    uw    ut    yw    vt 
h  +  H'  +  h*  +  il" *  iî" 


WT 


si  Ton  a 


II  =  mu  4- nt> 4- pw 4- tff*     V  =  m't*  4-»»»4-^ 
W  =  m'M+ 4-  ^,    T  =  ro'"t*  4-  . . .  4-  (("U 


nous  nous  bornerons  *&  faire  observer  qu'après  avoir  obtenu  par  des  déri- 
vations les  expressions  de  2m,  2v,  2u>,  2t  en  fonction  de  U,  V,  W,  T,  on 
obtient,  par  des  valeurs  de  2U,  2V,  2W,  2T,  entre  autres  relations,  les  sui- 
vantes à  Tégard  de  H,  U',  H", 


2 
0 
0 
0 


mm'  4-  nn'  -hppf  4-  q<f  ,  wm'  -f  u»*  -f  ppH  +  qq"      mm'"  4-  nn"'  +pp'"  4-  qq"' 

—  fi  «  fp  +  ÎF  "» 

__  m*  4- *"  +  ?*  + 9*      m'm*  4- 4-  q'q*      rn'mm  -f  .......  4-  ^ 

—  U  "*"  U'  +r  ÏÏ*  ' 

—  q        -     ■  "*-  H'  ~~  +  ^  ' 

.  +  W  k  «^  4-  .......  -f  g"'8 

—  + jp 


»»'m"+ +  <?V      nfm"+  .... 

.- „ -h ff 


Il  en  résulte  en  particulier  l'équation  de  condition 


m*+  ...  4-  ((*        t*m9+  ,m.+ftf      m'Ai'"  4- hçY" 

m'm'  4- . . .  -|-  <f<f         m**  4-  ...  4-  g**       m'm"' 4- . . .  4- gV 
m'm//#  -f- . . .  4-  çV"    m'm'"  4-  . . .  -4-  q'q"'       m'"«  4- . . .  4-  g"* 


=±0. 


Comme,  en  posant  V  =  0,  W  =  0,  T  =  0,  on  a  a* 4- 1>*4-  w*  4-  tl =0,  on 
voit  que  si  Ton  prend 


u 


—  V 


w 


—  t 


n'  p'  q[ 
nH p"  tf 
n'"p'"<(" 


m' p'  q' 
m*  pf  q" 
m'"p"'q" 


m'  »'  q' 
m"  n*(f 
m"fn"'q[" 


m'  n!  pt 
m*  n*  pf 
m"  n'y 


il  s'ensuit 


n'  p'  (f 

* 

m'  pf  qf 

s 

m'  n'  q' 

s 

m'  n'  p' 

n'p*  q* 

4- 

m'  p?  q" 

4- 

m"  n*  <f 

4- 

m"  n"  p" 

n'Y'Y" 

m"'ff"tf" 

i 

w'"n'"g'" 

m"'n'"p"' 

=  0. 


Par  là  se  trouve  accusée  l'idenlilt 


la»1    +"*    +P*   +?«      nim'  +  nn' 
mm'  +  m'  +■  pp  +  qq'      m''  -+-  !■ 

+  pp'    -f  qq'    mm'  +  nu"  -f-  pji* 

1  nP1    1*      \P  9"» 
=    "Vf     +    p'g'm' 

|  n'ft  \       \  p-q'm" 

|<     1  q  m  u    |'     1  tu  tt  jt    1* 

Ule  fait  suite  à  l'identité  connue 

d'élimination  ou  sur  l'intersection  de  deur  courbes  en  un 
point  tingulier ;  par  M.  Halphen. 
[Séance  du  17  février  1873) 

i.  Quand  deux  courbes  ont  en  commun  un  point  singulier  et  que  leurs 
tangentes  y  sont  distinctes,  le  nombre  de  leurs  intersections  confondues  en 
ce  point'  est,'  comme  on  sait,  égal  au  produit  des  ordres  de  multiplicité  du 
point  sur  chacune  des  deux  courbes.  &i,  au  contraire,  les  courbes  ont,  au 
point  dont  il  s'agit,  des  tangentes  communes,  ce  nombre  s'augmente. 
L'augmentation  est  égale  à  la  somme  des  ordres  des  contacts  des  branches 
des  courbes  entre  elles.  Cette  proposition  est  due  à  H.  Cayley,  et  j'en  ai  moi- 
même  donné  des  démonstrations,  l'une  dans  ce  bulletin  (t.  I,  p.  (55), 
l'autre  dans  un  Mémoire  sur  les  points  singuliers  des  courbes  algé- 
briques, dont  l'Académie  a  décidé  l'insertion  au  recueil  des  Savants  étran- 
gers. On  voit  immédiatement  comment  cette  proposition  fournit  le  moyen 
de  calculer  l'augmentation  dont  je  viens  de  parler.  H.  de  la  Gournerie,  qui 
a  écrit  plusieurs  mémoires  Sur  tes  singularités  élevées  des  courbes  planes 
[Journal  de  Math.,  2-  série,  t.  XIV  et  XV,  et  Comptes  rendus,  t.  LXXV1I),  a 
eu  l'occasion  d'en  faire  des  applications  à  des  cas  très-complexes. 

On  a  cependant  pensé  qu'il  restait  encore  un  pas  à  faire  :  on  a  demandé 
une  formule  générale  qui  fournisse  immédiatement  la  solution  du  pro- 
blème, quand  les  courbes  sont  données  par  leurs  équations.  La  question  a 
été  nettement  posée  par  M.  Painvin  dans  les  termes  suivants  : 
■  Trouver  le  nombre  des  points  coïncidant  avec  l'origine  et  communs  aux 
deux  courbes 

&?,-,  4-  iS-»+t  +  a*fr-t+i  +  —  =  0, 
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/  es  lettres  ?<  et  fy  désignant  des  fonctions  homogènes  en  x  et  y,  et  du  degré'  t. 
(Bul.  des  Se.  Math.  t.  IV,  p.  151,  et  t.  V,  p.  139.) 

Sous  la  forme  géométrique,  c'est,  comme  on  voit,  un  problème  d'élimi- 
nation, tout  algébrique.  M.  Painvin  en  a  donné  une  solution  élégante  dans 
un  cas  particulier,  celui  où  l'exposant  /3  est  mil.  On  la  trouvera  un  peu 
plus  loin. 

Sur  le  problème  ainsi  posé,  il  importe  de  faire  une  remarque:  En  ne 
caractérisant  les  polynômes  y*  et  ^<  que  par  leurs  degrés,  on  suppose  essen- 
tiellement que  leurs  coefficients  ne  soient  pas  particularisés  de  manière  à 
modifier  le  nombre  cherché.  C'est  cependant  ce  qui  peut  arriver,  et  c'est 
là  précisément  le  cas  le  plus  compliqué  du  problème  général.  Dans  co  cas, 
il  me  parait  impossible  de  ne  pas  recourir  aux  développements  employés 
par  M.  de  la  Gourncric,  ou  ù  des  transformations  équivalentes. 

Le  problème,  tel  que  H.  Painvin  l'a  posé,  n'en  reste  pas  moins  digne 
d'intérêt.  J'en  donne  ici  une  solution;  j'y  rattache  ensuite  le  second  cas, 
plus  complexe,  de  telle  sorte  que  la  résolution  du  problème  général 
s'obtient  par  l'application,  plusieurs  fois  répétée,  de  la  solution  du  pro- 
blème particulier. 

2.  C'est  une  proposition  rappelée  plus  haut  qui  scit  de  point  de  départ  à 
mes  recherches  actuelles  : 

Théorème  I.  —  Le  nombre  des  intersections  de  deux  courbes,  réunies  en 
un  point,  est  égal  au  produit  des  multiplicités  de  ce  jmnt  sur  les  deux 
courbes,  augmenté  de  la-  somme  des  ordres  des  contacts  des  branches  de 
Vune  avec  les  branches  de  Vautre  au  même  point. 

C'est  cette  dernière  somme  qu'il  s'agit  de  déterminer;  et  il  est  clair 
que,  pour  y  parvenir,  il  suffit  de  considérer  successivement  chaque  tan* 
gente  commune,  et  de  faire  la  somme  des  résultats.  Pour  abréger  le  lan- 
gage, je  désignerai  celte  somme  par  ordre  total  du  contact. 

J'ai  donné  au  théorème  une  autre  forme  souvent  utile  (Bul.  de  la  Soc. 
math.  1. 11,  p.  35)  r 

Théorème  II.  —  Le  nombre  des  intersections  de  deux  courbes,  réunies  en 
un  point  0,  V équation  de  Vune  d'elle*  étant,  sous  forme  entière,  f\x,  y)  =  0, 
est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  quantités  f(x,  y)  quand  le  point  (x,  y)  est 
placé  successivement  sur  les  diverses  branches  de  Vautre  courbe,  à  distance 
infiniment  petite  du  premier  ordre  du  point  0. 

Ces  propositions  rappelées,  j'entre  en  matière.  J'emploie  la  notation  [n] 
pour  désigner  abréviativement  un  polynôme  homogène  de  degré  n  enx.  y, 
ne  s' évanouissant  pas  avec  x.  Je  suppose,  comme  Ta  fait  M.  Painvin,  une 
courbe  ayant,  à  l'origine  des  coordonnées,  des  branches  tangentes  à  l'axe 
des  y,  et  ordonnant  son  équation,  je  l'écris 

(1)  0  =  f(x,y)  =  x^[p  -  mj  +  *"»[p  -  m.  +  «,] 

+  «>4(p  — m4  +  «t]-|-...  +  xm'[p  —  Mi  +  d,]  +  .... 


où  les  nombres  entiers  o„o,, ....  a, dont  ie  premier  est  au  moins  égal 

à  l'unité,  croissent  avec  leurs  indices.  L'entier  p  marque  la  multiplicité  de 
l'origine  sur  In  courbe  (I  j.  Parmi  les  entiers  m«  m,....,  wi„  ....  un  au  moins 
est  nul,  sans  quoi  f(x,  y)  serait  divisible  par  une  puissance  de  x.  On  voit 
que  In  forme  de  l'équation  (1)  est  un  peu  plus  générale  que  celle  adoptée 
par  M.  Painvin  ;  on  oblien  Ira  celte  dernière  en  supposant  «/=  i. 

Je  suppose  que  y  soit  in  Uniment  petit  du  I"  ordre,  et  qu'un  mette  dans 
f\.v,y),  au  lieu  de  j\  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  l  +  t{t>0). 
L'expression  x"'[p  —  m,-i-al}  est  infiniment  petite  d'ordre /' -h  n,-+- wn<. 
Donc  l'ordre  de  f\.f,y)  est  le  minimum  de  cette  dernière  expression,  quand 
on  y  fait  varier  l'indiee  i.  La  seule  exception  à  celle  régh'  a  lieu  si  l'infini- 
ment  petit,  qu'on  substitue  à  x,  a  pour  partie  principale  celle  d'une  racine 
de  l'équation  (I).  L'ordre  f[x,y)  s'éléveraildans  ce  cas. 

Je  considère  maintenant  une  seconde  courbe  se  composant,  au  point  0, 
de  f  brandies  ayant  avec  l'axe  des  y  des  contacts  d'ordre  u  D'après  «  que 
je  viens  de  dire,  et  conformément  au  théorème  11,  le  nombre  des  intersec- 
tions des  deux  courbes,  réunies  au  point  U,  est  égal  à  o  fois  le  miiiiiii'iii 
de/f  +  flj  +  tm,.  Comme  p}>  est  le  produit  des  multiplicités  du  point  0  sur 
les  deux  courbes,  je  vois  que  l'ordre  total  du  contact  des  deux  courbes  eut 
le  minimum  de  f.{a,  +  zm,},  sauf  toutefois  l«ras  d'eseption  sigua'é  plus 
haut. 

Soit,  connue  exemple, 

(S)  0=z  *■[*  -  f]  +  [*  +  >]  +  ..'. 

l'équation  de  la  seconde  courbe,  ordonnée  comme  f{x,y).  Un  voit  aisément 
que,  parmi  les  «  branches  de  courbe  qui  passent  en  0,  il  un  est  a  dont  iiy 

est  la  tangente,  et  que  l'ordre  commun  de  leur  contact  avec  Oi/est-.Si, 

d'ailleurs,  je  laisse  aux  polynômes  qui  figurent  dans  (i)  cl  (2)  toute  leur 
généralité,  le  cas  d'exception  n'a  pas  lieu.  Donc,  en  appliquant  le  résultat 

précédent,  et  faisant  f^!i,i=-,  j'ai  cette  conclusion  : 

L'ordre  lolal  du  contact  des  courbes  (1  )  et  (2)  an  point  0  est  le  minùmtm 
de  wij  -I-  c.»ij< 

lin  supposant  a  ~  1,  et  n,  =  i,  ou  obtient  l'élégante  solution  que  M,  Pain- 
vin  a  donnée  pour  ce  cas  particulier  du  prob'ème,  et  à  laquelle  j'ai  fait 
précédemment  allusion. 

Si  la  seconde  courbe,  au  lieu  de  contenir  en  0  un  seul  groupe  de  bran- 
ches ayant  des  contacts  du  même  ordre  avec  Oy,  coût  i  "Ut  plusieurs  groupes 
analogues,  ce  n'est  plus  le  minimum  de  pf^-ltm,)  que  l'on  devra  cher- 
cher, mais  bien  le  minimum  de  |>{n( -h  «Mi) -H  (>'(«>  +  «'"'j)  +  .,.,  en  sup- 
posant toujours,  bien  entendu,  mis  de  côté  le  cas  d'exception  dont  j'ai 
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parlé,  et  sur  lequel  je  reviendrai  dans  la  dernière  partie  de  ce  travail.  Ce 
que  Ton  doit  chercher,  c'est  d'exprimer  ce  minimum  au  moyen  des  nombres 
qui  interviennent  dans  l'équation  de  la  seconde  courbe,  et  qui  y  sont  ana- 
logues à  mu  at.  J'y  parviendrai,  comme  on  va  le  voir,  assez  rapidement,  en 
faisant  usage  du  parallélogramme  de  Newton,  dont  je  modifie  très-légère- 
ment la  définition  pour  l'approprier  à  mon  objet  actuel. 
3.  Je  reprends  l'équation  (1),  et  je  marque,  sur  un  plan,  des  poinfs 

Po>Pi»**mP<9  ••  i  dont  les  coordonnées,  par  rapport  à  des  axes  rectangulaires, 
soient 

Xo=fl*oi  y0=o, 

•  .  •  •  f     ••••• 

Comme  il  a  été  dit  plus  haut,  si  l'on  fait  y  infiniment  petit  du  1er  ordre, 
et  x  infiniment  petit  d'ordre  î  -f- 1 ,  Tordre  de  f{x9y)  surpasse  p  de  la  plus 
petite  des  quantités  a<  +  tmt.  Je  figure  ces  quantités  en  traçant  une 
droite  D  passant  par  l'origine  des  coordonnées  et  faisant  avec  la  direction 
négative  de  l'axe  des  x  l'angle  0»  dont  la  tangente  est  s.  J'ai  ainsi 

ai  4-  ««î  =  Y*  4-  tgia.Xi  =     ' 


COSw 


Si  étant  In  distance  du  point  P<  à  la  droite  D. 

Ainsi  le  groupe  de  termes  d'ordre  le  moindre  dans  f{x,y)  correspond  au 
point  P<  dont  la  distance  à  D  est  minima.  On  remarquera  d'ailleurs  que, 
dans  un  tel  groupe,  un  seul  terme  est  de  l'ordre  p-J-a^-f-im*;  c'est  celui 
qui  contient  y  à  la  puissance  p  —  m<-f-a*.  Par  conséquent,  le  cas  d'excep- 
tion dans  lequel  la  partie  principale  de  x  est  celle  d'une  racine  de  (1),  et 
où  les  termes  d'ordre  minimum  disparaissent,  ne  peut  se  produire  que  si 
deux  points  au  moins,  tels  que  i\,  sont  à  la  distance  minima  de  D.  De  là 
cette  conclusion  facile  que,  si  une  droite  contient  plusieurs  points  P  et 
sépare  l'origine  de  tous  les  autres,  et  si  les  points  extrêmes  qu'elle  contient 
sont  ?t  et  P<+j,  l'équation  (1)  admet  mt  —  ml+j  racines  x  infiniment 
petites  d'ordre  i  -H*?,  u  étant  la  tangente  de  l'angle  que  fait,  avec  la  direc- 
tion négative  de  l'axe  des  r,  la  droite  considérée.  Par  suite,  on  n'aura  qu'à 
tracer  un  polygone,  tournant  sa  convexité  vers  l'origine,  ayant  pour  som- 
mets defc  points  Pi  et  séparant  l'origine  de  tous  les  autres,  pour  obtenir  la 
figuration  des  diverses  quantités  telles  que  u,  et  du  nombre  des  racines  .tf 
auxquelles  elles  se  rapportent. 

Tout  ceci  est  trop  semblable  à  la  célèbre  règle  du  parallélogramme  de 
Newton,  pour  qu'il  sot  utile  d'entrer  dans  plus  de  détails* 


four  abréger,  je  désignerai  le  polygone  donl  je  viens  de  parler,  et  rela- 
tifs f{x,tj),  par  ne  mol  :  le  polygone  (f). 
Soit  maintenant  une  seconde  courbe  dont  l'écjualiou  est 

(3)     0  =¥(*,f)  =  ^_h]  +a?>\*-tt  +  ,,!  +  ...  +  &[*-«,  +  ,,  |  +  ..., 

ordonnée  comme  f(x,y);  en  sorte  que  a,,»., ...,  a,,...  sont  des  enliors  crois- 
sants, donl  le  premier  esl  au  moins  égal  à  l'unité. 

Nous  nous  proposons  de  chercher  l'ordre  total  du  contact  de  cette  courbe 
avec  la  courbe  (1)  au  point  0. 

Nous  figurons  <p,  comme  f,  par  des  points  il,,  el  nous  considérons  encore 
un  polygone  (?),  défini  comme  le  précédent. 

Nous  supposerons  en  plus,  pour  le  moment,  el  celle  hypothèse  dispa- 
raîtra plus  loin,  que  le  polygone  (?)  sépare  l'origine  de  tous  les  pointa  P,  en 
sorte  que  le  polygone  {f)  est  entièrement  à  droite  de  (?). 

Je  suppose  que  l'équation  (3)  admetle  un  groupe  de  p  racines  x  inliui- 
menl  petites  d'ordre  i -f- «,  pour  y  infiniment  pilit  du  1"  ordre.  Ku 
appliquant  à  s  ce  qui  a  été  dit  pour  f,  je  vois  que  <  est  la  tangente  de 
l'angle  a  que  fait  avec  la  direcliun  négative  de  l'axe  des  x  un  cerlain  cùtc  .\ 
du  polygone  (*),  et  que  p  esl  la  projection  de  ce  côté  sur  l'axe  dus  x.  far 

suite,  — t-  esl  la  longcur  1  de  ce  côté.  D'ailleurs,  si  II  est  la  parallèle  menée 

par  0  à  A,  et  St  la  dislance  de  l\  à  [),  nous  avons  trouvé 


ix  '  "      cosu 

Comme,  par  hypothèse,  0  et  P,  sonl  de  part  el  d'autre  de  A,  la  quau- 
tité  Àôj  est  le  double  de  la  somme  des  aires  des  triangles  ayant  le  coté  a 
pour  base,  et  pour  sommets  les  points  0  et  IV  Le  premier  de  ces  triangles 
ne  dépend  pas  du  point  P(.  Quant  au  second,  on  voit  aisément  qu'on  le 
rendra  minimum  en  prenant  pour  I',  un  sommet  du  polygone  (f),  tellement 
choisi  que  les  directions  d»s  côlëa  qui  y  aboutissent  comprennent  entre  elles 
celle  de  A. 

J'ai  à  considérer  ensuite  d'autres  groupes  de  racines  de  ?.  Soit  p'  le  nombre 
des  racines  d'un  de  ces  groupes,  et  soit  aussi  1  +■'  leur  ordre.  Il  y  cor- 
respond un  autre  côté  a'  du  polygone  (y). 

La  quant  ilè  pin,  ■+■  t'm,)  est  représentée  par  le  double  de  l'aire  du  triangle 
de  sommet  0  et  de  la  base  *',  augmenté  du  double  de  l'aire  du  triangle  de 
sommet  Pi  cl  de  même  base,  et  ainsi  de  suite. 
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J'ai  d'ailleurs  à  chercher  le  minimum  de 

pour  obtenir  Tordre  total  du  contact  des  courbes  (1)  et  (3).  Ce  nombre  est 
donc  égal  au  double  de  Taire  comprise  entre  les  axes  et  le  polygone  (?), 
augmenté  du  double  de  la  somme  des  aires  minima  des  triangles  construits 
sur  les  côtés  successifs  de  ce  polygone  et  ayant  pour  sommets  des  points  P. 

Rien  n'est  plus  aisé  que  de  trouver  la  règle  pour  former  ce  minimum. 
Je  ne  m'y  arrête  pas  ici.  Je  remarque  seulement  que  les  divers  triangles  de 
sommets  P<,  P,,  ...,  dans  la  figure  qui  fournit  Taire  minima,  n'empiètent 
pas  les  uns  sur  les  autres,  en  sorte  que  Ton  peut  dire  que  :  La  moitié  de 
V ordre  total  du  contact  de  (1)  et  (3)  est  égale  à  l'aire  comprise  entre  les  axes 
et  une  ligne  polygonale  aboutissant  à  ces  axes,  et  ayant  alternativement 
]H)ur  sommets  des  points  P  et  des  sommets  de  (y),  de  manière  que  cette  aire 
soit  minima. 

J'ai  supposé  que  le  polygone  (?)  séparait  Torigine  de  tous  les  points  P. 
Je  suppose  qu'en  outre  tous  les  points  n  soient  compris  entre  le  polygone  (?) 
et  le  polygone  (/}.  Dans  cette  hypothèse,  on  peut  modifier  le  dernier  énoncé 
et  dire  que  : 

La  moitié  de  V ordre  du  contact  de  (i  )  et  (3)  est  égale  au  minimum  de  Vaire 
comprise  entre  les  axes  et  une  ligne  polygonale  aboutissant  h .  ces  axes  et 
ayant  pour  sommets  alternativement  un  point  n  et  un  point  P. 

Pour  traduire  ce  résultat  en  une  formule  algébrique  sans  qu'il  y  ait  au- 
cune ambiguïté,  je  vais  supprimer  a  priori  un  certain  nombre  de  termes 
dans  les  équations  proposées.  A  cet  effet,  j'observe  qu'un  point  n<  ne  peut 
faire  partie  du  polygone  (?),  si  l'exposant  correspondant  ^  n'est  pas  infé- 
rieur à  tous  les  nombres  p  d'indices  moindres.  Comme  je  sais  d'ailleurs 
que  ce  sont  les  sommets  du  polygone  qui  doivent  intervenir  seuls  pour  la 
solution,  je  peux  supprimer  un  tel  point.  Il  en  est  de  môme  pour  les 
points  P.  En  d'autres  termes,  je  puis  supposer  que,  dans  les  équations  (1) 
et  (3),  les  nombres  n^m^  .  .  et  t*0,  /xt, ...  vont  en  décroissant  quand  leurs 
indices  croissent. 

Soit  alors  £-+-1  le  rang  du  dernier  groupe  de  termes  subsistant  dans 
<t(x,y).  Je  peux  supposer  p*  =  0,  c'est-à-dire  <t(x,y)  non  divisible  par  x. 
Parmi  les  points  n,  il  en  est  un  sur  Taxe  des  #,  c'est  n0;  et  un  sur  Taxe 
des  y,  c'est  n*.  Je  peux,  dans  tous  les  cas,  supposer  que  la  ligne  polygo- 
nale, limite  de  Taire  considérée,  part  de  n0  et  aboutit  à  nk. 

Une  quelconque  de  ces  lignes  polygonales  peut  être  définie  comme  il 
suit.  Parmi  les  points  nt,  n,,..  ,  IU_  i,  j'en  choisis  quelques-uns.  Soit  rieur 
nombre.  Leurs  indices  seront  r  nombres*  compris  entre  1  et  k —  i  inclu- 
sivement. Je  les  désigne,  dans  Tordre  croissant,  par  (1),  (2), ...,  (r).  Parmi 
tous  les  points  P,  j'en  choisis  de  même  r  -f-  i .  Leurs  indices  seront  r  4-  i 
m  tt 


nombres  compris  entre  wro  et  l'indice  supérieur  des  points  V  inclusive- 
menl.  Je  les  désigne,  dans  l'ordre  croissant,  par  [1],  [2],...,  [r -4-1].  En 
niellant  simplement  l'indice  pour  représenter  chaque  poinl,  j'iii  ainsi  une 
ligne  polygonale 

0[l](l)[21(2)...M(r  +  1]t. 

C'est  celle  ligne  que  l'on  doit  Taire  varier,  tant  en  changeant  ses  som- 
mets, sauf  les  extrêmes,  qu'en  modifiant  le  nombre  de  ces  sommets,  de 
manière  à  rendre  minima  l'aire  comprise  entre  cette  ligne  et  les  deux 
axes. 

Je  considère  la  portion  de  celte  aire  comprise  dans  le  quadrilatère  formé 
par  l'origine  et  les  points  (i),  [i-t-l]  et  (î-+-lj,  Son  double  a  pour  expres- 
sion "il.-!.. 

S(=3B[(+i)Ù»(0  — Wi+i]t  +  "t[i4-il(«(l+0— ■«)••■  '    ■■■ 

Le  double  de  l'aire  totale  est         , 

S=SB-t-Si-f-...  +  Sf.  ■ 

Pour  exprimer  ce  résultat  d'une  manière  plus  simple,  je  donne  une.  dé- 
signation uniforme  aux  coordonnées  des  sommets  successifs  de  celte  ligne 
polygonale. 

J'appelle  A,,  Mj  les  coordonnées  du  sommet  de  rang  J-+-1.  Le  sommet  (i) 
occupe  le  rang 2i -(■■'!,  elle  sommet  [i]  le,  rang  Si.  J'ai  donc  ,,.    ,     , 


A„_i  =  alr„  MM_,  =  m[i1, 

■W  =  «(.),        M«  =  W), 

Alr+i  =  «(»),     M,r+,  =  0. 
Soit 

AJ+1Mj  -Hi+1Aj  =  ïj; 
j'ai 

S,— !,,  +  :£„  +  ,. 

Par  suite 

S  =  Sv  +  l,  +  ...  +  2u  +  l. 

Telle  est  l'expression  dont  le  minimum  fournira  le  nombre  que  l'on 
cherche.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  cette  formule  n'est  établie  que 
dans  l'hypothèse  où  tous  les  points  n  sont  compris  entre  les  polygones  (?) 
et  (/).  Je  vais  maintenant  montrer  que  celte  restriction  peut  être  écartée,  et 
que  mon  dernier  résultai  en  est  affranchi. 

On  assure  la  réalisation  de  l'hypothèse  que  je  viens  de  rappeler,  en  don- 
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nant  à  la  figure  formée  par  les  points  P  une  translation  suivant  la  direction 
positive  de  Taxe  des  x.  Ceci  revient  à  multiplier  f[x,y)  par  une  puissance 
de  x.  11  est  vrai  que,  de  la  sorte,  aucun  des  points  P  ne  se  trouve  plus  sur 
Taxe  des  y.  Hais  on  peut  remarquer  que,  dans  ce  qui  précède,  on  n'a  pas 
supposé  qu'il  y  en  eût.  Les  conclusions  ne  sont  donc  pas  troublées.  Mais 
on  a  Tait  subir  au  nombre  cherché  une  augmentation  dont  il  faut  actuelle- 
ment tenir  compte. 

En  multipliant  /(#,y)  par  a?\  j'augmente  Tordre  total  du  contact  des 
deux  courbes,  f  et  ?,  d'un  nombre  égal  à  celui  de  y  avec  l'axe  des  y% 
répété  \  fois.  Cette  augmentation  est  donc  X«*.  Pour  obtenir  Tordre  total 
du  contact  def  et  *,  j'ai  donc  :  1°  à  augmenter  chaque  nombre  m,  dans 
l'expression  S,  de  la  quantité.  fixe*;  2°  à  retrancher^.  Or  la  première 
opération  conduit  à  augmenter  chaque  nombre  S,  de  >(a(,+1) — a(()).  Par 
suite,  S  qui  est  la  somme  des  nombres  S<,  se  trouve  augmenté  de  >«* ,  c'est- 
à-dire  précisément  du  nombre  qu'il  faut  retrancher  ensuite.  Donc,  ainsi 
que  je  l'ai  annoncé,  les  résultats  ci-dessus  sont  affranchis  de  l'hypothèse 
qui  a  servi  à  les  établir. 

La  généralité  de  ces  résultats  étant  reconnue,  on  peut  maintenant  sup- 
poser que  f(x,y)t  ainsi  que  ?(#,?)>  ne  contient  pas  le  facteur  x.  Ceci  permet 
de  prendre  les  couples  extrêmes  de  nombre  À,  M,  dans  Tune  ou  l'autre 
des  équations,  pour  former  les  diverses  valeurs  de  S,  entre  lesquelles  on 
aura  à  choisir  la  plus  petite. 

Pour  énoncer  sous  forme  de  théorème  les  résultats  obtenus,  de  telle  sorte 
qu'ils  soient  applicables  à  tous  les  cas,  je  donnerai  au  nombre  ainsi  calculé 
le  nom  de  premier  surcroît  d'intersection  des  branches  des  deux  courbes, 
tangentes  à  Taxe  des  y.  J'ai  supposé  jusqu'ici  que,  si  deux  branches  des 
deux  courbes  ont  avec  la  tangente  commune,  à  l'origine  des  coordonnées, 
un  contact  du  même  ordre,  elles  ont  aussi  entre  elles  un  contact  de  ce 
même  ordre.  Dans  cette  hypothèse,  le  premier  surcroit  d'intersection  n'est 
autre  chose  que  Tordre  total  du  contact  cherché.  Quand  cette  hypothèse 
n'a  plus  lieu,  il  n'en  est  plus  de  même.  Ainsi  que  je  Tai  déjà  annoncé,  je 
traiterai  plus  loin  ce  cas,  et  j'aurai  encore  à  y  faire  usage  du  nombre  calculé 
comme  il  vient  d'être  dit.  C'est  en  vue  de  cet  usage  que  j'adopte  ici* 
pour  ce  nombre,  une  dénomination  particulière.  Cette  définition  posée, 
voici  le  théorème  : 

Théorème  III.  —  Soient  deuc  courbes  représentées  par  les  équations  enm 
tières 

Qzzzx^lp  —  m0]  +  *"«[p  -  mt  +  a,]  -h  ...  H-  xm*[p  —  m<  +  at]  +  .*., 

dans  lesquelles  [n]  représente  un  polynôme  homogène  en  x  et  y,  de  degré  ri, 
non  divisible  par  x,  où  les  entiers  a  croissent  avec  leurs  indices,  le  premier 
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étant  au  m'oins  égal  à  l'unité,  et  où  il  en  est  de  même  des  entiers  a..  On  fera 
abstraction  de  ions  les  termes  de  la  première  équation,  dans  lesquels  l'expo- 
sant m  n'est  pas  inférieur  à  tous  ceux  qui  le  précèdent  ;  et  de  même  dans  la 
seconde  équation,  à  l'égard  des  exposants  u.  l'armi  les  termes  qui  subsistent, 
on  prendra  le  premier  terme  de  l'une  des  équations,  puis  un  quelconque  de 
rang  t  dans  l'autre,  puis  un  quelconque  de  rang  t'  dans  la  première,  puis  un 
terme  de  rang  supérieur  à  t  dans  la  seconde,  un  terme  de  rang  supérieur  à  t' 
dan*  la  première,  cl  ainsi  de  suite  eu  alternant,  sans  jamais  relroarader  dans 
une  même  équation,  et  en  terminant  par  le  dernier  terme  de  I  une  des  deux 
équations.  Soient  M;,  A,  les  deux  nombres  m,  à,  ou  a,  k,  caractérisant  If 
terme  auquel  on  à  ainsi  assigné,  le  rang  i  +  1 .  On  formera  la  somme  des 
expressions 

A,+1M(- A,Ml  +  i. 

Le  minimum  de  telle  somme  est  le  premier  surcroît  d'intersection  des 
branches  des  deux  courbes  tangentes  à  Vaxe  de»  y,  à  l'origine  des  coor- 
données. 

d'après  les  raisonnement!  employés  ci-ik*ssus,  il  est  Irès-aisë  de  démon- 
trer la  proposition  suivante  que  je  me  borne  à  énoncer. 

TiitoHÊiiK  IV.  —  Si  l'on  a  soin  de  rejeter  les  combinaisons  i/d/ii  lesquelles 
quelques  cléments 

'  '  -'A(+1'Hi-A(»1  +  i 

de  la  somme  ci-dessus  seraienlnuls,  et  gue,  dans  ces  conditions,  le  minimum 
decette  somme  s'obtienne  d'une  seule  manière,  ce  minimum  n'est  autre  que 
l'ordre  total  du  contact  des  branches  des  courbes  tangentes  à  l'axe  des  y,  à 
l'origine  des  coordonnées. 

H  importe  de  remarquer  que  la  réciproque  de  celle  proposition  ne  serait 
pas  exacte. 

Cour  l'application  du  théorème  111,  on  peut  manifestement  prendre  les 
termes  extrêmes  à  volonté  dans  l'une  ou  l'autre  dus  équations  cl  s'abstenir 
de  les  faire  varier.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  u,  =0,  la  seconde 
équation,  bornée  aux  termes  convenables,  ainsi  qu'il  est  dit  dans  l'énoncé 
du  théorème,  se  réduit  à  deux  termes 

0  =*«[*- ^  +  [*  +  «,]. 

Je  prends  ces  deux  termes  pour  eulrêmes.  Je  n'y  peux  intercaler  qu'un 
seul  terme  de  la  première  équation.  J'ai  donc 

M0  =  K,    M,  =  .,.,,    Mî  =  0, 
A0  =  <1,     A,  =  si,      Ai  =  «i. 
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La  somme  à  considérer  se  réduit  à 


dont  le  minimum  fournit  le  premier  surcroit  cherché.  On  voit  donc  que  le 
théorème  Itl  contient  le  résultat  particulier  déjà  trouvé  précèdemmenl. 

4.  Pour  former  le  minimum  qui,  suivant  le  théorème  III,  fournit  le  sur- 
croit cherché,  on  peut  former  toutes  les  combinaisons  différentes  dès 
termes  des  deux  équations.  On  peut  y  parvenir  aussi  d'une  manière  géné- 
ralement plus  rapide  en  suivant  une  règle  que  je  vais  énoncer.  Celte  règle 
n'est  autre  chose  que  la  traduction  algébrique  du  procédé  géométrique  le 
plus  simple  pour  former  le  minimum  de  l'aire  qui  a  été  considérée  èi-des- 
sus.  Voici  cette  règle  : 

Règle.  —  Dans  la  première  des  équations  du  théorème  ///,  considérons  les 

nombres  — — — .  Soit  L  le  plus  petit  d'entre  eux,  et  n  le  plus  grand  indice 

pour  lequel  on  ait  — " —  =  L.  Considérons  ensuite  les  nombres  a*      ?" , 

*n0— mn  tnn^mi 

pour  les  valeurs  de  i  supérieures  à  n,  et  soit  n'  le  plus  grand  indice  i  qui 

donne  à  ce  nombre  sa  valeur  minima  L'.  Considérons  ensuite  les  nombres 

— —  pour  les  valeurs  de  i  supérieures  à  n',  et  soit  L"  le  plus  petit 

d'entre  eux,  et  ainsi  de  suite.  Nous  formons  ainsi  des  nombres  L,  L',  L",..., 
qui  vont  en  croissant. 

Relativement  à  la  seconde  des  équations  du  théorème  III,  nous  formons,  de 
la  même  manière,  des  nombres  A,  a',  a",.... 

Rangeons  tous  les  nombres  L  et  A  par  ordre  de  grandeur  en  commençant 
par  le  plus  petit.  Nous  formons  ainsi  une  suite  de  groupes  alternativement 
composés,  les  uns  de  nombres  L,  les  autres  de  nombres  A.  Considérons  le 
premier  nombre  de  chacun  de  ce%  groupes  sauf  le  premier,  et  prenons,  parmi 
les  deux  couples  de  nombres  m,  a  ou  p,  a,  qui  figurent  dans  son  expression, 
celui  dont  V indice  est  le  plus  petit.  Nous  avons  ainsi  une  série  de  toupies  de 
nombres  (M0,A0),  (Mt,Aft),....  Joignons-y  le  couple,  d'indice  le  plus  grand, 
qui  figure  dans  le  dernier  nombre  de  V avant-dernier  groupe. 

Ces  couples  de  nombres  (M, A)  sont,  dans  l'ordre  même  où  nous  les  rencon- 
trons, ceux  qui  fournissent  le  minimum  mentionné  au  théorème  III. 

Chaque  nombre  tel  que  L  est  la  tangente  de  l'inclinaison  d'un  côté  du 
polygone  (f)  sur  l'axe  des  x  ;  en  d'autres  termes»  1 -+-L  est  l'ordre  d'infini- 
ment petit  auquel  appartient  un  groupe  de  racines  x  de  la  première  équa- 
tion, y  étant  supposé  du  premier  ordre. 

Le  dénominateur  de  L  est  égal  au  nombre  de  ces  racines.  Donc  un 
nombre  A  ne  peut  être  égal  à  un  nombre  L,  que  si  les  deux  équations  con- 
sidérées admettent  des  racines  x,  infiniment  petites  du  mAme  ordre.  Ce 


n'est  aussi  que  dsiu  ce  dernier  cas  que  l'ordre  Iota!  du  contact  peut  sur- 
passer te  premier  sure  rail.  Ou  peut  donc  ajouter  a  la  règle  précédente 
celte  remarque,  qui  s'accorde  avec  le  théorème  IV  : 

Si  aucun  des  nombres  \  n'est  égal  ù  an  des  nombres  L,  lepremier  surcroît 
d'intersection  des  branches  des  deux  courbes  tangentes  à  l'axe  des  y,  a  l'ori- 
gine des  coordonnées,  est  égal  à  l'ordre  total  de  leur  contact. 

A  peine  esl-il  besoin  faire  observer  que  : 

Si,  au  contraire,  deux  nombres  L,  V  sont  égaux,  on  peut,  pour  ï applica- 
tion de  la  règle  ci-dessus,  en  intervertir  l'ordre,  sans  troubler  le  résultat. 

L'application  de  la  règle  que  je  viens  de  donner  est  simple  et  rapide.  J'en 
donnerai  un  exemple  : 

Exemple.  —  Désignant  par  n  un  entier  positif,  je  pose 

m,=  (n  —  i)*,  4  =  i,     i  =  0,1 ,2, . .. ,  n, 

„=iiL=m--i±>),  „=i,  ,=0,u h 

Il  yan  nombres  L,  et  l'on  a 

t  _  m  —  at_i  _     1  l_1jo 

•*  —  —.   .!_-.  —  «._»ri'.   k  — i,a,...,«. . 


U  y  a  Su  nombres  a,  et  l'on  a 


_**—  »t_i 


t=i,ï,...,a». 


Dans  cet  exemple,  se  présente  la  particularité  L»=Artl  dont  il  vient 
d'être  question  :  il  y  a  plusieurs  manières  de  ranger  les  nombres  L  et  A  par 
ordre  de  grandeur.  J'en  choisis  une 

j'ai  ainsi 

M*=  (»-i)«.  A*  =  i,  .■=0,l,2„..,(»-3), 

Ï,,+I  =  (n— i-IKta-W-i).    A„+i  =  2i+2. 

Le  dernier  couple  sera 

M»_,  =  0,    AM..,  =  2ii. 
l'ai  à  former  la  quantité 

que  je  puis  écrire 

S=AlM„  +  2ll,{Ai-M-Al_i). 
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En  groupant  les  termes  suivant  la  parité  de  l'indice  dé  M,  et  à  cause  de 
A«+ 1  —  Ai,_  t  =  2,    A,  =  2,     A«4-i  —  A«  =  1 , 
je  puis  écrire 

S  =  fy  +  î)  +  ï%(n-i)*+2à{n--i--i){în--2i--\) 

_*(*»* +  5)  t  (w  +  l)(n4-2) 

-      3      +— r~s      :■ 

Cette  dernière  valeur  de  S  est  le  résultat  demandé. 

5.  Je  dois  signaler  ici  un  cas  particulier,  celui  où  les  nombres  (p,  a) 
coïncident  avec  les  nombres  (m,  a).  Les  équations,  dans  lesquelles  figurent 
ces  nombres,  donnent  lieu  au  môme  polygone.  Dans  ce  cas,  le  premier 
surcroit  d'intersection  est  égal  au  double  de  Taire  comprise  entre  ce  poly- 
gone et  les  axes.  On  voit  bien  aisément  aussi  que,  pour  appliquer  ici  le 
théorème  III,  on  devra  prendre  simplement  pour  les  couples  successifs 
(H,  A)  des  couples  (m,  a)  dans  l'ordre  croissant  des  indices.  Enfin,  pour 
appliquer  la  règle  du  paragraphe  précédent,  on  prendra  pour  les  couples 
(ro,a)  donnant  le  minimum,  tous  ceux  qui  figurent  dans  les  expressions 
des  nombre  h. 

On  voit  ainsi  comment  les  résultats  généraux  acquis  jusqu'à  présent 
s'appliquent  au  cas  particulier  considéré.  J'en  veut  maintenant  tirer  une 
importante  conséquence  ;  à  savoir  le  procédé  pour  calculer  l'abaissement 
produit  dans  la  classe  d'une  courbe  par  un  point  singulier. 

Pour  un  instant  encore,  je  raisonne  sur  les  deux  courbes  /et  p,  définies 
au  théorème  III,  en  supposant  que  les  couples  successifs  de  nombres  p,  a 
soient  respectivement  égaux  aux  couples  de  nombres  m,  a. 

A  chaque  branche  B  de  fy  tangente  à  Taxe  des  y,  à  l'origine  des  coor- 
données, on  peut,  dans  le  cas  actuel,  taire  correspondre  une  branche  B' 
de  j,  ayant  avec  la  même  droite,  au  même  point,  un  contact  du  même 
ordre,  et  inversement.  Du  nombre  S,  qui  est  le  premier  surcroit  d'intersec- 
tion de  toutes  les  branches  B  avec  toutes  les  branches  B',  je  retranche  le 
nombre  T,  premier  surcroît  d'intersection  des  couples  de  branches  cor- 
respondantes. De  la  sorte,  si  C,C  sont  deux  autres  branches  correspon- 
dantes, et  si  je  désigne  abréviatement  par  (BC)  le  premier  surcroît  d'inter- 
section de  B  et  de  C,  le  nombre  S —  T  se  compose  d'une  somme  d'éléments 
tels  que  (BC')  -h  (OB'). 

Je  rappelle  que,  par  définition,  le  premier  surcroit  d'intersection  de 
deux  branches  n'est  autre  chose  que  l'ordre  de  leur  contact,  si  elles  ont  avec 
la  tangente  commune  des  contacts  d'ordres  différents;  si,  au  contraire,  elles 
ont  avec  cette  tangente  des  contacts  du  même  ordre,  c'est  précisément  cet 
ordre.  D'après  cela,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  étendre  cette  définition  à 
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deux  brandies  II,  G  d'une  même  courbe.  Ceci  élanl  convenu,  j'ai,  dans  le 
cas  actuel, 

(KC')  =  (CB,)  =  (DC). 

Par  suilc,  S  —  T  se  compose  du  double  de  !a  somme  des  éléments  lels  que 
(BC).  En  d'autres  termes,  S  —  T  est  le  double  du  premier  surcroît  d'intersec- 
Uon  de  toutes  les  brandies  de  f,  tangentes  à  l'aie  des  y,  1  l'origine  des 
coordonnées,  prises  deux  u  (ieuï  de  toutes  les  manières,  bans  des  cas  par- 
ticuliers, ce  premier  surcroit  esl  précisément  égal  a  la  somme  des  ordres 
des  contacts  de  009  branches  entre  elles.  Dans  le  ras  général,  c'est  un 
élément  de  celte  somme,  dont  l'usage  apparaîtra  dans  le  paragraphe  sui- 
vant. 

Or,  d'après  M.  Cayley,  si  p  est  l'ordre  de  multiplicité  d'un  point  singulier, 
ce  point  produit  dans  la  classe  un  abaissement  égal  ù  p(p —  1),  augmenté 
du  douille  de  la  somme  dos  ordres  des  contacts  des  branches  qui  y  passent, 
prises  deux  iidoux.  On  voit  donc  que  S  —  Test,  dans  le  cas  général,  un  pre- 
mier élément  du  nombre  que  l'on  doit  ajouter  à  p(p—l),  pour  obtenir  l'a- 
baissement de  classe  du  au  point  singulier. 

Je  l'appelle  premier  surcroil  d'abaissement  de  dusse,  relatif  aux  branches 
considérées.  Pour  Ere  eu  mesure  de  le  ealculer.il  me  suffit,  connaissants, 
de  chercher  l'expression  de  T. 

Je  considère,  à  cet  effet,  un  côté  du  polygone  (/"),  elsoient  B,  G,.,,  les 
branches  qui  lui  correspond  en!.  Leur  nombre  est  égal  n  la  projection  de  ce 
coté  sur  l'axe  des  X,  et  l'ordre  commun  de  leur  contact  avec  la  tangente  est 
la  tangente  de  l'inclinaison  de  ce  côté  sur  l'axe  des  x.  l'ai-  tuile,  la  somme 
des  ordres  de  leurs  contacts  avec  la  tangente  esl  égale  à  la  projection  du 
même  roté  sur  l'axe  des  y.  Celle  somme  n'est  pas  autre  chose  que 
(BB')-t-(CC')-t- ....  Je  considère  successivement  tous  les  côtés  du  poly- 
gone (f),  el  je  conclus  que  T  est  égal  à  la  projection  de  ce  polygone  sur 
l'axe  des  y,  c'est-à-dire  au  dernier  des  nombres  a.  De  là,  en  premier  lieu, 
cet  énoncé  géométrique  : 

TiiÈOBÈiiK  V.  —  Etant  donnée  la  courbe  f{x,y)  =  U,  traçons  le  polygone  f/)i 
ainsi  qu'il  a  été'  expliqué  au  paragraphe  3;  joignons  le  point  où  ce  polygone 
rencontre  l'axe  rfes  y  au  point  situé  sur  l'are  des  x  et  ayant  pour  abscisse 
l'unité.  L'aire  comprise  entre  cette  dernière  droite,  l'axe  des  x  et  le  polygone, 
est  égale  ù  la  moitié  du  premier  surcroit  d'abaissement  de  classe  dû  aux 
branches  de  la  courbe  tangentes  à  l'axe  des  y,  à  l'origine  des  coor- 
donnée*. 

On  remarquera  ici  que  :  Si  aucun  côté  du  polygone  (f)  ne  contient  plus  de 
deux  points  représentatifs  de  f(x,y),  ce  premier  surcroit  est  égal  au  double 
de  l'ordre  total  dit  contact  des  branches  considérées  entre  elles. 

J'ai,  en  second  lieu,  sous  une  forme  anajogue  à  celle  du  théorème  III  : 
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Théorème  VI.  —  L'équation  d'une  courbe  étant  réduite  comme  il  est  dit  au 
théorème  III,  et  aH  étant  le  dernier  des  nombres  a,  on  prendra  une  suite  de 
couples  m,  a,  dans  ïordre  croissant  des  indices,  en  y  comprenant  les  extrêmes. 
Soit  M„An  le  couple  m,  a,  qui  occupe  ainsi  le  rang  *  H- 1 . 

Le  premier  surcroît  d'abaissement  de  classe,  relatif  aux  branches  de  la 
courbe  tangentes  à  l'axe  des  y,  à  l'origine  des  coordonnées,  est  le  minimum  de 
l'expression 

Semblablement  au  théorème  IV,  j'ai  cette  proposition  : 

Théorème  VIL  —  Si  le  minimum  de  cette  somme  s'obtient  d'une  seule  ma- 
nière) ce  minimum  est  égal  à  ïordre  total  du  contact  des  branches  considérées 
entre  elles. 

J'ai  enfin,  pour  former  le  minimum,  une  règle  analoge  à  celle  du  para- 
graphe IV  : 

Règle.  —  Pour  former  le  minimum  indiqué  au  théorème  VI }  on  n'aura 
qu'à  prendre  pour  les  couples  M, A,  les  couples  de  nombres  m,a,  qui  figurent 
dans  les  expressions  des  nombres  L,  dont  la  formation  est  expliquée  dans  la 
règle  du  paragraphe  4,  et  en  respectant  leur  ordre. 

J'applique  celte  dernière  règle  à  l'exemple  cité  plus  haut,  à  savoir 

m<  =  (n  — t)*,    a<  =  t,    t  =  0,1 ,2, ...,  n. 

Je  trouve,  pour  le  surcroit  cherché,  ^(n*  —  1).  Il  est  facile  de  voir 

que,  dans  cet  exemple,  le  théorème  VII  a  lieu.  Ainsi  le  nombre  indiqué  est 
précisément  égal  à  l'ordre  total  du  contact  des  branches  considérées  entre 
elles,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  forme  des  polynômes  qui  entrent  dans 
l'équation  de  la  courbe. 

6.  Dans  ce  paragraphe,  je  vais  m'occuper  du  cas  le  plus  général  de  l'in- 
tersection de  deux  courbes  en  un  point  singulier,  et  montrer  quel  usage  on 
peut  faire  alors  des  résultats  obtenus  précédemment.  J'invoquerai  quelques 
propositions  contenues  dans  mon  Mémoire  sur  les  points  singuliers  des 
courbes  algébriques,  auquel  je  renvoie  pour  les  démonstrations. 

Soit  f(x,y)  =  0  l'équation  d'une  courbe,  contenant  des  branches  tan* 
génies  à  Taxe  des  y,  à  l'origine  des  coordonnées.  Ces  branches  se  répar- 
tissent, comme  on  sait  (voy.  le  mémoire  cité),  en  un  certain  nombre  de 
systèmes  circulaires,  correspondant  aux  systèmes  circulaires  formés  par 
celle  des  racines  x  de  l'équation,  qui  sont  infiniment  petites  avec  y.  J'en- 
visage un  de  ces  systèmes  circulaires  D.  Soit  uyl  +  Jla  partie  principale 
d'une  racine  appartenant  à  ce  système,  *  et  q  étant  des  entiers  positifs  pre- 
miers entre  eux*  On  sait  que  les  parties  principales  de  toutes  les  autres  ra~ 


cines,  appartenant  au  système  I»,  ont  la  même  expression,  rjiii  est  d'ailleurs 
susceptible  de  i\  valeurs. 

On  sail,  en  outre,  (|ua  chacune  de  ces  y  valeurs  correspond  un  même 
nombre  r  de  racines,  dont  le  nombre  total  est  ainsi  tf.  Je  pose 

fl)  iji  =  y      •',     x,  =  i-ay,. 

J'obtiens  ainsi  une  transformée  f^x^y^j  =  0  de  l'équation  primitive. 

Dans  celle  transformée,  le  système  circulaire  U  se  change  en  outre  D,, 
composé  de  r{q-*-a)  racines x,  infiniment  petites  par  rapport  ây,{ibid.). 

De  même,  tout  autre  système  circulaire  I*'  composé  de  r'/j  racine»  x, 
ayant  uy,  pour  partie  principale,  donne  également  lieu,  dans  la  transfor- 
mée, à  un  système  circulaire  U'„  composé  de  r'iq  +  i)  racines  .r,  infini- 
ment petites  par  rapport  à  yt.  En  d'autres  termes,  ces  systèmes  D.fl'  don- 
lient  lieu  a  desbraficbes  de  la  courbe  transformée  /",,  qui  sont  tangentes  à 
l'a\:o  des  yt,  j  l'origine  des  coordonnées. 

Au  contraire,  tout  système  circulaire  de  racines  x  ayant  une  partie  r*ln- 
cipele  différente  de  ay,,  donne  lies,  dan»  la  transformée,  a  un  système  ciis 
culaire  de  racines  a:,  qui  appartiennent  à  un  ordre  d'infiniment  petit  ne 
surpassant  pas  celui  de  y,.  Si,  en  effet,  x  est  de  l'ordre  de  y„  sans  avoir 
pour  partie  principale  wy„  on  bien  si  x  est  d'ordre  supérieur  a  celui  de  y, , 
x,  est  du  même  ordre  que  y,.  Enfin,  si  x  est  d'un  ordre  inférieur  A  celui 
de  y„  il  en  est  de  même  de  x,.  Dans  tous  les  cas,  à  cette  racine  j,  cor- 
respond une  branche  n'ayant  pas,  a  l'origine  des  coordonnées,  l'axe  des  y, 
pour  tangente. 

Si  maintenant  je  considère  à  part,  dans  la  transformée,  comme  je  l'ai  fait 
précédemment  pour  la  combe  primitive,  les  branches  tangentes  à  l'axe  des 
y,  j'ai  éliminé  toutes  celles  qui  correspondent  aux  racines  x  dont  la  partie 
principale  diffère  de  uyv 

Je  considère,  à  présent,  une  seconde  courbe  <?(.r,y)  =  0,  contenant, 
comme  la  première,  des  branches  tangentes  à  l'axe  des  y,  à  l'origine.  Par 
les  formules  (I),  j'en  déduis  une  transformée  ?,.  Si  uy{  n'est  la  partie  prin- 
cipale d'aucune  racine  de  f,  on  voit  que  y,  n'a  aucune  branche  tangente  à 
l'axe  des  y„  à  l'origine.  L'ordre  du  contact  des  branches  de  f,  et  de  «,,  tan- 
egnles  à  cet  axe,  est  nul.  Et  dans  ce  cas  aussi,  l'ordre  du  contact  des  bran- 
ches de  f,  correspondant  aux  racines  x  dont  la  partie  principale  est  ug„ 
avec  les  branches  de  f,  se  borne  au  premier  surcroit  d'intersection  de  ces 
branches. 

Si,  au  contraire,  uy,  est  la  partie  principale  d'une  racine  de  ?,  les  choses 
changent.  La  transformée  y,  a,  comme  f„  des  branches  tangentes  à  l'axe 
des  yu  à  l'origine  de  coordonnées.  Dans  ce  cas  aussi,  l'ordre  total  du  con- 
tact des  branches  des  deux  courbes  /"et  f,  correspondant  aux  racines  dont 
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la  partie  principale  est  t*yt,  surpasse  leur  premier  surcroît  d'intersection. 
Je  vais  prouver  qu'il  le  surpasse  d'un  nombre  précisément  égal  à  Vordre  total 
du  contact  des  branches  de  f{  et  de  yv  tangentes  à  ïaxe  des  yt,  à  Vorigine. 
Soit  A  un  système  circulaire  de  racines  x  de  y,  ayant  uyi  pour  partie 
principale.  Je  considère  une  branche  £  correspondant  à  une  de  ces  racines, 

et  une  branche  d  du  système  circulaire  D.  Soit-  +  e  (C>0)  Tordre  du  con- 

lact  de  d  et  de*.  On  sait  (ibid.)  que  le  nombre  des  couples,  tels  que  d,8,  de 
branches  des  deux  systèmes  ayant  entre  elles  un  contact  de  ce  même  ordre 
est  toujours  un  multiple  de  q.  Par  suite,  la  somme  des  ordres  des  contacts 
de  toutes  ces  branches  entre  elles  est  un  nombre  tel  que  t  (0+91),  t  étant 
un  nombre  entier,  et  tq  le  nombre  des  couples  d,$  envisagés. 

Dans  les  transformées  ft  et  yt,  à  deux  branches,  telles  que  d  et  d,  corres- 
pondent des  racines  xt  dont  la  différence  est  de  l'ordre  (H h  m  rela- 
tivement à  y,  c'est-à-dire  de  Tordre  (  1 H f-  «  1  — -?—  relativement  à    y.. 

C'est-à-dire  qu'à  deux  branches  telles  que  d  et  $  correspondent,  dans  les 
transformées,  des  branches  di  et  *âl  dont  Tordre  du  contact  est 


\        4f       /«-M  *  +  <! 


Les  couples  dj  et  les  couples  dt  et  £t  ne  se  correspondent  pas  un  à  un. 
Mais  au  groupe  de  tq  couples  d%  &,  correspond  un  groupe  de  couples  dif  £t  ; 
et  le  nombre  de  ces  derniers  est  t(s+q)  (ibid.).  Donc,  la  somme  des 
ordres  des  contacts  des  branches  composant  ces  derniers  couples  est  égale 
à  (91.  Ce  dernier  nombre  est  précisément  égal  à  celui  dont  la  somme  des 
ordres  des  contacts  des  branches  d,  t  de  chaque  couple  surpasse  leur  pre- 
mier surcroit  d'intersection. 

On  répétera  le  même  raisonnement  en  considérant  successivement  toutes 
les  combinaisons  des  branches  d'une  courbe  avec  les  branches  de  l'autre. 
On  obtiendra  ainsi  la  démonstration  de  la  proposition  énoncée,  et  comme 
conclusion  : 

Théorème  VIII.  —  Si  ttyl+ç  (ç>0)  est  la  partie  principale  à  la  fois  d'une 
racine  infiniment  petite  x  de  chacune  des  deux  équations  f{x\  y)  =  0, 
f(x9y)  =  0,  formons  deux  transformées   fi(xi,xl)  =  Q%  fl(xvyi)  =  Qf  en 

posant  yt  =  y1 + *•,  xt  =  x  —  uyv  Formons  de  même  toutes  les  transformées 
analogues  et  relatives  aux  autres  quantités  différentes  entre  elles  u'i+V 
(ç'>0), ...,  analogues  à  la  première  %  et  soient  f%=by  y %=to\  ^=0,^=0; 
etc.,  ces  divers  couples  de  transformées. 

Vordre  total  du  contact  des  branches  des  courbes  f  et  y,  tangentes  à  Vaxe 
des  y,  à  Vorigme  des  coordonnées,  est  égal  à  la  somme  des  nombres  analogues 
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el  relatif!  aux  divers  couplet  de  courbes  f,  et  ?l,  f,  et  ?,,  fs  et  ?„  ...,  aug- 
mentée du  premier  surcroît  d'intersection  des  branches  considérées  des  deux 
courbes  f  et  p. 

Il  résulte  de  ce  théorémeque  l'application  du  théorème  III,  faite  successi- 
vement aux  équations  proposées  et  a  un  certain  nombre  de  transformées, 
conduira  toujours  au  calcul  précis  de  l'ordre  total  du  contact  cherché. 

On  aperçoit  immédiatement  comment  le  théorème  VIII  s'applique  au  cal- 
cul de  l'abaissement  de  classe  iiù  ù  un  point  singulier;  celte  application 
peut  s'énoncer  ainsi  : 

Théouèhb  IX.  —  Les  notation-  restant  les  mêmes  qu'au  théorème  VIII,  si 
une  même  valeur  de  «yt+ï  est  ta  partie  principale  de  plus  d'une  racine  de 
f(x,n)=:Ot  et  de  même  pour  u'y'-*1' le  double  de  l'ordre  total  du  con- 
tact des  brancha  de  f,  tangentes  à  l'axe  des  y,  à  l'origine  des  coordonnées, 
entre  elles,  est  égal  à  la  tomme  des  nombres  analogues  pour  tes  diverses 
transformées  fx,  ft,  ... ,  augmentée  du  premier  surcroît  d'abaissement  de 
classe,  dû  aux  branches  considérées  de  f. 

Par  suite,  l'application  des  théorèmes  Y  ou  VI,  faite  successivement  à 
f(x,y)  et  à  des  transformées,  conduira  toujours  au  calcul  précis  de  tordra 
total  du  contact  des  branches  considérées  dans  la  courbe  f,  entre  elles. 

En  répétant  les  mêmes  calculs  relativement  à  chaque  tangente  d'une  courbe 
donnée,  en  un  point  singulier,  multiple  d'ordre  p,  el  ajoutant  à  p(p —  1)  la 
somme  de  tout  les  premiers  surcroîts  calculés,  on  obtiendra  l'abaissement 
produit  par  le  point  singulier  dans  la  classe  de  la  courbe. 

Je  dois  faire  remarquer  que  la  considération  des  transformées  ci-dessus 
revient  complètement  â  celle  des  développements  relatifs  aux  branches  par- 
tielles employés  par  M.  de  la  Gournerie.  On  observera,  en  outre,  que  ces 
considérations  présentent  de  grandes  analogies,  que  l'on  pourrait  rendre 
complètes,  avec  un  ordre  de  recherches  bien  différent  en  apparence.  Je 
veux  parler  des  recherches  relatives  à  la  simplification  des  points  singuliers 
dans  les  transformées  d'une  courbe.  Les  résultats  que  j'ai  obtenus  dans  un 
mémoire  déjà  cité  ici,  relativement  aux  développées  successives  des  cour- 
bes algébriques  se  raltaclient  â  ce  sujet.  Il  en  est  de  même  de  la  méthode 
que  j'ai  employée  dans  une  note  sur  les  fondions  abèlienncs  {Comptes  ren- 
dus, t.  LXXVI1I,  p.  1833)  ;  j'ai  d'ailleurs  été  do  beaucoup  prévenu  dans  celle 
voie  par  M.  Nôlher  (Gùtt.  Nachr.,  4871). 
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Résolution  graphique  d'un  système  d'équations  du  premier  degré; 

par  M.  G.  Fouret. 

(Séance  du  2  mars  1875) 

M.  Chasles.  dans  son  Traité  de  géométrie  supérieure  (p.  224),  a  donne 
une méthode  de  fausse  position  géométrique,  fondée  sur  la  détermination 
des  points  doubles  de  deux  divisions  homographiques,  pour  résoudre  un 
système  d'équations  du  premier  ou  du  second  degré  à  plusieurs  inconnues. 
En  suivant  le  même  ordre  d'idées,  je  vais  exposer  brièvement,  pour  le  cas 
d'un  système  d'équations  du  premier  degré,  une  méthode  graphique  de 
fausse  position,  basée  sur  des  procédés  un  peu  différents  de  ceux  donnés 
par  M.  Chasles.  Les  équations  que  je  considère  ont  une  forme  plus  générale, 
et  la  construction  que  j'obtiens  présente  l'avantage  de  fournir  à  la  fois  les 
valeurs  de  toutes  les  inconnues,  au  lieu  de  les  déterminer  isolément,  comme 
le  fait  la  méthode  que  je  viens  de  rappeler. 

Je  m'appuierai  sur  le  lemme  suivant,  très-facile  à  démontrer  d'ailleurs. 

Le  m  me.  —  Si  l'on  désigne  par  xety  les  distances  parcourues  respective- 
ment par  deux  points  mobiles  sur  deux  droites  (X)  et  (Y),  à  partir  efort- 
gines  prises  sur  ces  deux  droites,  et  que  x  et  y  soient  liés  par  une  relation 
linéaire 

(*)  *£  4-^  =  7» 

les  positions  correspondantes  des  deux  points  mobiles  déterminent  sur  les 
droites  quils  décrivent  des  segments  proportionnels.  Si,  de  plus,  (X)  et  (Y) 
sont  parallèles,  les  droites  joignant  les  ^mitions  correspondantes  des  deux 
points  mobiles  coucourent  en  un  même  point»  Le  rapport  des  distances  de  ce 

dernier  point  aux  droites  (X)  et  (Y)  est  égal  à  —  -. 

ce 

Considérons  un  système  de  n  équations  du  premier  degré  ù  n  inconnues 
xi>  xt»  *3»  •'•»#»;  et  supposons-le  ramené  à  la  forme 

/  fl^-fa^-j- =^i» 

1*^1  ~i    ^2*^4    i~  ^"•**s  ~i •••    —  *£» 

C,*,  +  Cj*»  -4-  CjX5  4-  cKxK  -\- =  ls, 

/*!&!  -f  h^-t-  h-Xz -+- hJtxi  -+-...  -+-  hnxn  =  /«- 1, 
\  kLXi  -h  kt%t  -+-  k^xz  4-  kAxA  -f  . . .  -+-  khxn  =  /„. 

Introduisons  dans  la  uème  équation  une  (n  -+-  l)èmc  variable  .rg+l  avec  un 
coefficient  arbitraire  kn+lm  Cetle  équation  deviendra 

(3)  ft^  +  k***  +  ksxs  •+■  b^A  -h  ...  4-  knxn  -f-  ka  -+- 1-*"*  -h  i  =  '«• 
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Imaginons  mai nie- liant  que  x„  xt,  r.,  ...,.t„  xt  +  ,  représentent  les  dis- 
tances de  n-M  poinls  mobiles  M„  M,.  Mj,  ...,  M,,  Mï  +  n  à  des  origines 
fines  0,,  (l„  0,,  ...,On,  0,  +  l,  sur  autant  de  droites  parallèles  (Xi),  (X,),  (X.J, 
.-.,  (X,),  (X,^.|),  les  dislances  parcourues  simultanément  par  les  points 
mobiles  était  par  conséquent  liées  par  l'ensemble  des  n —  1  premières 
équations  |2'i  et  Je  IV  [iiution  (3). 

En  éliminant  de  chaque  équation  toutes  les  variables  moins  les  deux 
dernières,  et  remplaçant  loules  les  autres  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  précédentes,  on  obtiendrait  une  relation  linéaire  telle  que  (1) 
entre  les  deux  variables  conservées.  D'où  l'on  conclut,  en  vertu  du  lemme, 
que  les  fi  droites  H,Mj,  M.M„  MjM, M.M.  +  ,  pivotent  constamment  au- 
tour d'autant  de  points  fiscs  I„  1„  I-, ....  I„.  Il  est  facile  de  construire  » 
droites  (Z,),  (Z,),  (Z;'i, ...,  (Z„),  parallèles  aux  droites  (X)  et  contenant  clin- 
cime  un  ries  points  I.  A  cet  effet,  si  l'on  désigne  d'une  manière  générale 
par  ùp  le  rapport  des  distances  de  la  droite  |Z„)  aux  droites  fXp)  et  (Xp^.i),p 
pouvant  recevoir  loules  les  valeurs  entières  de  1  à  n  inclusivement  on  a, 
pour  déterminer  les  n  rapports,  le  système  d'équations 

a,i,  +at  + ,  .  =ç  0,  , 

Viti  +  *«?•  +  fr»  + =0. 

(WiUh  +  fUtfa  +  Vi  +  ftf-    ■■  =  •,' 

fctfif,...  p.-i  +  h,?»  —  ?*->  +  ■■■  +  A.  =  0, 
*ip.Pi  -  C  +  *,p,  ...&+.. .  +  *»?.  +  *«+i  =  0. 

Ces  équations  se  déduisent  immédiatement  des  n  —  1  premières  équa- 
tions (2)  et  de  l'équation  (5),  en  se  servant  du  lemme.  Chacune  d'elles 
fournit  très-simplement  l'un  des  rapports  p,  dès  que  l'on  connaît  les  pré- 
cédents. 

Ayant  construit  les  droites  (Z),  attribuons  h  xl  une  valeur  choisie  arbi- 
trairement. La  première  des  équations  (3)  détermine  immédiatement  une 
valeur  correspondante  de  x,.  la  deuxième  équation  une  valeur  correspon- 
dante de  x„  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  (n  —  l)in*  équation  (2)  qui  donne 
une  valeur  dc.r„.  Enfin  l'équation  (5)  donne  une  valeur  correspondante  de 
3:<  +  i.  Si  celle  dernière  quantité  élait  nulle,  l'ensemble  des  valeurs  de 
*„  xt,  ...,  t„  obtenues  comme  nous  venons  de  l'indiquer,  formerait  la  solu- 
tion du  système  des  équations  (2).  H  n'en  sera  pas  ainsi  généralement,  puis- 
que .i-,  a  été  pris  au  hasard.  Mais,  ayant  construit  les  valeurs  calculées 
,7l  =  0,H,l.Ki  =  OîMi,  ..,,*„  =  0„MB,  'x,  +  ,  =  0,  +  iM,  +  i,  on  obtiendra  les 
pivots  1,,  1,.  .■■,!„.  en  prenant  les  points  où  MtM„  M,M-,  ...,  M„M,  +  1  rencon- 
trent respectivement  (Z,),  (Z,),  ...,  (Z,).  Puis  enjoindra  0fl  +  [I,  qui  rencon- 
trera (X„)  en  un  certain  point  1',;  pareillement  l'J...  i  coupera  (X„_  ,)  eu 
un  point  \\    „  élu.  On  obtiendra  ainsi  de  proche  en  proche  une  série  du 
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points  P„,  Pn-i, ...,  Ps,  Pj,  Pt,  tels  que  l'ensemble  des  valeurs  xi=zOlfi^ 
xt=iOtfty  ...,  xn  =  OnPn  formera  la  solution  du  système  des  équations  (2). 

Remarques.  —  I.  Les  droites  (X)»  dans  ce  qui  précède,  sont  assujetties  à 
la  seule  condition  d'être  parallèles.  Mais  on  pourra,  dans  certains  cas, 
choisir  leur  espacement,  de  manière  à  simplifier  la  construction  des  droi- 
tes (Z). 

II.  Généralement,  étant  donné  un  système  d'équations  du  premier  degré 
à  plusieurs  inconnues,  il  sera  nécessaire  de  lui  faire  subir  une  préparation 
préalable,  de  manière  à  le  ramener  à  la  forme  du  système  (2),  avant  d'ap- 
pliquer la  méthode  que  nous  venons  d'exposer.  Hais  il  se  présentera  souvent 
des  cas  dans  lesquels  les  équations  à  résoudre  se  trouveront  immédiate* 
raents  écrite  sous  la  forme  convenable.  Ce  fait  se  présente  par  exemple  pour 
le  système  d'équations  qui  détermine  les  moments  fléchissants  sur  les 
appuis  d'une  poutre  à  plusieurs  travées.  L'application  de  notre  méthode  à 
ce  cas  intéressant  a  fait  l'objet  d'une  note  communiquée  à  l'Académie, 
dans  sa  séance  du  ier  mars.  En  m'aidant  de  quelques  autres  considérations 
fort  simples,  j'ai  de  plus  été  conduit  à  une  construction  purement  géomé- 
trique de  ces  moments  fléchissants,  dont  la  détermination,  dans  le  cas  d'un 
certain  nombre  de  travées,  exige  des  calculs  assez  laborieux. 


Sur  la  génération  des  cycliques  et  cyclides;  par  M.  L.  Saltel. 

(Séance  du  14  avril  1875) 

PROBLEMES   PRELIMINAIRES. 

Problème  I.  —  Etant  donné  dans  un  plan  un  cercle  S,  déterminer  deux 
cercles  passant  respectivement  par  deux  couples  de  points  donnés  (A^BJ, 
(A„B,)  et  coupant  le  cercle  S  aux  deux  mêmes  points?  En  d'autres  termes, 
trouver  deux  cercles  passant  respectivement  par  (A19Bt),  (At,B,)  el  ayant 
même  axe  radical  avec  le  cercle  S. 

Voiei  la  solution  que  nous  proposons  et  dont  la  démonstration  est  évidente  : 
Par  les  points  (A19B,)  faites  passer  un  cercle  arbitraire  >t  ;  soit  It  le  point 
de  rencontre  de  la  droite  kfit  avec  l'axe  radical  des  cercles  St  et  \  ;  de 
même  par  les  points  (Àt,Bt)  faites  passer  un  second  cercle  quelconque  >„  et 
soit  1,  le  point  de  rencontre  de  la  droite  A,Bf  avec  Vaxe  radical  des  cercles  S 
et"^;  la  droite  Ih  rencontre  le  cercle  S  aux  deux  points  cherchés. 

Problème  H.  —  Étant  donné  sur  une  sphère  un  cercle  S,  déterminer  deux 
cercles  de  cette  sphère  paésant  respectivement  par  deux  couples  de  points 
donnés  (A^Bj),  (AvBt)  él  coupant  le  cercle  S  aux  deux  mêmes  points? 

De  la  solution  du  problème  précédent  résulte  immédiatement  la  suivante 
pour  ce  second  problème  : 


Prenez  un  point  arbitraire  Y  sur  la  sphère,  el  par  les  points  (A,,Bi)  traça 
sur  cette  surface  un  cercle  arbitraire  >,  ;  sott  I,  le  point  de  rencontre  du 
cercle  PA,II,  avec  le  cercle  qui  passe  par  Y  et  par  les  delà  points  d'inter- 
section des  deux  cercles  S  et  ).,;  de  même  par  lespoinls  (A. .H,)  tracez  sur  la 
Sphère  Un  second  cercle  arbitraire  ),;  toit  I,  le  point  de  rencontre  du  cercle 
PA,li,  avec  le  cercle  qui  passe  par  P  et  par  les  deux  points  d'intersection  des 
deux  cercles  S  et  >.j;  le  cercle  Pl,l,  rencontre  le  cercle  S  aux  deux  poiuts 
demandé/:. 

PjiOBLi  mi  Ht.  —  Étant  donnés  trois  cercles  arbitraires  dans  l'espace i,C,,Cr 
trouver  deux  sphères  qui  passent  respectivement  par  les  deux  derniers  et 
qui  coupent  le  premier  aux  deux  mêmes  points. 

Si  l'on  considère  les  points  d'intersection  (A„r!|).  <A„Bi)  des  cercles  (^.C, 
avec  le  plan  du  cercle  /,  la  question  est  évidemment  ramenée  à  celle  du 
premier  problème. 

THÉOBÈlti  SDH  LES   CYCLIQUES   PWN8S  (*). 

Théorème  I.  —  Soient  C,,C,  deux  points  d'une  cyclique  plane  s,  et  (P,Q), 
(A„A,1  les  points  d'intersection  de  cette  courbe  et  de  deux  cercles  panant 
par  (C,,C,)  ;  si  l'on  considère  la  série  des  cercles  passant  par  (A„A,)  et  cou- 
pant I  suivant  des  couples  de  points  (M„N,),  (H„N,),  (M„NS) ,.,.,  les  cercles 

(PM,\),  (PM,N,),  (PMA).--,  contenant  tous  le  point  P,  passent  aussipar  le 
point  Q. 

Théorème  11.  —  Soient  (A,,B,),  (A,,B,),  (A.,Bj)  trois  couples  de  points  arbi- 
traires pris  dans  un  même  plan  ;  si,  par  les  deut  premiers  points  (A,,B|),  on 
mène  un  cercle  quelconque  1,  et  que  l'on  considère  les  deux  cercles  passant 
respectivement  par  les  points  |A,,B,),  (A.,li.)  et  coupant  le  cercle  1  aux  deux 
points  «„«,,  ces  derniers  points  décrivent  une  cyclique  du  i^'  ordre  conte- 
nant les  six  points  (A„B,),  (A^B,),  (A3,B,). 

Théorème  III.  —  Non-seulement  la  réciproque  du  théorème  précédent  est 
vraie;  mais  on  peut,  étant  donnée  une  cyclique  quelconque  i,  trouver  une 
infinité  de  systèmes  de  points  (A[,B,),  (A„B,),  (A„ll,)gni  peuvent  servir  à  sa 
génération. 

Voici  un  moyen  de  déterminer  ces  systèmes  de  points  : 

Soient  P,Q  deux  jmnts  arbitraires  de  la  cyclique,  et  (A^B,),  i.A„1J,), 
(A.,B3I  les  trois  couples  de  points  d'intersection  de  cette  même  cyclique  et  de 
trois  cercles  quelconques  passant  par  P,Q  ;  ces  trois  couples  de  points  répon- 
dent à  la  question. 

Remarque.  —  Parmi  les  nombreux  corollaires  que  l'on  peut  déduire  de 
cet  important  théorème,  nous  ne  citerons  que  les  suivants  : 

')  Courbes  du  «*  ordre  ayant  pour  poinU  doubles  les  points  circulaires  à  l'infini. 
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4°  Détermination  de  la  tangente  en  un  point  quelconque.  —  Il  est  mani- 
feste que  si  l'on  sait  déterminer  la  tangente  au  point  At,  on  saura  la  déter- 
miner par  là  môme  en  un  point  quelconque.  Cette  dernière  détermination 
résulte  immédiatement  de  là  génération  que  nous  venons  d'indiquer  et  Ton 
est  conduit  à  cette  règle  *.  ' 

Soit  \\  le  second  point  de  rencontre  des  cercles  (A^B,),  (A1A3BS);  la  tan- 
gente au  point  At  au  cercle  (A1B1A'1)  est  la  tangente  demandée. 

2°  Détermination  du  cercle  oscillateur  en  un  jmnt  quelconque.  —  Si  Ton 
suppose  les  deux  points  (A^Bi)  réunis  au  point  A  dans  la  direction  AT,  on 
obtient  le  cercle  osculateur  en  ce  point  en  procédant  comme  il  suit  : 

Soit  A'  le  second  point  d'intersection  des  cercles  (AAjBs),  (AA3BS),  le  cercle 
qui  est  tangent  en  A  à  la  droite  AT  et  qui  passe  par  le  point  A'  est  le  cercle 
osculateur  cherché. 

THÉORÈMES  SUR   LES  CYCLIQUES    SPHÉRIQUES    (*). 

Théorème  I.  — SoientCltCtdeux points  d'une  cyclique  sphériqueï,  et  (P,Q), 
(AnA,)  les  points  d'intersection  de  cette  courbe  et  de  deux  cercles  passant  par 
(CpC,)  ;  si  Von  considère  la  série  des  cercles  passant  par  (A^A,)  et  coupant  2 
suivant  des  couples  de  points  (MpNJ,  (M„N,),  (M5,N5),...,  les  cercles  (PM^), 
(PMtN,),  (PMSNS),...,  contenant  tous  le  point  P,  passent  aussi  par  le  point  Q. 

.Théorème  II.  —  Soient  (At,Bi),  (Af,B,),  (A5,B3;  trois  couples  de  points  arbi- 
traires pris  sur  une  même  sphère  ;  si,  par  les  deux  premiers  points  (A^BJ,  on 
mène  un  cercle  quelconque  >  situé  sur  la  sphère  et  que  Von  considère  les  deux 
cercles  passant  respectivement  par les  points  (  A,, Bi)i(A5,Bs)  et  coupant  le  cercle! 
aux  deux  mêmes  points  an  a„  ces  derniers  points  décriront  une  cyclique 
sphérique  du  4ème  ordre  contenant  les  six  points  (A^Bj),  (A„BS),  (AS,BS). 

Théorème  III.  —  Non-seulement  la  réciproque  du  théorème  précédent  est 
vraie  ;  mais  on  peut,  étant  donné  une  cyclique  sphérique  quelconque  2,  trouver 
une  infinité  de  systèmes  de  points  (A^BJ,  (At,B,),  (A5,B5),  qui  peuvent  servir 
à  sa  génération. 

Voici  un  moyen  de  déterminer  ces  systèmes  de  points  : 

Soient  P,  Q  deux  points  arbitraires  de  la  cyclique,  et  (A^BJ,  (Aj,B,),  (A5,Bj) 
les  trois  couples  de  points  d'intersection  de  celte  même  cyclique  et  de  trois 
cercles  quelconques  de  la  sphère  passant  par  (P,Q)  ;  ces  trois  couples  de  points 
répondent  à  la  question. 

Parmi  les  corollaires  que  Ton  peut  déduire  de  ce  théorème,  nous  ne 
citerons  que  les  suivants  : 

1°  Détermination  de  la  tangente  en  un  point  quelconque.  —  Il  suffit  évi- 
demment de  savoir  la  déterminer  au  point  At.  Pour  cela,  on  suivra  la  règle 
suivante  : 

(')  Courbes  résultant  de  l'intersection  d'une  surface  du  second  ordre  et  d'une  sphère, 
in.  7 


Soit  À'i  le  second  point  de  rencontre  des  cercles  (À,^!),),  (AiA,Bs)  ;  la 
tangente  au  point  A,  au  cercle  (AtBiÀ'1)  est  la  tangente  demandée. 

.M.  Hurlions ,  dans  son  ouvrage  Sur  taie  classe  remarquable  de  courbes  et 
de  surfaces  algébriques,  n.  5ti  et  77,  donne  deux  solutions  différentes  de 
ce  même  problème. 

2°  Détermination  du  cercle  osculateur  en  un  point  quelconque.  —  Si  l'on 
suppose  les  deux  points  A„B,  réunis  au  point  A  dans  la  direction  AT,  on 
obtient  le  cercle  osculateur  en  procédant  comme  il  suit  : 

Soit  A'  le  second  point  d'intersection  des  cercles  (AA,BJ,  (ÀA5B-,),  te  cercle 
qui  est  tangent  en  A  à  la  droite  AT  et  gui  }>assc  par  te  point  A'  est  te  cercle 
oscillateur  cherché  ('). 

THÉORÈMES   SOR   LES  CÏCL1DES   DU    ^Èmfl  ORDRE    ("). 

Théorème  1.  —  Soit  C  un  cercle  de  la  cyclide  1  et  C,,C,  deux  cercles  d'in- 
tersection de  cette  surface  et  de  deux  sphères  passant  par  le  i"  cercle  C  ;  si 
l'on  considère  ta  série  des  sphères  passant  par  G,  et  coupant  1  suivant  des 
cercles  E„Et,E„...,  les  sphères  (PE,),  (PE,),  (PE,),...,  contenant  un  même 
point  P  du  cercle  C,,  le  contiennent  en  entier. 

TiiÉimÊME  II.  —  Soient  C,,CS  deux  cerctes  arbitraires  pris  dans  l'espace;  si. 
par  deux  points  P„P,  également  arbitraires,  on  mène  un  cercle  X  dont  le  plan 
et  le  rayon  sont  arbitraires,  et  que  l'on  considère  les  deux  sphères  passant 
respectivement  par  les  cercles  C^C,  et  coupant  le  cercle  X  aux  deux  mêmes 
points  a„a„  ces  derniers  point*  décrivent  une  cyclide  du  itae  ordre  contenant 
les  points  P„Pt  et  le»  deux  cercles  C,,C,. 

Théorème  III. — Non-seulement  la  réciproque  du  théorème  précédent  est 
vraie;  mais  on  peut,  étant  donnée  une  cyclide  quelconque  i,  trouver  une 
infinité  de  systèmes  de  points  P,,P,  et  de  cercles  C,,C,  qui  peuvent  servir  à  sa 
génération. 

Voici  un  moyen  de  les  déterminer  : 

Soit  C  un  cercle  arbitraire  de  la  cyclide  et  C',C,,C,  les  troût  cercles  d'in- 
tersection de  cette  surface  et  de  trois  sphères  quelconque»  passant  parC; 
deux  points  arbitraires  P,,P,  pris  sur  la  circonférence  C  et  les  deux  cercles 
C,,C,  répondent  à  la  question. 

Parmi  les  corollaires  de  cet  important  théorème,  bornons-nous  à  remar- 
quer, pour  le  moment,  qu'il  enseigne  à  déterminer  le  plan  tangent  en  un 
point  quelconque  de  la  surface,  au  point  P,  par  exemple.  Il  suffit,  eu  effet, 
de  mener  en  ce  point  les  tangentes  aux  deux  courbes  planes  que  décrivent 
les  points  a,,^  pour  deux  positions  différentes  du  plan  du  cercle  1,  pro- 
blème que  nous  avons  déjà  appris  à  résoudre. 
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Seconde  note  sur  la  génération  des  cycliques  ;  par  M.  L.  Saltel. 

(Séance  du  14  avril  1875) 

Dans  une  précédente  communication,  j'ai  montré  avec  quelle  facilité  on 
peut  décrire  par  points  une  cyclique  i  plane  ou  sphérique,  lorsqu'on  con- 
naît l'un  des  systèmes  de  trois  couples  de  points  désignés  par  les  lettres 
(ApBi),  (A„B,),  (As,Bs),  système  de  points  que  nous  appellerons  associés. 
L'objet  de  la  noie  actuelle  a  pour  but  d'enseigner  à  déterminer,  parla  règle 
et  le  compas,  l'un  des  systèmes  de  points,  lorsqu'on  définit  la  courbe  par 
huit  points  A^B^l, 2,3,4,5, 6. 

Lemme  I.  —  Décrire  une  cyclique  z  dans  le  cas  particulier  où  les  huit 
points  A^Bpl, 2,3,4,5,6  sont  tels  que  les  points  (A^B^l,^,)  sont  sur  un 
même  cercle,  ainsi  que  les  points  (Ax, 8^5,4) . 

Soient  5/  le  second  point  de  rencontre  des  cercles  (1,2,5),  (5,4,5),  et  dé 
même  6'  le  second  point  de  rencontre  des  cercles  (1,2,6),  (3,4,6);  les 

couples  de  points 

(VB,),  (5,5'),  (6,6') 

constituent  un  système  de  points  associés. 

Lemme  II.  —  Décrire  une  cyclique  passant  par  les  sept  points  arbi- 
traires A^, 1,2, 3,4, 5. 

Soient  3'  le  second  point  d'intersection  des  cercles  (A1VB193),  (1,2,3),  et 
de  même  4' le  second  point  d'intersection  des  cercles  (A1,B1,4),  (1,2,4); 
soit  en  outre  5'  le  second  point  d'intersection  des  cercles  (3, 3;, 5),  (4,4',5), 

les  points 

(ÀifBt),  (1,2),  (5,5') 

constituent  un  système  de  points  associés  à  une  cyclique  i\,  passant  par 
les  sept  points  donnés,  c'est-à-dire  que  Von  obtiendra  les  deux  nouveaux 
points  communs  à  cette  courbe  et  à  un  cercle  quelconque  C,  passant  par 
(ApBj),  en  construisant,  ce  que  nous  avons  appris  à  faire,  les  deux  cercles 
passant  respectivement  par  les  points  (1,2),  (5,5'j  et  par  les  deux  mêmes 
points  du  cercle  Cu;  désignons  par  f*t,yft  les  deux  points  ainsi  obtenus. 

Remarque  I.  —  En  faisant  jouer  à  deux  des  points  (1,2,3,4,5),  à  l'excep* 
tion  de  (1 ,2),  le  même  rôle  que  ces  deux  derniers  viennent  de  jouer  dans  la 
construction  de  la  courbe  ï\,  on  obtiendrait  une  nouvelle  courbe  i\  pas- 
sant par  les  sept  points  donnés  et  qui  couperait  le  cercle  C4  eu  deux  points 
P*>7*»  faciles  à  déterminer.  Désignons  par  V  le  point  de  rencontre  des  droites 

H!/ a  fS7i- 
Remarque  II.  —  Il  est  évident  que  toutes  les  cycliques  passant  par  les  sept 

points  donnés  AltB1,l, 2,3,4,5  rencontrent  le  cercle  Gt  en  deux  points,  en 

ligne  droite  avec  le  point  V; 


Uemaroue  III.  —  En  simanl  la  même  marche  pour  les  sept  points 
AlfB,i,2,ô,i,C,  on  obtiendrait,  relativement  au  cercle  C„un  second  point  V 
en  ligne  droite  avec  les  deux  points  d 'intersection  de  ce  cercle  et  de  toutes 
les  cycliques  passant  par  ces  sept  points. 

Corollaire  I.  —  Il  est  manifeste  que  la  ligne  droite  VV  rencontre  le 
cercle  C[  ausdeiiï  mêmes  poinls  que  la  cyclique  cherchée,  c'est-à-dire  la 
cyclique  passant  par  les  liuit  points  A„Utll  ,2,5,4,5,6. 

Corollaire  II.  —  Le  cercle  C,  passant  par  les  deuï  points  At,Bt,  on  peut 
dire  que  nous  venons  de  résoudre* ce  problème  : 

Unccycli-pic  t-taid  dr/inie  pur  huit  points,  trouver  tes  deux  nouveaux  points 
il' intersection  de  cette  courbe  et  d'un  cercle  Quelconque  passant  par  deux  de 
ces  huit  points. 

Corollaire  III.  —  En  cherchant  les  nouvelles  intersections  {«,,b,),  (jS^JÎ,), 
de  la  cyclique"  définie  par  les  huit  points  A,,A„1,2, 5,1,5,6,  avec  deux 
cercles  CnC„  passant  par  A,,A„  et  prenant  deux  des  six  points  1,2,5,4,5,6, 
les  points  1,2,  par  exemple,  ou  aura  huitnouveaux  points  A,  .A^a^a,,^,,!, 2, 
définissant  la  courbe,  et  qui  seront  dans  les  mêmes  conditions  que  les  huit 
points  du  Icmmc  1. 

CoROLLAine  IV.  —  l  ne  ci/cl  itjue  étant  définie  par  huit  points  A[,B,,1 ,2,3,4,5,6, 
on  peut  toujours  trouver  un  système  de  trois  couples  de  points  associes,  parmi 
lesquels  peuvent  figurer  deux  des  points  donnes. 

C'est  là  le  problème  que  nous  nous  étions  proposé. 


Sur  les  foyers  des  cycliques;  par  M.  L.  Saltel. 
[Séance  du  U  avril  1875} 

L'objet  de  cette  nouvelle  communication  est  d'enseigner  à  déterminer 
géométriquement  le  foyer  singulier  d'une  cubique  circulaire,  définie  par 
sept  points,  et  d'indiquer  une  voie  qui  probablement  conduira  à  la  déter- 
mination de  ces  mêmes  points  dans  les  cycliques  du  4'™  ordre. 

Théorème  I.  —  Soient  A  une  parallèle  quelconque  à-  l'asymptote  réelle 
d'une  cubique  circulaire  1,  et  C,  I)  ses  deux  points  de  rencontre  avec  cette 
courbe.  Si,  par  ces  deux  points,  on  mène  autant  de  cercles  que  l'on  veut,  cou- 
pantïaux points  (a^p,),  («,,jS,),  («„&),...,  les  perpendiculaires  élevées  sur 
les  milieuz  des  droites  («,(3,),  («$,},  {a^),...  passent  toutes  par  le  foyer  sin- 
gulier de  la  cubique. 

Théorème  II.  —  Si,  du  foyer  singulier  d'une  cubique  circulaire  comme 
centre,  on  décrit  des  cercles  de  rayons  arbitraires,  le  lieu  des  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  du  foyer  sur  les  cordes  que  ces  cercles  déterminent 
sur  la  cyclique,  est  un  cercle. 
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Problèvp.  —  Reconnaître  si  un  point  donné  P  est  foyer  d'une  cyclique 
du  4ème  ordre,  définie  par  huit  points. 

Notre  déterminalion  d'un  conique  qui  passe  par  les  quatre  points  com- 
muns à  un  cercle  et  à  une  cyclique,  s'appliquant  tout  aussi  bien  que  le 
rayon  du  cercle  soit  nul  ou  non  nul,  on  en  déduit  la  solution  suivante  du 
problème  en  question  : 

Pour  reconnaître  si  un  point  P  est  le  foyer  d'une  cyclique  l  du  4ème  ordre, 
on  considérera  ce  point  comme  un  cercle  de  rayon  nul,  on  déterminera  une 
conique  M  passant  par  ses  points  communs  avec  l.  Si  V'est  un  foyer  ordi- 
naire de  2,  il  devra  être  un  foyer  de  la  conique  M  ;  si  P  est  un  foyer  singu- 
lier, la  conique  M  devra  être  un  cercle. 

Nota. — Si  les  trois  couples  de  poinls  associés  (A^Bj),  (At,Bt),  (A5,BS) 
sont  respectivement  sur  trois  cercles  concentriques,  le  cenlre  de  ce  cercle 
est  un  foyer  singulier  de  1. 

Sur  différentes  formes  que  Von  peut  donner  à  V intégrale  de  l'équation 

d'Euler,  par  M.  Laguerre. 

(Séance  du  17  mars  1875.) 

1 .  Soit  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  x  que  je  représenterai  par 
la  forme  homogène  U(x,y),  où  y  désigne  une  constante  égale  ù  l'unité  et 
introduite  pour  l'homogénéité  des  formules,  l'équation  d'Euler 

dx     _     di 

a,  comme  je  l'ai  montré  précédemment  (*),  pour  intégrale  générale  l'équa- 
tion suivante 
(1  )  6*Ua  +  36H,  +  (3S  —  a*)*1  =  0, 

où  a  représente  une  constante  arbitraire,  w  le  déterminant  xm  —  yÇ,  U„  Hi 
les  émanants  principaux  de  U  et  du  hessien  H  de  la  forme  donnée,  et  S  son 
invariant  quadratique. 
Cela  posé,  on  a  l'identité  suivante,  que  Ton  vérifiera  facilement, 

(2)  U(*,y)U(Ç,r,)  -  U*  =  4Hf •■  +  g  <•«  ; 

je  l'écrirai  plus  simplement  sous  la  forme  suivante 

d'où 

S»*+12HV«'  =  3UU'  — SU*. 

(*)  Sur  Vapp  tirai  ion  de  la  théorie  des  formes  binaires  à  la  géométrie  de»  courbes  tra- 
cées sur  une  surface  du  second  ordre.  [Bulletin  de  la  Soc.  math.%  t.  I,  p.  35.) 
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Multiplions  maintenant  par  u*  le  premier  membre  de  l'équation  (1),  et 
remplaçons  Su* -1-1211,'-'  par  sa  valeur  tirée  delà  relation  précédente,  il 
viendra 

6.UX  —  «*«*  -f  9DB'  —  OU;  =  0, 
ou 

ou  encore 

2.  Cette  nouvelle  forme  de  l'équation  d'Euler  peut  elle-même  se  trans- 
former d'une  façon  remarquable. 

Décomposons  D  d'une  façon  quelconque  en  un  produit  de  deux  facteurs 
du  second  degré,  en  posant 

où 

f[x,y)  =  \ï>  +  2Bxy  +  Oy' 
el 

<f{x,y)  =  KX>  +  ,iB'xy  +  r,y..' 
On  aura  évidemment 

d'autre  pari,  en  désignant  par  A  l'invariant  qtiadraliqiie  simultané  des  deux 
formes  /"et  f ,  AC  -+-CÀ'  —  2BB',  on  vérifiera  facilement  l'identité  suivante 

A**rrK,*>  +  rtÇ,»)T(*,y)  =  SU,  +  *■  j. 

Portons  ces  valeurs  de  D,  et  de  UU'  dans  l'équation  (3),  elle  deviendra,  en 
faisant  pour  abréger  fl£,n)  =f  et  T(Ç,»)  =?', 

d'où 

p  désignant  une  constante  arbitraire. 

D'où  la  proposition  suivante,  où  j'ai  fait  disparaître  les  quantités  auxi- 
liaires y  et  y. 

Si  l'on  décompose  d'une  façon  quelconque  le  polynôme  du  quatrième  degré, 
P(jr),  en  deux  facteurs  du  second  degré  f[x)  et  f{x),  l'intégrale  générale  de 
l'équation 

dx    __    d\ 
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est  

s^MT)-^)=constante, 

J'avais  déjà  déduit  cette  proposition  de  considérations  purement  géomé" 
triques,  dans  une  note  Sur  les  propriétés  des  coniques  qui  se  rattachent  à 
l'équation  d'Euler,  insérée  dans  les  Nouv.  ann.  de  math.,  1872. 


Sur  la  limite  du  degré  de  la  fonction  entière  qui  satisfait  à  certaines 

conditions  ;  par  M.  Tchebychef. 

(Séance  du  21  juillet  1875) 

Si  une  fonction  entière,  entre  deux  limites  quelconques  de  la  variable, 
s'écarte  peu  de  zéro,  et  qu'elle  ait  une  valeur  considérable  en  dehors  de  ces 
limites;  il  est  certain  que  la  fonction  est  d'un  degré  élevé.  Quelle  est  donc 
la  formule  qui  donne  la  limite  du  degré  de  la  fonction  entière,  d'après  ses 
écarts  de  zéro,  pour  des  valeurs  de  la  variable  comprises  entre  certaines 
limites,  et  sa  valeur  au  delà  de  ce  champ?  En  cherchant  à  résoudre  ce  pro- 
blème d'après  les  méthodes  exposées  dans  notre  mémoire  sur  les  questions 
de  minima  qui  se  rattachent  à  la  représentation  approximative  des  fonc- 
tions, nous  sommes  parvenu  à  ce  théorème  très-simple  : 

Théorème.  —  Si  f(x)  est  une  fonction  entière  du  degré  n  qui,  depuis 
ar= — /  jusqu'à  x = -+-/,  ne  sorte  pas  des  limites  — L  et  -f-L,  et  que, 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  en  dehors  des  limites  nommées  x  =  —  /, 
r =-+-/,  les  valeurs  de  la  fonction  f(x)  soient  en  dehors  des  limites  —  L  et 
-f-L,  on  aura 

en  donnant  aux  radicaux  les  valeurs  positives. 


Estai  sur  la  géométrie  à  n  dimensions;  par  H.  Camille  Jordan, 

(Séance  du  12  mai  1875) 

On  sait  que  la  fusion  opérée  par  Descartes  entre  l'algèbre  et  la  géométrie 
ne  s'est  pas  montrée  moins  féconde  pour  Tune  de  ces  sciences  que  pour 
l'autre. 

Car,  si  d'une  part  les  géomètres  ont  appris,  au  contact  de  l'analyse,  à 
donner  à  leurs  recherches  une  généralité  jusque-là  inconnue,  les  analystes, 
de  leur  côté,  ont  trouvé  un  puissant  secours  dans  les  images  de  la  géométrie, 
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tant  pour  découvrir  leurs  théorèmes  que  pour  les  énoncer  sons  une  forme 
simple  et  frappante. 

Ce  secours  cesse  lorsqu'on  passe  a  la  considération  des  fondions  de  plus 
de  trois  variables;  aussi  la  théorie  de  ces  fondions  est-elle  relativement  fort 
en  relard.  Le  moment  semble  venu  de  combler  cette  lacune  en  généralisant 
les  résultats  déjà  obtenus  pour  ce  cas  de  trois  variables.  Un  grand  nombru 
de  géomètres  s'en  sont  déjà  occupés  d'un  manière  plus  ou  moins  immédiate. 
Nous  ne  connaissons  cependant  aucun  travail  d'ensemble  sur  ce  sujet  ('). 

Nous  nous  proposons,  dans  le  présent  essai,  de  montrer  comment  les  prin- 
cipales formules  de  la  théorie  de  la  ligne  droite  et  du  plan  doivent  être 
généralisées  pour  s'étendre  aux  fonctions  linéaires  d'un  nombre  quelconque 
de  variables.  L'étude  de  ces  qnesiions  élémentaires  doit  naturellement  pré- 
céder toute  recherche  relative  aux  fonctions  de  degré  supérieur. 

Bien  que  ces  recherches  soient  purement  algébriques,  nous  avons  cru 
utile  d'emprunter,  ainsi  que  nos  devanciers,  quelques  expressions  à  la  géo- 
métrie. Ainsi,  nous  considérons  un  point  comme  déiini  dans  l'espace  a  n 
dimensions,  par  les  valeurs  de  n  coordonnées  jr,,...,.rB.  Une  équation  liné- 
aire entre  ces  coordonnées  définira  un  plan  ;  t  équations  linéaires  simul- 
tanées, un  k-plan  ;  n  —  1  équations,  une  droite.  La  distance  de  deux  points 
sera  ^/(j^— :rj}'-(-.-.;  etc. 

Ces  définitions  posées,  nous  étudions,  dans  la  section  I  de  noire  Mémoire, 
les  divers  degrés  de  parallélisme  qui  peuvent  exister  entre  deux  multiplans. 

Dans  la  seconde  section,  nous  donnons  les  conditions  de  porpeitdicularitè. 

Dans  la  troisième,  les  formules  de  transformation  des  coordonnées. 

Les  sections  suivantes  renferment  des  résultats  plus  intéressants. 

Les  sections  IV  et  V  sont  consacrées  à  l'étude  des  relations  indépendantes 
du  choix  des  axes  (les  coordonnées  restant  rectangulaires),  qui  peuvent 
exister  entre  deux  multiplans.  Nos  principaux  résultats  consistent  dans  les 
propositions  suivantes  : 

i"  Un  système  formé  d'un  k-plan  P»  et  d'un  l-plan  P;  postant  par  un  même 
point  de  l'espace  a  p  invariants  distincts,  p  étant  le  plus  petit  des  nombres  k, 
l,  n  —  k,  n —  l.  On  peut  considérer  ces  invariants  comme  définissant  les 
angles  des  deux  multiplans. 

2°  Les  divers  plans  perpendiculaires  à  Pt  et  à  P,  forment  respectivement 
parleurs  intersections  un  n — k  plan  P,_i  et  un  n — Iplan  P,.(l  formant  entre 
eux  les  mêmes  angles  que?k  et  P, . 

ri°SiP,e(Pi  n'ont  pas  de  point  commun,  on  aura  un  invariant  de  plus ,  à 
savoir  leur  plus  courte  distance.  Cet  invariant  s'exprime  par  une  fraction, 

(*)  Un  seul  chapitre  de  celte  nouvelle  géoméirie  nous  paraît  pouvoir  Être  considéré 
comme  à  peu  près  achevé;  c'est  celui  de  la  courbure  des  surfaces.  (Voir  la  thèse  de 
H.  Morin,  18o7,  et  les  mémoires  de  N.  Sophus  Lie,  Gœttinger  Nachrielilen,  1871.) 
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dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  sommes  de  camés  de  déter- 
minants. 

Dans  la  section  VI,  nous  donnons  le  système  des  formules  qui  relient 
entre  eux  les  angles  mutuels  des  divers  multiplans  formés  avec  n  plans 
donnés  quelconques  (se  coupant  au  même  point).  Ces  formules  se  réduisent, 
pour  n=  3,  à  celles  de  la  trigonométrie  sphérique.  Nous  les  rattachons  à  la 
considération  du  déterminant  de  la  forme  quadratique  qui  donne  la  distance 
de  deux  points  (les  n  plans  donnés  étant  pris  pour  plans  coordonnés). 

Dans  la  section  VII,  nous  montrons  comment  une  substitution  orthogonale 
de  déterminant  1  peut  être  ramenée  par  un  changement  d'axes  rectangulaires 

à  une  forme  canonique  simple,  dépendant  de  ^  invariants  si  n  est  pair,  de 

w— — i 
9    s'il  est  impair.  Nous  donnons  les  équations  différentielles  partielles 

auxquelles  satisfont  ces  invariants.  De  cette  recherche,  nous  déduisons  entre 
autres  résultats  la  généralisation  des  théorèmes  suivants  : 

Tout  mouvement  plan  se  réduit  à  une  rotation  autour  d'un  point. 

Tout  mouvement  dans  l  espace  est  un  mouvement  hélicoïdal. 

Nous  en  tirons  encore  la  généralisation  de  la  loi  de  réciprocité  signalée 
par  H.  Chasles,  et  qui  a  servi  de  fondement  à  ses  belles  recherches  sur  le 
mouvement  d'un  corps  solide. 

Nous  terminons  en  donnant  les  lois  de  la  composition  des  mouvements 
infiniment  petits  dans  l'espace  à  4  dimensions.  Le  résultat  auquel  nous 
arrivons  se  formule  dans  ce  théorème  : 

Une  rotation  R,  autour  d'un  point  dans  l'espace  à  4  dimensions,  peut  être 
représentée  dans  l'espace  à  3  dimensions  par  deux  droites  A  et  6,  de  gran- 
deur et  de  direction  convenables.  Deux  rotations  Rt  et  R„  respectivement 
représentées  par  les  droites  At  et  Bt,  Àt  et  B„  auront  pour  résultante  une  rota- 
tion représentée  par  les  droites  À,  résultante  de  At  et  At,  et  B,  résultante  de 
Bt  et  Bt  (ces  droites  étant  combinées  suivant  la  règle  du  parallélogramme). 

I.    DÉFINITIONS.    —  PARALLÉLISME. 

1 .  Nous  définirons  la  position  d'un  point  dans  l'espace  à  n  dimensions  au 
moyen  de  n  coordonnées  x{,  ...,  xn. 

Une  équation  linéaire  entre  ces  coordonnées  définira  un  plan  ;  deux  équa- 
tions linéaires  simultanées,  distinctes,  et  non  incompatibles,  définiront  un 
biplan;  k  équations,  un  k-ptan;  n  —  1  équations  définiront  une  droite  ; 
n  équations,  un  point. 

On  pourra  comprendre  tous  les  êtres  géométriques  ci-dessus  sous  le  nom 
générique  de  multiplans.. 


J 


les  équations  d'un  A-plan  P„;  en  les  combinant  linéairement,  on  obtiendra 
une  infinité  d'équations  de  la  forme 

>,A,  +  ...  -f->*At=0. 

Les  plans  représentés  par  ces  diverses  équations  auront  évidemment 
Pi  pour  intersection  commune,  et  nous  les  appellerons  pour  abréger  tes 
plant  générateurs  de  Pt.  Leurs  intersections  deux  a  deux,  trois  a  trois,..., 
k —  1  à*  —  1,  donneront  une  infinité  de  biplans,  de  Iriplans,  etc.,  conte- 
nant I'. ,  et  qu'on  pourra  appeler  les  biplans,  les  iriplans  générateurs,  etc., 
deP,. 

Il  est  clair  que  l'on  pourra  prendre  pour  définir  P»,  au  lieu  des  équa- 
tions (1),  les  équations  de  k  plans  générateurs  quelconques 

x,A,  +  ...  +  XéÀ*  =  0,    x;a,+  ... -fiiA*=0, ..., 

pourvu  que  le  déterminant  des  coefficients  l  ne  soit  pas  nul. 

D'autre  part,  soit  k'  un  entier  quelconque  >  k,  et  ne  dépassant  pas  n.  Si 
l'on  joint  aux  équations  (I),  qui  déterminent  Pt,  k'  —  k  nouvelles  équations 
Aj+t  =0,...,  Ar=0,  l'ensemble  de  ces  équations  (supposées  distinctes  et 
non  incompatibles)  déterminera  un  k'-phn  contenu  en  entier  dans  Pt.  Nous 
dirons  que  les  A'-plans  ainsi  obtenus  sont  les  k'-plans  de  Pt. 

Nous  remarquerons  enfin  que  les  coordonnées  courantes  d'un  A-plan 
quelconque 

Ai  =  0,...,A»  =  0, 

pourront  être  exprimées  linéairement  en  fonction  de  n —  k  variables  auxi- 
liaires indépendantes.  Il  suffira  en  effet  de  poser 
A*+i=x A,,=  x._», 

At+i,  --.,  A,  étant  des  fonctions  linéaires  quelconques  de  xit ...,  x„  et  l'on 
aura  un  système  de  n  équations  qui  permettront  d'exprimer  ces  coordon- 
nées en  fonction  des  nouvelles  variables  X. 

3.  Un  plan  sera  déterminé  en  général  par  n  points.  En  effet,  l'équation 
générale  du  plan  contient  n+ 1  coefficients,  dont  les  rapports  seront  déter- 
minés par  les  n  équations  linéaires  que  l'on  oblient  en  substituant  succes- 
sivement dans  l'équation  les  valeurs  des  coordonnées  des  n  pointe  donnés. 

Vn  k-plan  sera  déterminé  par  n  —  k  -f- 1  pointe. 

En  effet,  considérons  un  plan  quelconque  assujetti  à  passer  par  les 
n  —  k-i-i  pointe.  Cette  condition  donnera  entre  les  n+1  coefficients  du 
plan  n — M-i  équations  linéaires;  éliminant  n  —  fc-M   coefficients   au 
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moyen  de  ces  équations  de  condition,  il  restera  dans  l'équation  du  plan  k 
coefficients  arbitraires.  Donc  l'équation  générale  des  plans  passant  par  les 
n — fc  +  1  points  donnés  sera  de  la  forme 

(2)  xfAl-h...-|-x»A*  =  0, 

et  le  fc-plan  At= ...  =A*=0,  intersection  commune  de  ces  plans,  pas- 
sera par  les  n — A -M  points  donnés.  'D'ailleurs  ce  &-plan  sera  le  seul  à 
jouir  de  cette  propriété  ;  car  si  un  &-plan  P*  contient  les  points  donnés,  ses 
plans  générateurs  les  contiendront  a  fortiori*  ils  seront  donc  de  la  forme  (2); 
et  P*  se  confondra  avec  le  £-plan  At  =  ...=A*=  0,  intersection  commune 
de  ces  plans. 
4.  Deux  plans  donnés  par  les  équations 

A  =  0^-4-  ...-|-awa;Jl-h*=0, 
B=  bixl  4-  •••  •+■  hffXH  -t-  p  =  0, 

se  couperont  en  général  suivant  un  biplan.  Hais  on  doit  excepter  le  cas  où 
l'on  aurait 

». ».' 

car  les  deux  équations  A=0,  B  =  0  seront  incompatibles.  On  dira  dans  ce 
cas  que  les  deux  plans  sont  parallèles. 
Enfin,  si  l'on  avait 


ai  —       _ .  an 


bi      ""      Tn     (T 

les  deux  équations  A  =  0,  6  =  0  n'en  formeraient  plus  qu'une  seule,  et  les 
deux  plans  seraient  non-seulement  parallèles,  mais  coïncidents. 

5.  Soient  Pt  et  ?x  deux  multiplans  quelconques.  Si,  parmi  les  plans  généra- 
teurs de  Pt,  il  en  est  qui  soient  parallèles  à  ceux  de  P/,  ils  engendreront  un 
multiplan. 

Soient  en  effet 

des  plans  générateurs  de  Pk  parallèles  à  des  plans  générateurs  de  P{  et 
choisis  de  telle  sorte  :  1°  qu'ils  soient  indépendants  les  uns  des  autres, 
c'est-à-dire  ne  soient  liés  par  aucune  équation  linéaire  identique 

x1C1  +  ...  +  xpCf  =  0; 

2°  qu'il  n'existé  aucun  plan  générateur  de  P*  indépendant  de  ceux-là  et  pa- 
rallèle à  un  plan  générateur  de  Pi.  Par  définition,  Pi  aura  parmi  ses  plans 
générateurs  des  plans 


respectivement  parallèles  aux  précédents.  I't  aura  parmi  s^s  plans  généra- 
teurs fous  les  plans 

(5)  »,C,  +  ...+'>.fCpT=0. 

qui  engendrent  le  o-plan 

C,  =  0,...,C,  =  0, 
que  nous  désignerons  par  Pp .  De  son  coté,  P,  aura  parmi  ses  plans  généra- 
teurs ceux  de  la  forme 

(4)                        Mi  +  .  „  +  l^C,  =s  >.,J,  +  ...  +  \it 
respectivement  parallèles  aux  précédents  et  qui  engendrent  le  p-plan 
C,  =  3 C?:=*?, 

que  nous  pourrons  désigner  par  P' . 

Donc,  pour  qu'un  plan  générateur  de  P*  soit  parallèle  à  un  plan  généra- 
teur de  Pi,  il  sera  non-seulement  nécessaire,  mais  suffisant,  qu'il  soit  un 
plan  générateur  de  P, .  Et  réciproquement,  pour  qu'un  pian  générateur  de 
Pi  soit  parallèle  à  l'un  de  ceux  de  Pt,  il  sera  nécessaire  et  suffisant  qu'il 
soit  l'un  des  plans  générateurs  de  P' , 

Nous  exprimerons  cette  relation  en  disant  que  deux  multiplans  P,.  et  P(  ont 
entre  eux  un  parallélisme  d'ordre  p. 

Nous  dirons  d'une  manière  absolue  que  Pt  est  parallèle  à  P(l  si  tons  ses 
plans  générateurs  sont  parallèles  a  ceux  de  P,.  Il  faut  évidemment  pour  cela 
que  l'on  ail  k  <  /.  Si  k  =  t,  il  est  clair  que  P(  sera  réciproquement  paral- 
lèle à  P*. 

Si  l'on  a  à  la  fois  ).,  =  0, ...,  !,—  0,  les  divers  plans  de  P,  seront  non- 
seulement  parallèles  a  ceux  de  P'  ,  mais  coïncidents  ;  et  ?,  et  P*  seront  con- 
tenus dans  le  même  p-plan  P, . 

Au  contraire,  si  1,  par  exemple  est  différent  de  zéro,  il  faudra  pour  que 
les  plans  (3)  et  (4)  se  confondent,  que  l'on  ait  la  relation 

1,»,  +  - +*,*,=•■ 

Déterminant  \  par  cette  relation  et  substituant  dans  {3),  on  aura 

.,(c,-4;c,)  +  ...  +  *t(c,-£c,)  =  o 

pour  l'équation  générale  des  plans  générateurs  communs  à  P*  et  a  P,;  et 
l'on  voit  par  là  que  ces  plans  ne  seront  autres  que  les  plans  générateurs  du 
p  —  t-plan 

C,  —  ^  C,  =  0,  ...j  C,—  j-'C,  =  o, 
lequel  contiendra  P,  et  P,. 
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6.  Cherchons  maintenant  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les 
coefficients  des  équations  de  P*  et  de  Pj  pour  que  ces  mulliplans  aient  entre 
eux  un  parallélisme  d'ordre  p,  en  étant  ou  non  contenus  dans  un  même 
/>-plan. 


Soient 


(5) 


les  équations  de  P*  ; 


(6) 


A,  =  aiixi  -+• .. .  4-  alfpn  4-  *i  =  0, 

[  Bl=zbllxl-h...  +^»-fP4=0: 
B/  =  bi^  H- ...  +  &/„£„-{-  P/  =  0, 


celles  de  Pj.  Pour  qu'un  plan  générateur  de  P*  soit  parallèle  à  un  plan  gé- 
nérateur de  P/,  il  faudra  qu'on  ait  la  relation  identique 

XâÀ4  h-  ...  -h  x*Ajk  =  fx^  -H . ..  +■  yjBj-H  constante  ;   . 
ou,  en  égalant  séparément  à  zéro  les  coefficients  des  variables, 

!xiflii  +  •  •  +  **flAi  =  p-i^ii  ■+-•••  K-^/ti 

Mm  -h  •••  +  >*k«*ii  =  Pi&m  +  •••  H-  pût*  î 

et  si  l'on  veut  que  les  plans  générateurs  considérés  soient  non-seulement 
parallèles  mais  coïncidents,  la  constante  devra  être  nulle,  et  Ton  aura  par 
suite  une  nouvelle  équation 

(8)  \%t  -h  ...  -h  Xjkflt*  =  lulP1  -h  ...  -h  pift. 

7.  Cela  posé,  soit  d'abord  &  H-  /<  n;  le  nombre  des  paramètres  >,  p  sera 
égal  ou  inférieur  à  celui  des  équations  (7);  si  donc  ces  équations  sont 
distinctes,  ce  qui  est  le  cas  général,  on  ne  pourra  y  salifaire  autrement 
qu'en  annulant  tous  les  paramètres.  Donc  dans  ce  cas  P*  et  Pi  n'auront  en 
général  aucun  parallélisme. 

Hais  celle  conséquence  sera  en  défaut,  si  les  coefficients  a,  b  sont  choi- 
sis de  telle  sorte  que  les  équations  (7)  se  réduisent  à  un  nombre  p  d'équa- 
tions distinctes  inférieur  à  k  ■+•  l. 

Il  est  d'ailleurs  aisé  de  voir  que  p  ne  peut  être  inférieur  à  /.  En  effet,  les 
équations  (6)  qui  définissent  P*  étant  supposées  distinctes  et  compatibles 
entre  elles,  l'un  au  moins  des  déterminants  obtenus  en  prenant  l  colonnes 
du  tableau 

bix  ...  bm 


bu  ...  bui 


■ 


par  exemple  celui-ci 


différera  de  zéro.  Gela  posé,  les  /  pfenùèma  équations  (7)  seront,  dis- 
tinctes, et  permettront  de  déterminer  p,, ....  y,  en  (onction  de  ilt ....  >.»; 
car  le  déterminant  des  coefficients  par  lesquels  elles  multiplient  ft„ ...,  &, 
étant  égal  à  A,  sera  différent  de  zéro. 

Soit  doncp  =  A-  +  i — p,  elp<$À.  Les  équations  (7)  nermcltronl  de  dé- 

tenninerfi„...,f*Jet* — p  des  quantités  X,  telles  quclp+1 h,  en  tuât1 

lion  des  p  paramétres  indéterminés  1, .■ 

Soit 

{*.+  !  =  «••+1*1  4-  —4-  N.-t-lX.( 
•  • 
lt=m»;i( +  ...  +  «»*»■ 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression 

des  plans  générateurs  de  P»,  et  posant  pour  abréger 

j  C1  =  A,+M(+i4(+i  +  ...  +  m»41i, 

(«)  . 

|Ct  =  Ap  +  n,+,A(+1+.  .  +  «***■ 

on  aura  l'équation 

(H)  JL,C,+-.,.  +  XtCf  =  0 

pour  définir  ceux  des  plans  générateurs  de  Pt  qui  sont  parallèles  à  ceux  de 
Pi-  D'ailleurs  les  plans  C(  =  0,...,  C,  =  0  sont  indépendants  les  uns  des 
autres  ;  car  si  l'on  avait  une  identité  de  la  forme 
*tCi  +  ...-r-',Ct=(l, 

on  aurait,  en  substituant  les  valeurs  de  C„  ...,  C,  données  par  l'équation, 
une  nouvelle  identité  de  la  forme 

*,A,  +  ...  +  vS+  ",  fi-V1  +  •■■="< 
ce  qui  est  absurde,  les  équations  A,  =  0,  ...,  At=0  étant  supposées  dis- 
tinctes. 

Les  plans  définis  par  l'équation  (11)  ne  seront  donc  autres  que  les  plans 
générateurs  du  p-planC|  =  0, ...,  C,  =  0;  et  I\  aura  avec  P(  un  parallélisme 
d'ordre  p-. 
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En  outre,  P*  et  Pj  seront  dans  un  même  p-plan,  si  l'équation  (8)  est  une 
conséquence  des  équations  (7). 

8.  Supposons  maintenant  que  Ton  ait  &-M>>n.  On  aura  un  parallé- 
lisme d'ordre  k  4-  /  —  n  dans  le  cas  général  où  les  équations  (7)  sont  toutes 
distinctes;  un  parallélisme  d'ordre  k-±-l — p  si  elles  se  réduisent  à  p 
équations  distinctes.  Enfin  P*et  P/ seront  dans  un  mèmep-plan  si  l'équation 
(8)  est  une  conséquence  des  équations  (7). 

9.  Pour  écrire  les  conditions  d'un  parallélisme  d'ordre  quelconque,  on 
n* aura  donc  qu'à  exprimer  que  les  équations  (7)  se  réduisent  kp  distinctes. 
Or,  on  sait  que  pour  cela  il  faut  et  il  suffit  :  1°  que  l'un  au  moins  des  mi- 
neurs de  degré  p  formés  avec  les  coefficients  de  ces  équations  soit  différent 
de  zéro  ;  2°  que  tous  les  mineurs  de  degré  p  4-  i  s'annulent. 

Pour  que  P*  et  P*  soient  dans  un  même  p-plan,  il  faudra  de  plus  que 
l'équation  (8)  étant  adjointe  au  système  des  équations  (7),  les  nouveaux  mi- 
neurs de  degré  p  -+-  i  où  figurent  les  coefficients  de  cette  nouvelle  équation 
s'annulent  comme  les  précédents. 

10.  Si  deux  multiplans  P*  et  P/  n'ont  aucun  parallélisme,  ils  se  coupent 
suivant  un  multiplan  Pk+j. 

En  effet,  par  hypothèse,  on  ne  peut  satisfaire  à  l'équation 

XtAâ  4- ...  -t->*A*=:(AflB|  -h  ..*  -bpfii  -H  constante, 

ou»  ce  qui  revient  au  même,  à  celle-ci 

M^i  —  *i)  +  -.  +  X*(A*  —  a*) =fit(Bft  —  p,)  -h  ...  +  pt/(B|  —  p/). 

Donc  \esk-t-l  fonctions  À4 — «t, ...,  A* —  a»,  B£  —  ft,  ...,Bj —  ^seront 
distinctes,  et  les  équations 

Aft=0,...,A*=0,  B4  =  0, ..., B*  =  0 
lesquelles  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

A|  — aâ=— aâ,  ,..,B|  — Pl=  — p/, 

seront  distinctes  et  compatibles  entre  elles,  et  détermineront  un  k  4-  /-plan. 

H.  Si  P*  et  Pi  ont  un  parallélisme  d'ordre  p,  sans  être  dans  un  même 
p-plan,  ils  ne  se  couperont  pas. 

En  effet,  P*  et  Pi  ont  par  hypothèse  des  plans  générateurs  parallèles,  mais 
non  coïncidents,  (^  =  0  et  Ct  =  ift.  Les  points  de  l'intersection  devraient 
satisfaire  à  ces  deux  équations,  qui  sont  incompatibles.  Si  donc  P*  et  P/  ont 
un  parallélisme  d'ordre  p  et  se  coupent,  ils  seront  dans  un  même  p-plan . 

12.  Si  P*  et  Pf  sont  dans  un  même  p-plan,  ils  se  couperont  suivant  uti 
k-\-l — p-plan. 

Soit  en  effet 

Ct=...:=Cf±£:0 


le  f-filan  formé  pu  les  plans  général 
remplacer  les  équations 


qui  définissent  Ph  par  les  équations  équivalentes 

C,=0,...,Cf  =  0,  B,  +  ,  =  0 B,  =  0, 

dont  les  p  premières  ne  sont  que  des  combinaisons  des  équations  A,  =  0, 
.,.,  At=0  qui  définissent  IV  Le  nombre  des  èqiiiitious  distinctes  auxquelles 
satisfait  l'intersection  de  P,  et  de  P,  se  réduit  donc  A  k-hl~p. 

13.  Un  k-plan  Pi,  glissant  parallèlement  à  lui-même  sur  un  l-plan  P,, 
engendrera  un  mulliptan. 

Les  deux  mulliplans  étant  encore  supposée  définie  pM  les  équations  (5)  et 
(6),  les  équations  d'un  /c-plan  parallèle  à  Ptet  passant  par  le  point  ï„  ...,ï„ 
seront 

I  A,  =  a(1i,+..    +a,fl,+  a„ 


(13) 


(13, 


(  Ai  =  at,S,  +  ...  +  ot»ï«  +  .«a. 

Hais  si  le  point  Ç„  ..  ,  Ç,  appartient  A  Pf,  on  aura 

j61,ï,  +  ...  +  6uï.  +  Pi  =  0, 

Uiiï1  +  ...  +  *i.Ç,  +  P.  =  0. 

Donc,  en  éliminant  i;,,  -..,£,  entre  les  équations  (12)  et  (15),  on  aura  les 
équations  du  lieu  cherché,  qui  seront  linéaires. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  P«el  P|  soient  dans  un  même  p-plan 
Pf .  On  pourra  admettre  que,  parmi  les  plans  choisis  pour  définir  P,  et  Pi,  su 
trouvent  les  plans  C,  — G,  ...,Cr=0  qui  définissent  P,;  on  peut  donc 
admettre  que  l'on  ait 

A1  =  B1  =  Ct,...,A,  =  B(=C(. 

Hais  alors  les  seconds  membres  des  p  premières  équations  du  système  (12) 
s'annulent  en  vertu  des  équations  (13).  On  aura  donc,  parmi  les  équations 
du  lieu  cherché,  les  suivantes 


et  l'on  aura  les  autres  en  éliminant  les  n  variables  %  entre  les  k —  p  der- 
nières équations  du  système  (12)  et  les  /  du  système  (13).  Celle  élimination 
donnera  i  +  k  —  p  —  n  équations  nouvelles  qui  achèveront  de  déterminer  le 
lieu  cherché. 
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II.    DISTANCES.    —   PERPENDICULÀKITÉ . 


14.  La  distance  de  deux  points  ayant  respectivement  pour  coordonnées 
#i» ...,  x%  et  yt, ...,  yn  sera  définie  par  la  formule 


On  appellera  distance  d'un  point  pàun  multiplan  sa  distance  au  point  du 
multiplan  qui  en  est  le  plus  rapproché.  Ce  point  q  sera  la  projection  du 
point  p  sur  le  multiplan. 

La  distance  de  deux  multiplans  qui  ne  se  coupent  pas  sera  la  distance  de 
leurs  points  les  plus  voisins. 

La  projection  d'un  multiplan  sur  un  autre  sera  le  lieu  des  projections  de 
ses  points. 

15.  Cherchons  les  coordonnées  xt, ...,  xn  de  la  projection  q  d'un  point  p, 
dont  les  coordonnées  sont  yt,  ...,  yn  sur  le  multiplan  P*  ayant  pour 
équations 

, 

flki^i  -h  -..  -h  au#n  -f  a„  =  0. 

Le  point  9  étant  dans  P*,  ses  coordonnées  satisferont  aux  équations  (14). 
D'autre  part,  l'expression 

a»  =  (xt  —  y t)«  +*...+  (*„  -  y,)» 

doit  être  moindre  que  pour  tout  point  voisin  q'  situé  dans  Pk,  et  ayant  pour 
coordonnées  xi  4-  drt, ...,  xn-\-dx%.  #.   . 

La  différentielle  de  A*,  égalée  à  zéro,  nous  donnera  l'équation 

(15)  (xâ  —  yi)dxi  +  ...  +  (*»  —  !/,)<&„  =  0. 

D*ailleurs  (/  étant  situé  dans  P*,  dxv  ...,  drn  ne  seront  pas  arbitraires, 
mais  satisferont  aux  équations 

Îa41dr4-T-...  -f  OiftCb;,  =  0, 
fl*i<foi  4- ...  -h  ajbi<ixM=  0. 

L'équation  (15),  devant  être  satifaite  toutes  les  fois  que  les  équations  (16) 
le  seront,  sera  une  combinaison  linéaire  de  celles-ci;  on  aura  donc,  en  dési- 
gnant par  >!,...,  >kdes  multiplicateurs  convenables, 

Î*i  — •  y  t  —  xiau  +  •••-f-**flti. 
'111  8 


-  114  - 
Si  l'on  élimine  entre  ces  équations  les  k  paramètres  )„  ...,ii,  il  restera, 
entre  x„  .-,xn,  » — k  équations  distinctes 

(18)  Cl=0,.,.,C,_It=l}. 

qui,  Jointes  aux  équations  (14),  détermineront  complètement  ces  quantités. 

16.  Supposons  maintenant  que  xt, ...,  x„,  au  lieu  d'être  des  inconnues  à 
déterminer,  soient  les  coordonnées  d'un  point  donné  de  [\. 

Les  équations  (17)  ou  (18),  dans  lesquelles  yt, ....  y,  seront  considérées 
comme  coordonnées  courantes,  représenteront  le  lieu  des  points  de  l'espace 

dont  la  projection  sur  Pt  tombe  sur  le  point  j- r„.  Ce  lieu  sera  donc  un 

n —  i-plan  l'„_t.  Nous  dirons  que  P„_i  est  le  n  —  k-plan  perpendiculaire 
à  1\,  élevé  pur  le  point  i\,  ...,#„. 

En  général,  un  /-plan  P|  sera  dit  perpendiculair  à  un  k-plan  1',,  si  deux 
mulliplans  PK,  P,  respective tneiil  parallèles  à  ceux-là  étant  menés  par  un 
point  quelconque  p  de  l'espace,  chacun  des  points  de  l'j  se  projette  aur 
Pj  en  un  des  points  d'intersection  de  l'\  avec  F,. 

17.  Cherchons  à  établir  les  conditions  de  perpeudicularitè. 
Soient  comme  précédemment 


1  A(  =  alij,  +  . 

.  +  fllwr.  +  «,  =  0, 

|  A»  =  a«x,  +  . 

.+Ota*.+  «  =  * 

équations  de  P*; 
(20) 

|B,=»„I,  +  . 

■  +6iA  +  &.  =  «. 

)  Bi  =  6ii*,  +  . 

.  +  6hin  +  fo  —  Q 

celles  de  F,. 

Un  point  quelconque  de  Pj ,  tel  que  j„  ... ,  y„  sera  lié  à  sa  projection 
x„  .■■,#„  par  les  relations  (17);  et,  pour  que  F,  soit  perpendiculaire  à  P'„ 
il  faudra,  par  définition,  que  a-,, ...,  xn  satisfassent  aux  relations  (20),  ainsi 
que  yit ...,  y,.  On  aura  par  suite  les  équations 

(«»  

1  *a(*i  -y,)  +  ...  +  M*. -  yt)  =  0, 

lesquelles  devront  être  une  conséquence  identique  des  équations  (17), 
toutes  les  fois  que  xit  ...,x,  satisferont  aux  équations  (19),  et  yit  ...,  yn  aux 
équations  (20). 

1S.  Supposons  d'abord  que  P,  et  P/  n'aient  aucun  parallélisme;  Ft  et 
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Pj  n'auront  aucun  plati  générateur  commun.  Les  équations  (19)  auxquelles 
satisfont  x^  ...,xn  et  les  équations 

m'  •  •  • 

ne  donneront  aucune  relation  entre  les  quantités  xt  —  yt, ...,  xn  —  yn. 
Supposons  en  effet  qu'on  pût  en  déduire  une  relation  de  la  forme 

kulAi-f-...4-ptAfc  +  viBi  +  -'  -f  vjBi  =  £,(#,  —  t/i)-f-  ...  -hcn(xn  —  yn)=Q. 
Cette  relation  donnerait,  en  y  changeant^, ...,  yH  en  xt, ...,  xn,  l'identité 

^A,  4-  ...  -h  {^*A*  H-  v^  4- ...  4-  vjB/  =  0; 

donc  Pj  et  Vk  auraient  contre  l'hypothèse  un  plan  générateur  commun 

[XjAj  -h  ...  4-^*=  —  (viB4-4-  ...4-vjBj)  =  0. 

Donc  les  équations  (21)  devront  se  déduire  des  seules  équations  (17);  ce 
qui  donnera,  en  substituant  les  valeurs  de  xt —  yâ, ...,  xn  —  yn  tirées  des 
équations  (17),  et  égalant  ensuite  à  zéro  les  coefficients  des  indétermi- 
nées \,  ...,  >*,  le  système  d'équations  suivant 

'      '  '  briOti  -f-  ...  4-  \>nfl$n  =  0, 


Chacune  dé  ces  kl  équations,  considérée  séparément,  exprime  que  Vun  des 
plans  Bt,  ..,,B/  est  perpendiculaire  à  Vun  des  plans  AA,  ...,Ak.  D'ailleurs 
leur  forme  symétrique  Contre  que  si  ï\  est  perpendiculaire  à  P*,  récipro- 
quement Pik  le  sera  à  P|. 

19.  Supposons  plus  généralement  que  P/  et  P*  aient  un  parallèlistiie 
d'ordre  p;  Pi  et  V{  seront  contenus  dans  un  môme  p-plan. 

Soient 

Cl=liiiKl-¥'  ...  +  KdJkAk=:vllBi  4-...  4- vuB|  rr  cua?f  4-  ...  4-  cLnxn  4-^  =  6, 

•   ,    •   •   « ,.....,....« , 

C?  s=  p.piA4  4-  -.  -h  «yAk  =  vçlBt  4-  .-  +  VB*  =  c9ixk  4-  ...  4-  c^„  4-  f?  =  0 

les  équations  de  cep-plan  F  j 

¥iiBl  +  ...4-vaB/=C,  — £4  =  0, 


les  plans  générateur j  correspondant!  de  1',.  Les  équations  (lii)  et  (22)  ijon 
lieront  les  suivanLes 


|i^A,+...  +  iyAi-vB;-...-v«  =  c|l(«i-|1)+...  +  ■>(*,-■,„)=<>. 

Substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  de  c,  — y„  . ..,  .va  —  i/„  tirées 
des  équations  (17),  on  aura  p  équations  de  condition 

(21)  D,  =  0,  ...,D,  =  0 

entre  les  paramètres  ),, ...,  V  Et  pour  avoir  les  conditions  de  perpendicu- 
laire, il  faudra,  après  avoir  substitué  les  valeurs  de  x,  —  yt,...,xH  —  y, 
tirées  des  équations  (17)  dans  les  équations  ("21),  éliminer  p  des  paramètres 
!„  ...,  lt  à  l'aide  des  équations  (24),  et  alors  seulement  égaler  à  zéro  les 
coefficients  des  paramètres  restants  ;  les  équations  (21)  se  décomposeront 
cliacune  en  k —  p  équations  distinctes.  El  ces  (systèmes  de  fc— f  équa- 
tions exprimeront  respectivement  que  le  point  ,r, ar„  se  trouve  sur  les 

plans  B,  =  0,  ...,B,=  0. 

Mais  ces  systèmes  de  conditions  ne  sont  pas  distincts.  En  effet,  le  point 
«t....,*,  se  trouvant  d'après  les  données  de  la  question  sur  les  plans  C,  =  0, 
....  Cf— 0,  il  suffira  qu'il  se  trouve  en  outre  sur/ — p  plans  convenable- 
ment choisis  dans  la  suite  B„  ....  B,  pour  qu'il  se  trouve  sur  les  autres;  ce 
qui  réduira  a  (I— p)  {k —  p)  le  nombre  des  conditions  distinctes  néces- 
saires à  la  perpendicularité. 

20.  D'ailleurs,  ici  encore,  si  Pi  est  perpendiculaire  à  Pk,  Pk  sera  réci- 
proquement perpendiculaire  à  P\.  Pour  constater  avec  évidence  celte  réci- 
procité, nous  pourrons  admettre  que  les  plans  Clt ...,  C,  aient  été  choisis 
parmi  ceux  qui  servent  à  définir  P^  et  P',. 

Les  autres  plans  qui  définissent  ces  deux  multiplans  pourront,  en  outre, 
être  choisis  de  telle  sorte  qu'ils  soient  perpendiculaires  aux  précédents.  En 
effet,  soit 

«,À,  +  ...  +  *»A»  =  0 

l'un  des  plans  générateurs  de  F,.  Il  sera  perpendiculaire  aux  plans  C,  =  0, 
...,C,  =  0,  si  l'on  a  les  équations 

(»lail  +  ■■■  +  »l*u)Crf  +  ...  +  ("ifli»  H +TWHii)Cn,  =  0, 

pour  p=  1,2,...,  p.  Cesp  équations  détermineront  p  des  constantes  x,  par 
exemple  nt_f+),  ...,  *,,  en  fonction  des  autres. 
Soit,  par  exemple, 

»t_|+i=»«i*l +  ■•■  +  «!**-,,  ..., 
îtt=:Bijir,4- ...  +b(tc)_  (. 
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Les  plans  cherchés  seront  donnés  par  la  formule 

^(Aj-f  mjAk.^iH-  ...-}- mpA„)  4-  ...4-we(A?H-n1A*-e4-i+...H-n?AB)  =  0, 

laquelle  représente  un  k —  p-plan,  dans  lequel  on  pourra  choisir  à  volonté 
k — p  plans  pour  achever  de  définir  P^. 
Soient  donc 

\l-=Cl=clixl 4-  •••  4-  cinxH -f- -jfi  =  0, 

•  ••••••••••••••   •  •  i 

/25j  y  A?  =  Cf  =  cçljpt -h  ...  4-cç*zJI4--re=0, 

A?-t-i  =  ap4.i,,a;1  4-  ...  4-ap+i,A  +  a?-f-i  =  0, 

•  ••       •• •••» 

A*  =a*iXi  -h  ...  4-  aiti&n  +«4=0 

les  plans  qui  définissent  P*,  choisis  comme  nous  l'avons  indiqué  ;  on  aura 
une  série  d'équations  de  condition  contenues  dans  ce  type  général 

(26)  Cridji  4-  ...  4"  CrrAm  =  0. 

On  pourra  de  même  définir  P;  à  l'aide  des  plans 


(27) 


Ci  —  0,  •  ..,  Ci-  —  0, 

B?+i=6p+ill*l  4-  ...  -f&e  +  t,r&»+  PP-f-i  =  0, 


B/  =  bu  xi  4- ..  -h  bmxn  4-  P„= 0, 
choisis  de  telle  sorte  que  Ton  ait 

(28)  crl&,i  +  ...  4-Cm&«,  =  0. 

En  comparant  les  équations  (25)  et  (27)  aux  équations  (19)  et  (20),  il 
viendra 

(29)  all  =  6ll=cll,  ...,ap»=&p»  =  cpa. 

Substituons  maintenant  les  valeurs  (17)  dans  les  équations  (21).  En 
tenant  compte  des  équations  (29),  (26)  et  (28),  et  posant  pour  abréger 

CrlCsl  "f"  •••  ~f"  ÇrnPsnî=z  Kr*» 
flrl&ii  4-  •••  -hOm^i»=Lr*» 


il  viendra 


*iKii  4*  •••  4-  \'Ki?  ==  0* 

• ••••«, 

XtKfi  4- ...  4-\K??  =  0, 

Xf +  iLit  4- ...  4- **kf*  =  0. 


Les  p  premières  équations  de  ce  système  sont  le  résultat  dfl  In  sulislilu- 
tion  des  valeurs  (17)  dans  les  équations  C,  =  0,  ...,(%  =  ();  et  toutes  les 
valeurs  de  \, ...,  ï  qui  satisfont  É  ces  p  équations  doivent  satisfaire  iden- 
tiquement aux  autres  équations  du  système;  ce  qui  donne  les  relations 

Le.M.,  =  n Lu  =  0. 

lesquelles  sont  évidemment  symétriques  par  rapport  aux  a  et  aux  bt  et 
et  expriment  que  chacun  des  plans  A  _, ,, ...,  \t  est  perpendiculaire  à  cha- 
cun des  plans  B(  +  ,, ...,  8,. 

2i.  Toutk-plan  Ptpeut  être  déterminé  d'une  infinité' de  manières  par  Cin- 
tertection  dek-plans  rectangulaires. 

Soit  en  effet  A,  =  0  un  quelconque  des  plans  générateurs  de  P*.  Nous 
avons  vu  que  Pt  contient  Un  k —  t-ptan  Pt_(  perpendiculaire'  i  Pt.  Soit  À, 
l'un  quelconque  des  plans  générateurs  de  ft— i!  il  sera  perpendiculaire 
à  A,.  D'ailleurs  Pt  contiendra  un  k  —  2-plan  Pt  _ ,  perpendiculaire  a»  biplan 
(A,,  A,)  .Soit  A,  un  de  ses  plans  générateurs  ;  i)  sera  perpendiculaire  à  A,  et 
à  A,.  On  pourra  de  même  déterminer  dans  P,  un  nouveau  plan  A»  perpen- 
diculaire aux  trois  précédents  ;  etc. 

En  posant  k  =  n  dans  la  proposition  qui  précédé,  on  voit  que  par  un 
point  quelconque  de  l'espace  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  systèmes  de 
plans  rectangulaires. 

£3.  Soient  p  un  point  quelconque;  q  sa  projection  sur  un  multiplan  P»  ; 
r  un  point  quelconque  de  P»;  on  aura  entre  les  distances  des  trois  points  p,q,r 
la  relation 

pr*=pq*+ïj?. 

En  effet,  soient  vt,  -..,  y„,  xt,  ...,,rs,  £,,  ...,Ç„  les  coordonnées  des  trois 
points  p,q,r;  et  supposons  \\  défini  par  les  équations  (14);  on  aura 

jP^to.-W  +  .-.  +  d.-y» 

=p?  +  ï?  +  2((S(-ït)(*i-Sl)+...  +  fe,-*J(^-W|. 

Hais,  si  l'on  remplace  &  —  xu,..,yn —  xs  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (17),  le  terme  entre  parenthèses  deviendra 

MM*  — W+---  + M*  — U| +  ■■■+>»(  *&  —  *«)+■■•+■■<* -U|t 

expression  dans  laquelle  les  multiplicateurs  de  \,  . . . ,  )t  s'annulent  évidem- 
ment; x,,...,  z.etï,,  ...,  î„  satisfaisant  aux  équations  ( 1-1). 

23.  Soit  Pjt  +  iwn  multip lûn  contenu  ddni  P»j  ta  projection  de  p  sur  Pt  +  , 
tombera  au  même  point  s  que  la  projection  de  q. 
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En  effet,  r  étant  un  point  quelconque  de  Pt  +  i,  on  aura,  d'après  ce  qui 
précède, 

En  outre,  s  étant  la  projection  de  q  sur  P*+i,  on  aura 

<jr*  r=  qs  4-  rs  . 


On  a  enfin 


On  déduit  de  tout  cela 


pt=ff'+lf- 


pr  =ps  +  «r  , 

équation  qui  montre  que  le  point  s  est  la  projection  de  p  sur  P*+< . 

(IL   GflAMGEMBtfTS  DE  COOftDONMiES. 

24.  Des  droites  parallèles  D,D',  limitées  à  des  plans  parallèles  P,P',  tmf 
la  même  longueur, 
Soient  en  effet 

ÎA,  tass  «Ha:,  4-  . . .  4-  rtlnapn  4-  *,  s=  0, 
.  - .■  *  .  ■ , 
A»-t  =  a*  _  ux,  -h  . . .  -f  an  _  i,«x„  -f-  **_  i  ==  0 

les  équations  de  la  droite  D  ; 

(31)  B  =  Mt+  ...  +  M*  +  P  =  0 
celle  du  plan  P; 

(32)  A,=V, ...,  Aw_i  =  «i_i 
celles  de  B*  ; 

(33)  B  =  p' 

celle  de  P. 

Les  coordonnées  Çt,  ...,Ç„  de  l'intersection  de  D  avec  P  satisferont  aux 
équations  (50)  et  (31);  celles  nv  ...»  t?n  du  point  d'intersection  de  p  avec  P' 
satisferont  aux  équations  (50)  et  (32);  on  en  déduira 

«uK  ^-  M  +  ••»  +  a*»Ki  —  *»)  =  °» 


M*i  -  fc)  + ...  +  M*»  -  g  +  p' = o. 


Les  coordonnées  \\,  ...,£„,  V,,  ...,n'„  des  points  d'intersection  de  [)'  avec 
P  et  avec  F  satisferont  à  ces  mêmes  équations  ;  on  en  déduira 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarquons  d'ailleurs  que  les  valeurs  de  *,  —  Ç,, ....  n, —  £,  déduites 
des  équations  (54)  varient  proportionnellement  à  la  constante  p';  d'où  celte 
conclusion  : 

Troit  plant  parallèles  coupent  proportionnellement  dewr  droites  quel-* 
conque*. 

25.  Le  lieu  de*  pointé  dont  la  distance  à  un  plan,  fixe  P,  comptée  tuivant 
une  direction  donnée,  est  constante  sera  donc  un  plan  parallèle  à  P, 

Un  système  de  n  plans  indépendants  P,  Q, ...  étant  donné,  la  position 
d'un  point  dans  l'espace  sera  complètement  déterminée  lorsqu'on  connaîtra 
sa  distance  à  chacun  d'eux,  cette  distance  étant  comptée,  par  exemple, 
dans  la  direction  de  l'intersection  des  n — 4  antres  plans.  En  effet,  ces 

distances  détermineront  n  plans,  respectivement  parallèles  à  P,Q et  dont 

l'intersection  donnera  le  point  cherché. 

Les  distances  ci-dessus  î,, ...,  X,  Tonneront  donc  un  nouveau  système  de 
coordonnées  qui  pourront  servir,  au  lieu  de  x„  ...,  x„t  pour  définir  les* 
points  de  l'espace. 

26.  Les  nouvelles  coordonnées  sont  liées  aux  anciennes  par  des  équa- 
tions linéaires. 
Soient  en  effet 


(35) 


es  équations  des  plans  P,Q, ....  Soient  |„  ....  Ç,  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque.  La  parallèle  à  l'intersection  des  plans  Q,  ...,  menée  par  ce 
point,  aura  pour  équations 

(36)  Orl(xl-£1)  +  -  +  «n.(^-W  =  0    (r=2 n), 

et  les  coordonnées  -r„  ...,.*•„  de  son  intersection  avec  P  satisferont  en  outre 
à  l'équation  de  P,  ou  ce  qui  revient  au  même  à  celle-ci 

(37)  flu(*.-i.)+..-+«.>.-U=:M.  +  -+«.A.--,. 
Posons,  pour  abréger, 

*,&  +  .. .  +  aimlM~  «4  =  1, 
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ant  •••  ann 


=  A, 


dan 


=  br$  » 


on  déduira  des  équations  (36)  et  (37)  les  suivantes 


*<  —  5i  = 


__*tiL 


-  •  >  &n 


x»=Vte-W,  +  ...  +  (^-W=^-L= 


M.  ,     . 


•  +«u5»  — "i) 


On  trouvera  de  môme,  pour  (oute  valeur  de  r, 


(38) 


M 


Renversant  ces  égalités,  il  viendra 
(39) 


&lr«  .    bnr  .,  &lr*t  "^  •"  "H  ^nr*» 


5f  =  «p  Xt  4-  ...'  -f-  -=r-  Xj  ■+■ 


27.  Il  est  aisé  d'exprimer  la  distance  de  deux  points  en  fonction  des 
nouvelles  coordonnées. 

Soient,  en  effet,  ?n  ...,?„  et  X't, ...,  X',  les  coordonnées  d'un  second  point. 
Elles  satisferont  aux  équation  (36)  et  (39);  on  aura,  par  suite, 

/    5r  —  Çy  =:-jp  (X|  — Xi)]+... -f- -g- (Xji— XJ,). 

La  distance  D  des  deux  points  sera  donnée  par  la  formule 

Cette  formule  se  simplifie  lorsque  les  nouveaux  plans  coordonnés  sont 
orthogonaux. 
On  a,  en  effet,  par  définition, 


(40) 


anal  4-  ...+arBaw  =  0,    si  r  =  $. 


On  peut  d'ailleurs,  sans  rien  changer  au  système  des  nouveaux  plans, 
multiplier  l'équation  de  chacun  d'eux  par  une  constante,  telle  que  l'on  ait 

afi  4-...+  ah  =i. 
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Mais  alors  a„, ....  û„,  seront  les  coefficients  d'une  substitution  orthogonale  ; 
et.  d'après  lis  propriétés  connues  de  ces  substitutions,  on  aura 

af,4-.-.  +  "ïr=I.    alrfJ,J+...  +  n„aM  =  0, 

de  sorte  que  D*  se  réduit  à  une  somme  de  carrés. 

Réciproquement,  si  les  équations  (41)  sont  satisfaites,  les  équations  (39) 
représenteront  une  substitution  orthogonale.  La  substitution  réciproque 
définie  par  les  équations  (58)  sera  aussi  orthogonale.  Les  équations  (40) 
seront  donc  satisfaites  ;  les  nouveaux  plans  coordonnés  seront  donc  perpen- 
diculaires entre  eux. 

».  mViuuuiTS  kHBuumss. 

28.  [.a  transformation  des  coordonnées  dans  l'espace  à  n  dimensions 

présente  les  mêmes  avantages  que  dans  la  géométrie  ordinaire.  Elle  per- 
met de  changer  les  équations  qui  représentent  une  même  figure,  et  de  les 
simplifier  par  un  choix  convenable  des  indéterminées  qui  figurent  dans  les 


Deux  figures  quelconques  tracées  dans  l'espace  sont  considérées  comme 
pareilles,  lorsqu'on  les  rapportant  à  des  systèmes  de  coordonnées  ortho- 
gonales, convenablement  choisis  pour  chacune  d'elles,  on  peut  les  repré- 
senter par  les  mêmes  équations. 

Si  les  systèmes  orthogonaux  auxquels  ces  deux  figures  sont  respective- 
ment rapportées  sont  tels  que  l'on  puisse  passer  de  l'un  à  l'autre  par  une 
substitution  orthogonale  de  coefficient  1,  ces  deux  figures  seront  considé- 
rées comme  égales  et  ne  différant  que  par  leur  situation  dans  l'espace  ; 
elles  seront  symétriques,  si  le  déterminant  de  la  substitution  est  égal  à  —  4 . 

29.  Tous  les  k-plans  sont  à  la  fois  égaux  et  symétriques.  Nous  avons  vu 
en  effet  qu'un  k  plan  quelconque  P»  peut  être  considéré  comme  résultant 
de  l'intersection  de  k  plans  rectangulaires.  En  un  point  quelconque  de 
Pt,  élevons  le  IV  »  plan  qui  lui  est  perpendiculaire.  11  sera  lui-même  l'in- 
tersection de  n —  k  plans  perpendiculaires  entre  eux,  et  perpendiculaires 
aux  précédents.  Prenant  les  n  plans  ainsi  définis  pour  plans  coordonnés, 
les  équations  de  Pt  prendront  la  forme 


Les  équations  d'un  ft-plan  quelconque  étant  réductibles  A  cette  même 
forme,  ce  A-plan  sera  identique  su  symétrique  a  IV  Mais  il  sera  à  la  fois 


identique  et  symétrique  ;  car  Pt  est  symétrique  à  lui-même,  ses  équations 
notant  pas  altérées  lorsqu'on  y  change  x  en —  x  (opération  qui  est  une 
substitution  orthogonale  de  déterminant  —  i). 

30.  Considérons  maintenant  un  système  de  deux  plans  P,Q  qui  se  cou- 
pent.  Prenons  pour  origine  l'un  des  points  de  l'intersection,  pour  plan  des  xx 
le  plan  P,  pour  plan  des  x%  un  plan  rectangulaire  à  celui-là  passant  par  le 
biplan  (P,Q),  et  pour  les  autres  plans  coordonnés,  n —  2  plans  rectangu- 
laires, situés  dans  le  n —  2-plan  perpendiculaire  à  (P,Q).  Les  équations  des 
deux  plans  prendront  la  forme 

.*  -  -  ta.. 

^  =  0, 
axl  -+-&ca  =  0, 


ou,  en  divisant  la  seconde  équation  par  \Ja%  -h  6S,  ce  qui  est  permis,  et 

a  b  . 

posant   ,  =  cosa,    ,  =  sm  a, 

(«)  !  *L=°-  n 

1    '  (  s,  cos  a  +  xt sm  a  =  Q. 

La  forme  canonique  à  laquelle  nous  pouvons  réduire  les  équations  d'un 
système  de  deux  plans  contient  donc  comme  paramètre  un  angle  *<  Donc 
*  tous  les  systèmes  de  deux  plans  ne  sont  pas  pareils,  mais  différent  entre 
eux  par  un  élément  caractéristique. 

31 .  On  pouvait  voir  a  priori  qu'il  m  devait  être  ainsi.  Considérons  en 
effet  les  équations  de  deux  plans  sous  leur  forme  générale 

P=a1s1-f- ...  -f  a^-ha^O, 

Soient  yi% ...,  yn  les  coordonnées  de  l'un  quelconque  q  des  points  de  Q. 
Sa  projection  .rt, ...,  xn  sur  P  sera  donnée  par  les  relations 

\  étant  une  constante  à  déterminer  par  la  condition  que  xi9 ...,  xn  satifefâé- 
sent  à  l'équation  P  =  0,  ou  ce  qui  revient  au  môme,  â  la  attifante 

M*!—  Vi)  +  ...  +  <*„(*„  -yn)=L. 

en  posant,  poui*  abréger,  L  =  aiyi  -+-...  •+-  ajy%  —  a. 
On  déduira  de  là 

L 


—  la*  - 

et  la  distance  D  dos  deti*  pointa  y, y„  et-r,,  ...,.r„  sers  donnée  par  ta 

formule 


Cherchons  maintenant  la  distance  à  de  q  à  l'intersection  des  plans  I',Q. 
La  projection  3„  ...,  z„  du  point  p  sur  son  intersection  sera  donnûe  par  les 
relations 

H~  St=!-°i  +  ,"•&(.  ■•■|ï«  —  y„=  ta,  +J*fcm. 

les  paramètres  i,  ^  devant  être  déterminés  par  la  condition  mie  s, ï„ 

satisfassent  au»  relations  P=0,  Q  =  0,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  a 
celles-ci 

M».—  Si) +- +*»(*.  —  &)  =  !'. 

».<».-*.)+ ■■■  +  *.(*.-*.}  =  »• 

On  en  déduit 
d'où 

~"laîl«— (ï«,*,),'l*  —      lo?l*î—  (Z**r)'" 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression 

4»  =;  (*a,  + 1^,)*  +  .«  +  (K  +  (**.)*. 
il  vient,  en  supprimant  le  facteur  commun  la*  sfe;  —  (sa^,)1, 

fUl  !■-         zWL' 

1     '  2a?lW-(2arM'- 

Cette  équation,  comparée  à  l'équation  (45),  donnera 


(43) 


ÏO?£fr? 


Q,  et  égal  à  une  constante  K. 
Remplaçons  maintenant  le  système  actuel  de  coordonnées  par  un  autre 

système  quelconque,  également  rectangulaire.  On  aura  — ,— h',K'  étant  la 

fonction  analogue  à  K  formée  avec  les  nouveaux  coefficients.  Mois  les 
distances  D  et  A  ne  sont  pas  altérées  par  les  substitutions  orthogonales  ; 
on  aura  donc  K  =  h'.  Donc  la  fonction  K  est  un  invariant  pour  toute  substi- 
tution orthogonale;  et  deux  systèmes  de  deux  plans  ne  pourront  être  pa- 
reils, s'ils  donnent  des  valeurs  différentes  de  cet  invariant. 
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Les  deux  plans  étant  mis  sous  la  forme  canonique  (42),  il  viendra 

K  =  sin*a. 
La  quantité 

1  —  R»  =  *   ;j'  =  cos'ct 

sera  un  autre  invariant,  symétrique  comme  le  premier  par  rapport  aux 
coefficients  des  deux  plans. 
L'angle  a  peut  être  appelé  X angle  des  deux  plans. 

32.  11  est  à  remarquer  que  si  sin'a  et  cos'a  sont  des  invariants,  il  n'en 
est  pas  de  même  de  sina  et  cosa,  coefficients  de  l'équation  canonique  du 
plan  Q.  En  effet,  en  changeant  le  signe  d'une  des  coordonnées  xiy  xx,  ou  de 
toutes  deux,  on  pourra  changer  le  signe  de  ces  coefficients. 

33.  Passons  à  la  considération  d'un  système  de  deux  multiplans  P*,  Pj, 
ayant  un  point  commun  w.  Pour  traiter  la  question  dans  toute  sa  généralité, 
nous  supposerons  : 

1°  Que  P*  et  Pi  sont  dans  un  même  p-plan  P?  (sans  être  dans  un  même 
p  4-1  -plan); 

2°  Que  les  multiplans  P»_  *,  P»_j  élevés  par  le  point  n  perpendiculaire- 
ment à  P*  et  à  P/  sont  dans  un  même  <r-plan  P9  (sans  être  dans  un  même 

c-l-lplan); 

3°  Que  P»..*  etPj  sont  dans  un  marne  x-plan  P,  (sans  être  dans  un  même 
t  -|-  4-plan)  ; 

4°  Que  P„_  j  etP*  sont  dans  un  même  u-plan  Pu  (sans  être  dans  un  même 
y  4-  1-plan). 

Nous  prendrons  pour  plans  coordonnés  : 

1  °  p  plans  rectangulaires 

*i  ~  0»  •  •  •  »  *^t  ==  " 

pris  parmi  les  plans  générateurs  de  PP  ; 
2°  tr  plans  rectangulaires 

pris  parmi  les  plans  générateurs  de  P*  ; 
3°  r  plans  rectangulaires 

pris  parmi  les  plans  générateurs  de  P,  ; 
4°  v  plans  rectangulaires 

pris  parmi  les  plans  générateurs  de  P.; 
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5*  k  —  p  —  -j=  i  plans  rectangulaires 

■■liobisabiliairemenl  parmi  les  plans  générateurs  du  multîplan  P.  menu  par 
\\  perpendiculairement  à  Pf  el  à  VM  ; 
6"  n—k  —  a  —  t  =  g  plails  rectangulaires 


choisis  obilrairemenl  parmi  les  plans  générateurs  du  multiplati  I',  mené 
par  P,_j  perpendiculairement  fi  P,  et  aP,. 

Il  etl  clair  que  les  plans  coordonnés  ainsi  choisis  seront  tous  reclangu 
laires  entre  eux,  et  que  les  équations  do  P|  prendront  la  forme 

i,  =  u,  ...,i,  — U, 
u,=uO,  ...,«,,  =  0, 
p,=  0,  ...,e.  =  0. 


Quant  à  1',.  il  résultera  de  l'intersection  des  plans 


avec  un  ( —  p  —  j  =  y-plan  P,  perpendiculaire  à  ceux-ci.  P,  étant  d'ailleurs 
perpendiculaire  a  Ps„r,  le  sera  aux  plans 


contenus  dans  P„  .,.  Donc  les  équations  de  ses  plans  générateurs  se  rédui- 
ront à  la  forme 

Ik,  =  atlv,+  ...+o,«ti,+6ll«,  +  ...  +bitw(  =  0, 



La  comparaison  des  deux  tnultiplans  Pi  et  }\  se  trouve  ainsi 
celle  du  y-plan  Pr  avec  le  a-plan  P.  intersection  des  plans 

Cherchons  à  effectuer  cette  dernière  comparaison. 

34.  11  est  aisé  de  voir  en  premier  lieu  que  les  trois  entiers  a,  p,  y  sont 
égaux. 

En  effet,  si  -/  était  >  a,  on  pourrait  en  combinant  les  y  équations  (46) 
éliminer  s„  ...,  iv  et  obtenir  l'équation  d'un  plan  générateur  de  P,  et  dont 
l'équation  se  réduirait  à.  la  forme 

(47)  ctiD,  +  ...  +  t,tB,  ==«. 
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Ce  plan  serait  perpendiculaire  à  P«  et  par  suite  à  P*  ;  et  en  joignant  son 
équation  à  celles  qui  déterminent  1\,  on  aurait  un  t-h  i  plan  contenant  à 
la  fois  P„_  k  et  Ph  contrairement  à  ce  qui  a  été  supposé. 

Si  y  était  <  a,  on  pourrait  déterminer  dans  P«  un  a  —  y-plan  perpendi- 
culaire à  P?.  Car  l'équation  générale  des  plans  générateurs  de  P« 

contient  a  paramétres  \>  ...,*«  et  les  conditions  de  perpendicularité  sont 
au  nombre  dey  seulement;  donc  a — y  paramètres  resteraient  indéterminés. 
En  joignant  les  équations  de  ce  a  —  y-plan  à  celles  de  Pu,  on  obtiendrait, 
contre  l'hypothèse,  un  «  -h  a — y-plan  contenant  à  la  fois  P*  et  P„  _  j. 

Donc  y  =  a. 

Si  y  était  >(3,  on  pourrait  éliminer  u>p  ...,  wp  entre  les  équations  (46) 
de  manière  à  obtenir  un  plan  générateur  de  PY,  dont  l'équation  serait  de  la. 
forme 

clvl  +  ...  +  <?,«,=  (). 

Ce  plan  serait  donc  l'un  des  plans  générateurs  de  P*,  et  en  joignant  son 
équation  à  celle  de  Pp  on  obtiendrait,  contre  l'hypothèse,  un  p  +  1-plan 
contenant  à  la  fois  P*  et  P/. 

Si  y  était  </3»  on  pourrait  déterminer  dans  Pp  un  |3  —  y-plan  perpendi- 
culaire  à  Pr  En  joignant  les  équations  de  ce  p  — y-plan  à  celles  de  P«,  on 
aurait,  contre  l'hypothèse,  un  ?  +  p — y-plan  contenant  à  la  fois  P»-*  et 

P.-,. 

Donc  y  =  j9  =  a. 

Les  équations  (46)  pourront  donc  s'écrire  sous  la  forme 

(48)  kr  =  arivi  + ...  +  ar%v%  +briw%  -f-  ...  4-  ^r«ti»€tf=0   (r  =^i,2,  ,..,a)* 

35.  En  second  lieu,  les  a  fonctions  de  la  forme 

(49)  Br  ss  OriVft  +  .  • .  +  1r« V« 

sont  toutes  distinctes;  car,  si  elles  étaient  liées  par  une  équation  linéaire 

Mi  +  •••  +  M«  =  0f 
Pr  aurait  un  plan  générateur 

Mi-*-  •••  +  M«  =  0 

dont  l'équation  se  réduirait  à  la  forme  (47),  résultat  dont  nous  avons  dé* 
montré  l'impossibilité  (n°  54). 

Les  fonctions  Br  étant  distinctes,  on  pourra  résoudre  les  équations  (49) 
par  rapport  à  vi9 ...,  Wa  et  en  tirer  des  relations  inverses,  de  la  forme 

Vf  si  CriBf  -H  •••  *f*  ^r*Bs     (f  2:1,3,  ..*,  a)* 


> 
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Cela  posé,  il  est  clair  que  les  équations  des  plans  . 

(50)  r,  =  *rtAi+. ..+«,.*.  =  » 
se  réduiront  à  la  forme 

(51)  C  =  tv  +  «,w1  +  ...  +  W,w.  =  Ù     (r=  1,2, ...,«}. 

et  l'on  pourra  considérer  PT  comme  déterminé,  non  plus  par  l'intersection 
dés  plans 

A,  =  0,  ...,A.  =  0, 
mais  par  l'intersection  des  plans 

c,=o,...,c,=o 

dont  les  équations  ont  déjà  une  forme  plus  simple. 

36.  Pour  obtenir  une  simplification  ultérieure,  considérons  la  fonction 

2((fc>,+  . ..  +  *>.)■=*{«»„  -.♦".)• 

On  peut  déterminer  une  substitution  orthogonale,  à  coefficients  réels, 

I  V,     fltU>t  +  ...  +  f,iU>*  1 

(M) 

|  W,     /.!»!+.■.  +/«■»«  I 

qui,  étant  opérée  sur  cette  fonction,  en  fasse  disparaître  les  rectangles 
(Gauchv,  Sur  l'équation  à  t'aide  de  laquelle  on  détermine  les  inégalités  sécu- 
laire», etc.;  Exercices  de  mathématiques,  t.  IV).  Ces  coefficients  étant  ainsi 
déterminés,  remplaçons  les  plans  coordonnés 

dont  l'intersection  détermine  l'„,  par  de  nouveaux  plans  rectangulaires 

(53)  «;=«,  ...,«;=o 

déterminés  par  les  relations 

(54)  »;=/■«»,  +  ...+/>.«„  =  <>  (r  =  1,S,  ...,«)■ 
D'autre  part,  employons  pour  définir  l';,  au  lieu  des  équations 

C  =  u  (r=1,2,...,a), 
le  système  équivalent  formé  des  équations  suivantes 

(&S)       kl  =frlC,  +  .,.  +A.^«  =  «V  +  *«»i  +  -  +  *"r.w-=  °> 
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où  nous  posons,  pour  abréger, 

On  aura 

2?(*1>1  +  •  •  ■  H-  &>«)*  =  hWrtfnWl  + .-  -h  /V.I0 J]» 

=  *(/ii^l  +  •-  H-/ii»^  -.,/i«W|  +  ...  -4- /"««Ma). 

Donc  celte  expression  ne  contiendra  pas  les  rectangles  des  variables,  ce 
qui  donnera  les  équations  de  condition 

lesquelles  expriment  que  les  plans  A'f,  ...,  A«  sont  rectangulaires  entre  eux. 
37.  Soit  d'ailleurs 

(57)  *,l%  =  à}    (r  =  1,2,  ...,*). 

Les  relations  (56)  et  (57),  étant  respectivement  divisées  par  grgs  et  par 
g) ,  montrent  que  les  quantités 

&ii         K?        C 

£l  ^  9« 

sont  les  coefficients  d'une  substitution  orthogonale.  Prenant  pour  coordon- 
nées, au  lieu  de  w{,  ...,  w«,  les  suivantes 

b*  b" 

(58)  wr=— lwt+...+  —  u>«    (*  =  1,2,  ...,r), 

P«  sera  toujours  déterminé  par  les  équations  (53)  ;  mais  les  équations  de 
Pr  se  réduiront  à  la  forme  simple 

(59)  k'r  —  vr+grwr  =  0    (r=4,2,  ...,<x) 

où  ne  figurent  plus  que  a  paramétres  gv  ...,  gr> 

Posons 

gr  =  tang  6r, 

et  multiplions  les  équations  (59)  par  cos  dr;  elles  prendront  la  forme 

(60)  Aj.  =  v'r  cos  6r  -h  wr  sin  6r  =  0. 

Nous  dirons  que  0lf  ...,  0«  sont  /es  angles  des  deux  a-plans  P«  et\\. 

58.  Les  quantités  cos*0r,  sin*0r  sont  des  invariants  orthogonaux.  On  peut 
le  démontrer  de  deux  manières. 

En  premier  lieu,  soient 

xlt/1  +  ...-j-xat>a 
m.  9 
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l'un  quelconque  des  plans  gênera  leurs  de  P„, 

[i,(e\c0S*,  +  Ul',SÛl  &,)-!-  ...  +  [i,(^CÛ8  0)l  +  lftSUie.) 

■'un  quelconque  des  plans  générateurs  de  P,.  L'angle  f  de  ces  deux  plans 
sera  donné  par  la  formule 

(61)  cos' 

Si  l'on  fait  varier  les  indéterminées  1  eljj,  les  maxima  et  minium  de  celle 
expression  seront  évidemment  des  invariants. 

Supposons  d'aburd  que  les  1  soient  seuls  variable».  Si  les  ï  sont  dé- 
terminés de  manière  à  donner  à  &  sa  valeur  maximum  ou  minimum  (',  on 
aura 


r-  UdV 
quelles  que  soient  les  variations  rfl,, ...,  dï«.  On  en  déduit 

<f.N'.—  PKdl,      . 


et,  par  suite, 


*■      —* 


Knicos»,=(,H>.ll...,N!i, 


Tirant  de  là  les  valeurs  de  ï ï„,  substituant  dans  (Cl)  et  réduisant, 

it  vient 


(63] 


rt  +  " 


59.  Faisons  maintenant  varier  les  quantités  f/,,  ...,  jt«.  La  loi  de  variation 
de  f1,  qui  résulte  de  la  formule  (63)  peut  être  représentée  géomélrique- 
ment.  En  effet,  f  ne  dépendant  que  des  rapports  des  quanlilés  (<,, ..,,  p.,  on 
peut  supposer  qu'on  les  fait  varier  de  telle  sorte  qu'on  ait  toujours  S=l. 
Cela  posé,  prenons  dans  un  espace  à  a  dimensions  une  droite  de  longueur 

r  =  -i,  et.  faisant  avec  les  axtïa  coordonnés  les  angles  p„  ...,,n..  Le  lieu  des 

extrémités  de  ces  droites  sera  l'ellipsoïde  à  a  dimensions 

1=Xîcos1l»1  +  ...  -f-XJcoa1*.. 


—  131  — 

40.  11  reste  à  obtenir  les  maxima  et  minima  de  P.  Soit  s*  l'un  d'eux  :  on 


aura 


d'où 


«__R_R  +  dR_dR 
*  ""S""  S  +  dS  ~"dS' 


d«*i  ~"     da,  "  '  *  '  daa  ~~     dpj 


OU 

(64)  lAlcos«01=^4<a»-»^cosf6R  =  fAa««. 
On  satisfera  à  ces  équations  en  posant 

et  les  équations  (62)  donneront  ensuite  les  valeurs  correspondantes  des 
indéterminées  >  : 

(65)  Xj  =  ...=Xp  —  i  =  Xe  +  i  =  ...=?XR=:0., 

11  existe  donc  a  maxima  et  minima  distincts  qui  correspondront  aux 
angles  respectivement  formés  par  les  plans  At, ...,  A«  avec  les  plans  cor- 
respondants Â't ,  ...  ;  A'a . 

Nous  obtenons  ainsi  le  théorème  suivant  : 

Étant  donnés  deux  a-plans  P«  et  PY ,  n'ayant  qu'un  seul  point  commun,  si 
Von  cherche  ceux  de  leurs  plans  générateurs  dont  V angle  est  maximum  ou 
minimum,  on  obtiendra  deux  systèmes  associés  de  plans  rectangulaires  réels 
Àt  ,...,  A«ef  A'lf  ...,  A'a  :  les  maxima  et  minima  cherchés  ne  sont  autres  que 
les  angles  des  multiplans  Pa  et  Pr 

41.  Soient,  en  second  lieu,  t\, ...,  v'a,  w\, ...,  u/a  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  PT.  Sa  distance  h  au  multiplan  P«  défini  par  les  équa- 
tions 

sera  évidemment  donnée  par  la  formule 

D'autre  part,  sa  distance  k  à  l'origine  des  coordonnées  sera  donnée  par 
la  formule 


ou,  en  tenant  compte  des  équations  (60), 


v.  v  ■ 


t     ^=r»;*4-...  +  0  +  »;VcoW14-...4-V(»t8e,==^Lr  +  i..4- 


sin*6,  sin*6a 
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Cela  posé,  les  maxima  et i  ma  de  «  sont  évidemment  des 

Soit  ti*  l'un  d'entre  eux.  On  aura,  comme  tout  à  l'heure, 

.      M       h'  +  d.h* 

""  =  7i  5= rr  i 

d'où 


On  satisfera  A  ces  équations  eu  posant 

«•=sin,s(,t.;=...=^_,=^+t  =  ...  =  t>^=0. 

On  aura  donc  «  invariants  distincts,  qui  seront  les  carrés  des  sinus  des 
angles  9„  ...,6«. 

42.  On  remarquera  ici  encore  que  les  quantités  cobA,,  sinflr,  tang6r  =  o, 
ne  sont  pas  des  invariants,  car  on  peut  changer  à  volonté  leur  signe  en 
changeant  le  signe  d'une  des  coordonnées.  Leurs  carrés  seulement  sont  des 
Invariants. 

43.  Considérons  deux  systèmes  quelconques  de  deux  a-plans  P.  et  PT, 
FB  et  F .  S'ils  ont  les  mêmes  invariants,  ils  seront  pareils,  car  nous  venons 
de  voir  qu'on  peut  les  ramener  par  une  substitution  orthogonale  à  une 
même  forme  canonique.  Mais  il  est  utile  de  distinguer  le  cas  où  ces  deux 
systèmes  sont  égaux  de  celui  où  ils  sont  symétriques. 

Si  n>  2«,  les  deux  systèmes  seront  à  la  fois  égaux  et  symétriques;  car 
chacun  d'eux  est  symétrique  a  lui-même,  son  équation  ne  changeant  pas 
par  la  substitution  orthogonale  de  déterminant —  1  qu'on  obtient  en  chan- 
geant te  signe  d'une  des  coordonnées  qui  ne  figurent  pas  dans  ses  équations 
canoniques. 

Il  n'en  est  plus  de  même  si  n  =  2a.  On  aura  égalité  ou  symétrie.  Voyons 
comment  ces  deux  cas  pourront  être  distingués  l'un  de  l'autre. 

44.  Soient.,  comme  précédemment, 

ip,  =  0     (r  =  1,2,  ...a). 


Ar=OHU|  +  ...+Of.ti.-t-i,iUt,  +  ...  +  fcr«f.=0     {r  =  t,2,  ...,a) 
les  équations  initiales  qui  définissent  respectivement  P. et  1'. .  On  pourra  ie 
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même  met  re  les  équations  qui  définissent  respectivement  Fa  et  F  sous  la 
forme 

Vr  =  0    (r=l,2,...,a), 
et 

AriV1-H...-t-AraVtt  +  BrlW1-h...-hBraWa  =  0    (r=l,2,...,a), 

\,=0, ...,  Wa= 0  désignant  des  plans  rectangulaires. 
La  substitution 

est  orthogonale,  et  suivant  que  son  déterminant  sera  égal  à  zt  1,  il  est  clair 
que  le  système  P'a,F  sera  égal  ou  symétrique  au  système  des  deux  multi- 
plans  P«,  PT  respectivement  définis  par  les  équations 


tv=0    (r  =  l,2,...,a), 


et 


Jfcr=Arit;1  +  ...4-Arfllt>a4-Brlt01  +  ...  +  Brau;a    (r=l,2,...,a). 

La  question  se  trouve  ainsi  ramenée  à  déterminer  dans  quel  cas  ce  nou- 
veau système  est  égal  au  système  P«,  PY  et  dans  quel  cas,  au  contraire,  il  lui 
est  symétrique, 

45.  Nous  allons  prouver  que  légalité  a  lieu  si  le  produit  des  deux  déter- 
minants 

A^i  ...  Ai, 


*t  = 


"al  ***  "*a 


Bu  ...B*, 
Bai...Bw 


est  de  même  signe  que  le  produit  des  deux  déterminants 


*.= 


«il  •••  ûl, 


ûal  ...  fl^j 


»    wl 


bit  ...  fci« 


bai .♦.  b{ 


a* 


Dans  le  cas  contraire,  on  aura  la  symétrie. 
46.  Prenons  pour  définir  PT,  au  lieu  des  plans 


les  plans 


A,=  0, 


Cr=0 


définis  par  les  relations  (50)  ou  (51). 

Les  déterminants  analogues  à  $t  et  3,  par  rapport  à  ce  nouveau  système 
de  plans  seront  évidemment  égaux  à 

b'u...blm 


*;= •*,=!,  a;=t*t=:^= 


b'ai ...  b\ 


«« 


■'désignant  le  déterminant 


réciproque  de  *, 

On  voit  par  la  que  St  aura  le  mèrac  signe  que  SiSi. 

Prenons  maintenant  pour  coordonnées,  au  lieu  de  i>„  ....  i'„,  les  quan- 
tités t>',,  ...,&'.  déterminées  par  les  relations  (54).  et  définissons  P*  par 
l'intersection  des  plans  A'r=  0  donnes  par  lu  formule  (55).  Le  déterminant 


sera  évidemment  égal  à  3',-$,  pétant  le  déterminant  des  coefficients/", 

/■„.  Ce  déterminant  est  égal  a  ±  I ,  la  substitution  (52)  étant  orthogonale. 
On  peut  le  supposer  égal  à  1  ;  car,  pour  changer  son  signe,  il  suffirait  de 
changer  simultanément  le  signe  de  /"„, . ..,/",„  ce  qui  peut  se  faire  sans 
altérer  la  propriété  qu'a  la  substitution  (52)  de  faire  disparaître  les  rectangles 
dans  la  fonction  +.  On  aura,  dans  celle  hypothèse. 


Cela  posé,  on  a  évidemment 

(66)  ft=g,...  9J,\ 

^'  étant  le  déterminant  des  équations  (58).  Ces  relations  étant  orthogonales, 
on  aura 

f=±l 

D'ailleurs,  le  signe  des  quantités  g„  ....  $.  est  arbitraire;  on  pourra  donc 
supposera,, ,.., g,  positifs,  et  déterminer  le  signe  de  </,  de  telle  sorte  que 
y  soit  égal  à  4.  On  voit  alors  par  l'équation  (66)  que  g,  aura  le  même  signe 
que  3"„  ou  que  le  produit  £,£,. 

On  pourra  donc,  par  des  transformations  orthogonales  de  déterminant  1 , 
donner  aux  équations  de  P.  et  PT  les  formes  suivantes 

(67)  »;=o,  ...,»;=o, 

(68)  »;  +9lu>;=°<- ..,«,+ 0.1»; =o. 

47.  Opérant  de  la  même  manière  sur  le  système  P.,  PT,  qui  a  par 
hypothèse  les  mêmes  invariants  of,  ....  gl,  on  pourra,  par  des  transforma- 
tions orthogonales  de  déterminant  i ,  metlre  ses  équations  sous  une  forme 
carionique  identique  à  la  précédente,  si  a,  a,  a  le  même  signe  que  <î,<î,;  sous 
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une  forme  qui  diffère  de  la  précédente  par  le  signe  de  gl9  si  A^  est  de 
signe  contraire  à  dt#s.  Il  est  clair  que,  dans  le  premier  cas,  les  deux  sys- 
tèmes Pa,  PT  et  Pi,  PY  seront  égaux;  dans  le  second  cas,  ils  seront  symé- 
triques, puisque  pour  ramener  leurs  formes  canoniques  à  l'identité,  il 
faudra  changer  le  signe  d'une  coordonnée. 
Notre  proposition  est  donc  établie. 

48.  Nous  avons  vu,  dans  ce  qui  précède,  qu'on  peut  déterminer  un  système 
de  coordonnées  xlt ..., xv  y^  ...,y<n  *n  •••>  sT,  uu...,  My,  v't, ...,  v'mfw'it ..., 
w«,  tel  que  P*  et  Pi  soient  respectivement  déterminés  par  les  équations 

«,  =  0,  ...,uu  =  0, 
v't=z  0,  ...,t/a=0. 

et  par  les  équations 

zt=Q,  ...,sT  =  0, 

v\  cos  ôt  -+-  wi  sin  ô4  =  0, . . . ,  v'a  cos  6«  4-  wm  sin  6«=  0. 

Les  multiplans  P»_*el  P*_,  menés  par  l'origine  perpendiculairement 
aux  précédents  auront  évidemment  pour  équations 

(71)  2|=0,  ...,*,  =  0, 

!  0^  =  0,  ...9wm=?0, 

et 

(  yi  =  o,  ...,^  =  0, 

(72)  |ul  =  0,...,tio=:0, 

I  —  v\  sin 6,  H-  Wj  cos 6,  =  0, .. . ,  —  tT  sin  0«  -f-  w%  cos  0«  =  0. 

La  comparaison  de  ces  équations  montre  : 

1°  Que  P„_i  forme  avec  Pk  des  angles  en  nombre  a,  respectivement  égaux  à 

2°  Que  P«_jk  ei  P«_i  forment  entre  eux  des  angles  en  nombre  a,  respective- 
ment égaux  à  n-hô^  ...,  w-M*. 

11  résulte  de  là  que  Pw_*  et  P»  -j  auront  tes  méroes  wtwrianfr  que  P» 
rtPj. 

49.  ï/n  système  formé  d'un  k-plan  fk  et  d'un  Uplan  Pj  aura  en  général 
a  invariants  angulaires,  a  étant  le  plus  petit  des  quatre  nombres  &,  /,  n  —  fc, 
n—l. 

Admettons  en  effet  que  les  coefficients  de  P*  et  de  P*  ne  soient  liés  par 
aucune  relation  particulière,  et  supposons  d'abord  que  k  soit  le  plus  petit 
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des  quatre  nombres  ci-dessus.  On  aura  ft  +  /<Çn,  fc  +  n —  /<<».  Donc 

Pi  n'aura  en  général  aucun  plan  générateur  commun  avec  Pi  ou  Pn-i.  On 
aura  par  suile  (53) 

P=0,  »=*«,  «=?ft—  t — u=k. 

On  voit  aisément  que  les  cas  particuliers  où  Pt  aurait  p  plans  générateurs 
communs  avec  P;  et  u  plans  générateurs  communs  avec  Pa_t  se  déduisent 
du  cas  général  en  exprimant  que,  parmi  lest  angles  de  Pi  et  del'j,  il  y  enap 

égaux  à  zéro  et  q  égaux  à  -■ 

Soit  au  contraire» — fc<£Â,n,n —  /.  Les  multiplans  P„_j,  P„_i  au- 
ront en  général  n — k  invariants  angulaires,  d'après  ce  qui  précède,  et 
P,,  P,  qui  leur  sont  respectivement  perpendiculaire-,  auront  les  mêmes 
invariants  (48). 

50.  Nous  avons  vu  (53)  que  Ja  recherche  des  angles  de  deux  multiplans 
quelconques  se  ramène  immédiatement  à  celle  des  angles  de  deux  a-plans, 

a  étant  au  plus  égal  a  2"  ^e"e  dernière  question  peut  se  résoudre,  ainsi 

que  nous  l'avons  fait  (54  et  suivants),  par  la  réduction  des  deux  a-plans 
à  leur  forme  canonique.  Mais  on  peut  aussi  la  traiter  directement. 
Soient  en  effet 

al,xl  +  ...  +  a,jc,  =  0, 

aalx,-r   -  -t-n>E,  =  0 

et 

fc,A  +  ...  +  *„A  =  0, 

*.!*  +  ... +  ».(*■=  0 

les  équations  des  deux  a-plans  considérés  P  et  Q. 

Les  plans  générateurs  de  P  auront  pour  équation  générale 

A,it +  ...+Avr,=0, 

en  posant  pour  abréger 

(13)         *,  =  «!„*,  +  ...  +  a«tl«, .-,  AB=a„X,  -+- ...  +  «..V 

Ceux  de  Q  auront  de  même  pour  équation 

(74)  ;Bt*l+...  +  BA=0, 

en  posant 

Bi  =  *i#i  +...  +  *.tr\i-  -.  B,  —  l>t#i  +  ••-  +  *«»rV 


-  137  - 
L'angle  ?  des  deux  plans  sera  donné  par  l'expression 

(75)  cos*jp  =  - -=n' 

dont  il  reste  à  déterminer  le  minimum. 

Soit  8*  un  des  mi  ni  ma  cherchés.  Les  valeurs  correspondantes  des  indéter- 
minées \it ..., >«  dune  part,  et  ^t,  ..., /*« d'autre  part,  ne  sont  déterminées 

M 

que  par  leur  rapport,  ^  étant  homogène  et  du  degré  zéro  par  rapport  à 

chacun  de  ces  systèmes  de  variables.  On  pourra  donc  déterminer  les  \  et 
les  fi  de  telle  sorte  qu'on  ait,  outre  la  condition 

M       * 

les  deux  conditions  auxiliaires  suivantes 

2>*  =  1,  2^  =  1, 

et  par  suite 

Cela  posé,  donnons  aux  variables  >,/x  des  accroissements  infiniment  petits 
quelconques.  On  aura,  d'après  la  condition  du  minimum, 


,_M_M-hdM 

Chassant  les  dénominateurs  et  égalant  séparément  à  zéro  les  coefficients 
de  d\, ...,  dX9,  d[Alf ...,  d^y  il  viendra 

(76)  K^K' 

(a  =1,2,  ...,*). 
(77)  **=,«dN 


Hais  on  a 


d^,        d^ 


^  =  2  ^  B»  2M»  =  22«.,Af . 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (76),  et  supprimant  le  facteur 
commun  s,  il  viendra 

L'équation  (77)  donnera  de  même 

(79)  2>.A,  =  «2Mi     («  =  ),2,-,*f. 

Les  équations  (75),  (74),  (78)  et  (79)  forment  un  système  de  2a-4-2« 
équations  linéaires  entre  les  In  -t-  2a  quantités  *,  p,  A,  11.  En  égalant  à  zéro 
le  déterminant  de  ce  système,  on  aura  l'équation  caractéristique  qui  déter- 
mine s.  Cette  équation  est  du  degré  2o.  Mais  il  est  aisé  de  voir  quelle  ne 
contiendra  que  des  puissances  paires  de  s. 


T,    PLITSDIIHII:    tilr-TASCK    l'I.   IitJLS    X!  I.IirUîlS. 

51.  Passons  maintenant  a  la  considération  de  deux  mulliplans  P,,  Pj  qui 
n'aient  aucun  point  commun.  Par  un  point  quelconque  de  P»  menons  un 
/-plan  P,  parallèle  à  F,.  On  pourra  choisir  les  coordonnées  de  manière  â 
ramener  Pt  et  P,  aux  formes  canoniques  (69)  et  (70).  l\,  rapporté  aux  mêmes 
axes,  aura  pour  équations 

(80)  xl  =  ai,  ...,  x,  =  at, 

(81)  tl  =  b ,  *,  =  b-, 

(82)  •,  cost,-r-iu'1sin8,=ct,  ...,  p"„ cos e. +  <sin  a.  réc- 
itais, si  l'on  prend  pour  coordonnées,  au  lieu  de 

*„  ...,  î„u>; te;, 

les  quantités 

on  fera  disparaître  les  constantes  b  et  c.  D'autre  part,  soient  Â„  ...,  1,  des 
paramètres  quelconques  assujettis  à  ta  relation 


l'équation  générale 


représente  un  p —  i-plan,  résultant  de  la  combinaison  de  p —  1  plans  gé- 
nérateurs rectangulaires 
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D'ailleurs  Pp  résulte  de  l'intersection  de  Pe_i  et  d'un  plan  x\  perpendi- 
culaire à  Pp  —  i .  Prenons  pour  plans  coordonnés 

au  lieu  de 

La  forme  des  équations  de  P*  ne  sera  pas  changée;  mais  les  équations  (80) 
deviendront 

Les  équations  de  P)  ne  contiendront  donc  plus  qu'un  seul  terme  con- 
stant a,  .  U  est  aisé  de  voir  que  cette  dernière  constante  représente  la  plus  courte 
distance  de  P*et  de  F,;  c'est  donc  un  invariant  nouveau  à  ajouter  aux  inva- 
riants angulaires  précédemment  étudiés. 

52.  Cherchons  maintenant  comment  ou  pourra  calculer  a  priori  cette 
plus  courte  distance. 

Soient  At  =  0, ...,  A*=0  les  équations  de  P*;  B4  =  0, ...,  Bj=0  celles 
de  F,.  On  pourra  exprimer  les  coordonnées  x^  ...,  xn  d'un  point  quelconque 
dePjk  en  fonction  linéaire  de  n  —  k  variables  indépendantes  >4,  ...,>»_*. 

En  effet,  soient  A*+1, ...,  A„  des  fonctions  linéaires  quelconques  de  xv 
...,  xn,  choisies  de  manière  à  former  avec  A4,  ...,  A*  un  système  de  n  fonc- 
tions distinctes,  et  posons 

Ces  équations,  jointes  aux  suivantes 

Ai  =  0,  ...,  A*  =  0, 

fourniront  un  système  de  n  équations  linéaires.  En  les  résolvant  par  rapport 
à  xv  ...}xnt  on  obtiendra  pour  ces  variables  des  expressions  de  la  forme 

On  pourra,  de  la  même  manière,  exprimer  les  coordonnées  X4, ...,  XB 
d'un  point  quelconque  de  P\  en  fonction  linéaire  de  n — /variables  indé- 
pendantes, >„_*+!, ...,  >*,__*_!,  par  des  expressions  de  la  forme  suivante 

—  X?  =  Cp,n_|;-+-iXB_|;  +  t  +  ...  +  C?,l»-*-_^8»|-|;-|  +  Dp  . 

Cela  posé,  le  carré  de  la  plus  courte  distance  cherchée  A  s'obtiendra  en 
cherchant  le  minimum  de  l'expression 

(a?!—  Xt)f +  ...  +  (*„—  X„)f, 


ou,  en  substituant  pour  les  *  et  les  X  leurs  valeurs  et  posant  pour  abré- 
ger 2b—  fc— /  =  m,  </f-i-D,  =  âs,  le  minimum  de  l'expression 


2>,a 


tu  toutes  les  variables  >,,  ...,!„  sont  indépendantes. 
Ce  minimum  sera  évidemment  nul,  si  m  $>n. 
55.  Soit  au  contraire  mO.  Posons,  pour  abréger, 


On  obtiendra  le  minimum  clierclié  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  de 
l'expression  1 83)  par  rapport  aux  variables  >„.■■,>,,.  ce  qui  donnera  une 
série  d'équations  de  la  forme 

(85)  c^  +  e^u,-*-...  +  c»^,  =  U. 

Les  équations  (84)  et  (85)  sont  au  nombre  de  m-\-n,  et  linéaires  par 
rapport  aux  m  +  n  variables  >  et  u.  On  pourra  dune  calculer  ces  variables 
■ans  difficulté  ;  on  obliendra  des  expressions  de  la  forme 


i  posant  pour  abréger 


©"  0  . 
0    0  . 

.  cm    0    0    . 
■    0    c„  c„  . 
.    0    c„  c,,  . 

.     1 

0    0  . 

•    0    cmetm  . 

■  e»    1    0 
em    0     1    . 

■c,m 

.    0 
.     0 

0    0  . 
0    0  . 

<=«    o    0    . 
0    <r(i  c„  . 
0    ctt  cn  . 

.  1 
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Qi  = 


5.    0 

...  0 
...     0 

cnl  cn*  •••  cnm 
0     0    ...    0 

0     0    ...    0% 

*.  o 

0  c41 

...  4 
...  cHi 
...  cnt 

.  etc., 


0    0  ...   0     0  clw  ...  c^, 
et  le  minimum  cherché  sera  donné  par  la  formule 

a  = ^ 

Cette  expression  peut  être  simplifiée.  Nous  allons  montrer,  en  effet,  que 
son  numérateur  est  divisible  par  R. 

54.  Et  d  abord  il  résulte  évidemment  de  la  forme  du  déterminant  R  que 
l'on  aura 


en  désignant  par  À^...  le  déterminant 


C«f   •  •  •  Coijn 


et  la  sommation  s'étendant  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  distinctes  des 
m  indices  «,|3, ...  compris  entre  1  et  n.  • 
On  aura  de  même 

D*?#...  étant  ce  que  devient  À«<j.-.    lorsqu'on  y  remplace  c«?,  c??,  ...   par 

o«>  ^?»  •••• 
On  aura  enfin,  d'une  manière  analogue, 

.4-1 


Qt  =  (-4)      Jb^a.,,,, 


où  R.«s...  représente  le  déterminant 
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et  où  la  sommation  2'  s'étend  ans  systèmes  de  valeurs  distincts  des  indices 
«,/3, ...  a  l'exclusion  de  la  valeur  p. 

55.  Substituons  dans  4'  les  valeurs  de  Il,Q„ ,..,  Q„,  il  viendra,  en  appe- 
lant M"  le  minimum  chereliè, 

,.  s  (zv..  »-...)* 


(2iv 


la  nouvelle  sommation  représentée  par  g  s'élendant  à  toules  les  valeurs 
de  p. 

On  voit  déjà  que  le  numérateur  de  M'  est  une  fonction  du  second  degré 
des  déterminants  A,;....  Nous  allons  montrer  qu'on  peut  le  mettre  sous  la 
forme  suivante 


(S^-)(S«.)' 


la  nouvelle  sommation  g  s'élendant  à  tous  les  différents  systèmes  de  va- 
leurs de  f>,  a,  p,  .... 

56.  Nous  commencerons  par  l'examen  de  quelques  cas  particuliers. 

Soit  d'abord  n  —  m  =  l.  L'indice  p  étant  déterminé,  les  indices  en 
nombre  m,  s,  j3 n'auront  plus  qu'un  seul  système  de  valeurs,  la  va- 
leur p  élant  écartée.  La  somme  représentée  par  2  se  réduira  donc  à  un 
seul  terme,  et  l'on  aura,  pour  le  numérateur  de  a', 

S»:-...»:..... 

D'ailleurs  les  indices  p,  a,  p, ...,  en  nombre  »t  +  l,  ne  sont  susceptibles 
que  d'un  seul  système  de  valeurs,  et  eu  les  permutant  on  changera  tout 
au  plus  le  signe  du  déterminant  Br^....  Le  facteur  B*  sera  donc  le  même 
dans  tous  les  termes  de  la  somme  g;  cl  il  s'y  trouvera  mulliplié  par  les 
divers  termes  de  la  somme  2  A!?. .  Le  numérateur  de  A!  sera  donc  égal  à 
B^,.VAIp.,.;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

57.  Soit  en  second  lieu  m=  1,  n  quelconque.  On  aura 

4*  =  {eltx,  +  *,)»  +  .  ..  +  IA.1, +*„)«, 
et  la  valeur  de  ).,  qui  donne  le  minimum  sera  fournie  par  l'équation 
«..(C.x,  +  *,)  +  ...  +  cHt(ct,\  +  »„)  =  0. 
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On  en  déduit 


S,  c«>  *. 


'a 


«9 


S. 

Substituant  cette  valeur  dans  l'expression 

A*  =  S  (  c«lX*  +  *•)*  =  xî  S  *  +  **  S  c**«  +  2  *! 
on  aura  l'expression  du  minimum 

2  (a*)" 

=  2j  c«t         TZ:        \i  ' 

la  sommation  §  s'étendant  à  tous  les  différents  systèmes  de  valeurs  des 

indices  />,  «.  Mais  les  deux  sommes  2  &i  et  §  (fy?«t  —  *«c?t)'  sont  précisé- 
ment ce  que  deviennent  dans  le  cas  particulier  que  Ton  considère  les  ex- 
pressions 2]  Aî?...  et  §  BJa?....  Le  théorème  se  trouve  donc  démontré. 

58.  Cela  posé,  pour  établir  d'une  manière  générale  que  quels  que  soient 
m  et  n  (m  étant  O),  on  a  la  relation 

(87)  M*= » 

2>î«... 

il  nous  suffira  de  démontrer  que  si  cette  relation  est  vraie  pour  m  et  n, 
ainsi  que  pour  m  -f- 1  et  n  (en  supposant  m -f-  \  <  n),  elle  sera  encore  vraie 
pour  m  -h  1 ,  n  -4- 1 .  En  effet,  la  proposition  est  déjà  prouvée,  quel  que  soit 
n,  pour  m  =  1  et  pourm  =  n —  i. 
Or,  soit 

(88)  A1  =  S?Ï"+1  (cf*xi  +  ..  +  cpwxm4-c?,w+t>.m4.i-|-^y. 

Posons 

(89)  "        xf  =  afiAj  -f-  .M  +  c^i+iAi+i, 

A4, ...,  Aw+t  étant  de  nouvelles  variables,  et  aM, ...,  afm+1  des  coefficients 
quelconques.  La  quantité  A*  sera  une  fonction  quadratique  des  nouvelles 


va  ri  ii  h  les  a  ;  mais  il  esl  clair  que  son  minimum  M*  np  sera  pas  altéré  par 
celle  transformation.  Il  en  est  «le  même  de  l'expression 


car  chacun  des  déterminants  partiels  qui  figurent  tant  au  numérateur  qu'au 
dénominateur  se  trouvera  multiplié  après  la  transformation  par  un  même 
facteur,  égal  au  déterminant  de  la  substitution  (89). 

Or  on  pourra  évidemment  choisir  les  nouvelles  variables  de  telle  sorte 
que 

%tlA  -I-."-   4    «■-i-w»-t-l>ni-i-t 

se  réduise  au  produit  de  <\.  +  1  par  un  facteur  constant.  On  voit  par  là  que, 
pour  démontrer  l'égalité  (87)  dans  le  cas  général,  il  suffira  de  considérer  le 
cas  particulier  où  l'on  a  e,+  !ll  =  ...  =£,+!.«  =  0.  Mois,  dans  ce  cas  parti- 
culier, la  démonstration  devient  facile,  comme  on  va  le  voir. 

59.  Supposons,  pour  simplifier  l'écriture,  qu'on  ait  m=l,  n  =  3(on 
verra  aisément  que  le  procédé  de  démonstration  est  général).  L'expres- 
sion dont  on  aura  à  chercher  le  minimum  sera 

A«={*Hxi+clil,+J,)«  +  («^ +^+9^+  toVKtfi +*.)'+  ta*,  +  *.)*. 

Pour  l'obtenir,  on  pourra  évidemment  opérer  de-  la  manière  suivante  : 
on  supposera  >,  constant  et  "/,  seul  variable,  on  obtiendra  ainsi  un  certain 
minimum  TU1,  qui  sera  fonction  de  ),;  puis  on  fera  varier  1,  de  manière  à 
obtenir  un  minimum  minimorum,  qui  sera  la  quantité  cherchée  M1. 

Or  le  théorème  élan!  établi  pour  m  =  l,n  =  5,  on  aura  immédiatement 
le  minimum  de  la  somme  des  trois  premiers  carrés,  en  supposant  1,  con- 
stant. Ce  minimum  sera  égal  à 

I  %frf,H  I1 , 1  '..  <w*+*.  I1 . 1  %  cw-,+:w 

I  c..  <V»  +  *.  1        I  Ht  <W'i  +  *.  I        I  c»  ci*  +  *t  I 

En  y  ajoutant  le  terme  constant  (cwl, -f- *»)',  on  aura  pour  lï&J  l'expres- 
sion suivante 

r  ej* +  (*.,!.  +  &,!»+ «i  +  cl  +  «$,) <C(iv 


en  posant  pour  abréger 


I  «m  <to  I  I  c«i  «t  I 
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Cela  posé,  llï1  ne  contenant  plus  qu'une  seule  variable  >„  son  minimum 
M2  sera  égal  à 

K   )  ww.  +  ^  +  cjj  • 

en  posant  pour  abréger 

u=(jblteas-  jb»c?it)*+ (JbiAi-  Mur+iM*  -Jt51ef5)s 

V  =  ( Jb  ,  A  -  eiSc41)*  +  (  Jfc„*4  -  (VJ1  +  ( Jb, A  -  C,,^)*, 

et 

w=  (Jbïf  +  Jb;,  4-  M,  +  4,  W.  +  *  +  *î.). 

Or  les  six  termes  de  W  sont  précisément  les  carrés  des  déterminants 
binaires  A»?  formés  avec  les  quantités 

Cii  Cfi  C3i  0 

cit  cM  c34  c41. 

En  second  lieu,  les  termes  de  V  sont  précisément  les  carrés  de  ceux  des 
déterminants  ternaires 


B?«s  = 


c9i  cpt  $? 


pour  lesquels  p  =  4. 
Enfin,  si  Ton  avait  ct  =  $t  =  0,  M1  se  réduirait  à 

C 


Hais,  dans  ce  cas,  la  fonction  A  contenant  dans  son  expression  un  carré  de 
moins  que  précédemment,  le  théorème  lui  serait  applicable,  par  hypothèse. 

L'expression  de  son  minimum  serait  donc  -r-r •- — a'*5      fl  t  »  On  aura  par 

suite 

U  =  (cïl+c«1+cit)Ilîilf 

et,  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  (90),  il  viendra 

le  signe  §  s'étendant  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  p,a,{3.  C'est  précisé- 
ment l'égalité  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

m  10 
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60.  De  la  formule  que  nous  venons  d'élablir  pour  exprimer  le  minimum 
d'une  somme  de  carres  de  fonctions  linéaires,  on  peut  déduire  de  nom- 
breuses relations  enlre  les  déterminants  formés  avec  les  coefficients  de  ces 
fonctions.  Pour  les  obtenir,  il  suffit  d'observer  que  le  minimum  cherche 
peut  s'obtenir  en  laissant  d'abord  constantes  une  partie  des  variables,  el 
les  faisant  varier  en-uile  de  manière  à  obtenir  le 


ijtHil'MilÉWluUH 

61.  Considérons  un  système  ipioleonque  den  plans  ;r,  =  0,  ...,ar,  =  0  se 
coupan    en  un  point <|ueleonquc,  et  prenons-les  pour  plans  coordonnés.  La 

distance  de  dfltn  points,  ayant  pour  coordonnées  x, xH  etxj,  ...,x,  sera 

donnée,  comme  on  l'a  vu,  par  une  formule  quadratique 

(91)       h-^  +  ...  +  |n- «4),+3»(,(*l  —  *ï)(*i-  ^)  +  -..=0. 

Posant  alt=atl  et  introduisant  pour  la  symétrie  de  nouveaux  coefli 
rientaa,,,  ...,awégaax  à  l'unité,  on  pourra  mettre  l'expression  (91)  sous 
la  forme 

D'ailleurs  cette  expression  ne  peut  s'annuler  sans  qu'on  ait  identique* 
ment  a;,  —  x\  =  .. .=z„ — a;j  =  0.  Donc  la  forme  f  est  définie  et  positive. 
11  faudra,  pour  que  cela  ait  lieu,  que  le  déterminant 


et  ses  mineurs  de  tous  les  ordres  pris  par  rapport  aux  coefficients  dia- 
gonaux, 

dan  dandaa"'' 
soient  positifs. 

Ces  conditions  sont  la  généralisation  de  ces  propositions  de  géoniélrie  : 

Dans  tout  trièdre,  une  face  quelconque  est  moindre  que  la  somme  des  autres; 
el  la  somme  des  faces  est  moindre  que  quatre  droits. 

Nous  allons  maintenant  montrer  que  les  angles  mutuels  de  tous  les  multi- 
plans  formés  arec  les  plans  x „  ...,  .r„  s'expriment  au  moyen  du  détermi- 
nant D  el  de  ses  mineurs. 

Nous  supposerons,  pour  abréger  l'écriture,  que  l'on  a  n  =  4. 

B2.  1*  Angle  des  deux  droites  x%  =  X3  =  xi=  0  et  x,  =  xt  =  ^  =  0. 

Soient  x„0,0,û  les  coordonnées  d'un  point  p  de  la  première  droite, 
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0,Çj,  0,0  celles  de  sa  projection  g,  sur  la  seconde,  Ç2  sera  déterminé  par  la 
condition  que 

carré  de  la  distance  des  deux  points  p  et  q,  soit  minimum.  On  aura  doue 

Cette  valeur  réduira  l'expression  de  A*  à  (1  — o?j)#?. 

Cela  posé,  désignons  par  [234.341]  l'angle  des  deux  droites.  Nous  avons 
vu  (50)  que  l'on  aura 

sin»[234.341]  =  £  =  l-aïâ, 

m 

et  par  suite 

cos  [234.341]  =±clf. 

Le  choix  du  signe  à  donner  à  ce  cosinus  est  tout  à  fait  arbitraire;  mais 
il  peut  être  fixé  par  une  convention.  Nous  le  considérerons  comme  positif 
ou  négatif,  suivant  qu'un  point  situé  sur  la  partie  positive  de  l'axe  des  x±  se 
projette  sur  la  partie  positive  ou  sur  la  partie  négative  de  Taxe  des  xt. 
D'après  cette  convention,  on  aura 

(92)  cos  [234.341]=air 

63.  2°  Angle  de  la  droite  xt  =  #5  =  xk  =  0  avec  le  biplan  xK  =  xx  =  0. 

Désignons  cet  angle  par  le  symbole  [234.41].  Soit  (rt,0, 0,0)  un  point  de 
la  droite,  (0,Ç„Ç3,0)  sa  projection  sur  le  biplan;  Ç„Ç3  devront  rendre  mini- 
mum la  dislance 

A»  =  altx]  +  an  Ç  -h  a33 1\  -h  2a,5  Ç,  Ç,  —  2al8it  Ç,  —  2a15a;1  Ç3, 
d'où  les  équations  de  condition 

Ces  équations  donneront,  en  remarquant  que  0,3=03*,  les  valeurs  sui- 
vantes de  Ç,,  Çj, 


_ — ____ _  1 
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D'ailleurs  en  les  multipliant  respectivement  par£,, 
ensuite  de  è£t  il  viendra 

Es  et  les  retranchant    , 

4ï=a„»*  —  (bwÇ.  +  0|,W*i 

d'D                   d'il                  rf'D 
"  du, ,i'il,(            du,^latl         '' da^da^    , 

dti 

dau       , 
1      rf»D      I" 

d'où 

rfli 

(83)                            Sin'[*54.*l]=^=-Jff-' 

datldau 

64.  5°  Angle  de  la  droite  xt  =  *,  =  xt  =  0  anec  te  plan  xl=0.  Nous 
désignerons  cet  angle  par  [254.1]. 

,  Le  point  (j-1((},0,0)  aura  pour  projection  sur  eeplan  un  poin!  (O.ï,,^,^),  où 
5».  5i.  ^  sont  choisis  de  manière  à  rendre  minimum  l'expression 

i.\  =  atlxî+a„ïi+aIst,\+atlVi  —  Sottn,ïg—  ...  +  2a„E,Ç,+ .... 

Us  saliuieroal  donc  aux  relations 

(M)  iSJ'«+->«S1  +  <«(.Î4-a1I6f=0, 

Ces  équations  donneront 

rfD  dD  '        rfD 

(»5J  (,_— -^     «a — — "aïs-.     «♦— —  wn- 


D'ailleurs  en  multipliant  les  équations  (85)   respectivement  par  E„£„Ç( 
et  les  retranchant  de  Ai,  il  viendra 


et  par  suite 
(98) 


65.  4°  Angle  du  plan  .r,  =  0  avec  le  plan  ■r,=0. 
Soit  [1.4]  cet  angle.  On  aura 


sin*[M]  =  £J. 
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A4  étant  la  distance  d'un  point  quelconque  p  du  plan  xk  =  0  à  l'intersection 
des  deux  plans  xt  =  0,  .r4=  0  et  A,  sa  distance  au  plan  xt  =  0. 

Or  prenons  pour  p  le  point  dont  les  coordonnées  sont  Xj, 0,0,0.  Nous 
avons  trouvé 

dD 

'""     d»P    *«'     *~  dp* 
da^da»  dati 

d*P 


donc 


P 


sin«[i.4]  = 


da.,da 


iluc*44 


dP     dD 


(fa,,  da 


Il  ""41 


On  en  déduit 


dP  rfP  _D     dfP 


rostri    41  — r/gl1  da»  daadau 

COSL1.4J—  rfj)— rfj) 


d«u  daAi 


Or  le   numérateur  de  cette  expression  est   égal  (Salmon,  Lessons  on 
higher  Algebra,  2e  édition,  n°  32)  à 

dP    dP       /dP\« 


daudaAt       \dalA/  ' 

on  aura  donc 

dP 

(97) 

nnftN.il H         d<,u 

./dP    dP 
V  dati  dau 

66.  Le  choix  du  signe  est  encore  arbitraire  dans  cette  formule.  Pour  le 
fixer  pîir  une  convention  convenable,  nous  remarquerons  que  le  plan  xt  =  0 
est  coupé  par  le  plan  .r4  =  0  en  deux  parties  distinctes  ;  l'une  positive,  pour 
laquelle  .rt>0,  l'autre  négative,  pour  laquelle  a:t<0.  De  même,  le  plan 
j?â  =  0  coupera  le  pan  xk  =  0  en  deux  parties,  l'une  positive,  pour  laquelle 
xl>0,  l'autre  négative,  pour  laquelle  *rt<;0.  Cela  posé,  nous  convien- 
drons de  considérer  cos  [1.4]  comme  positif,  si  la  partie  positive  du  plan 
#4  =  0  se  projette  sur  la  partie  positive  du  plan  zi  =  Q;  comme  négatif 
dans  le  cas  contraire. 

Ornous  avons  vu  que  la  projection  (O,?,^,!*)  du  point  (.rt,0,0,0)  sur  le  plan 

3^  =  0  est  donnée  par  les  formules  (94).  D'ailleurs  i —    est    essentielle- 

x 
ment  positif.  Donc  cos  [1.4]  qui  a  le  mémo  signe  que  y    sera    de    signe 


i  -j ii   lauum  uuuij  prBuuiG  ic  aigiic    —  ctilUS  la  formule  (97). 

67.  Si  au  lieu  de  tjflstM  variables  on  n'eu  avilit  plus  que  trois,  la  formule 
que  nous  venons  d'écrire  deviendrai!  la  formule  fondamentale  des  triangles 
sphériques,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  vérifier. 

68.  On  peut  d'ailleurs  obtenir  pour  cos  [1.4]  de  nouvelles  expressions 
exemptes  (en  apparence)  de  radical;  ou  a  en  effet,  d'après  la  formule  (93), 

—  =  sin»[234  411      rf'n 
De  même 

*  =  *.|jh7ui  " 

dau  '  '  daudau 

Substituant  ces  valeurs  dans  (97),  il  viendra 


«(1.4]  = 


sin [334.41]  sin  [231.14]  jj^T 

formule  où  les  deux  sinus  devront  être  pris  avec  le  signe  H 
On  a  d'autre  part 


dalt      sin' [234.1]'     do„~  sin* [123. 4]  ' 
-^.  si.,  [254.1]  sin  [123.4| 


G9.  5"  Angles  du  biplan  x^^—  0  avec  le  biplan  ,Tj=.rt=0. 
La  dislance  As  d'un  point  (xt,.rttfl,0)  du  premier  biplan  à  sa  projection 
(0,0,|3,ïi)  sur  le  second  sera  donnée  par  la  formule 

—  Sa,^,  -  ia^c^t  —  2a„x,Çs  —  2o„i,S4, 
où  E3  et  =k  seront  déterminés  par  les  équations  de  coniilion 

lesquelles,  mullipliéespar^cl  ^  et  retranchées  de  l'expression  deij,  la  ré- 
duiront à  la  forme 

(99)      A* =«,3»  +  o,^  +  Sa,,!,!,  —  o,,*,?,  -  al(*,E,  -  a„.r!tÇs  -o,^. 
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Posant  d'ailleurs  pour  abréger 

daKdaH           da±ida^ 

daiAda±i           dai%dat^ 

da^dai{           da%idaiA 

dalldaii           da{idati 

Les  équations  (98)  donneront 

$s  =  g  .       «4=  g  , 

valeurs  qui  substituées  dans  (99)  donneront 

Ki  __  Ms»  4-  gN^s,  -f  Pc» 
s~~    ..  g 

où  Ton  a 

2N=2a(ig  4-  o„3J  +  a„Jfe  +  al42)  +  oMC 

=  o«g  +  ««$  4-  a142)  +  aalg  4-  a,5$  '+  «wC 
_       dD        dD  __      g  (fl)     , 

D'autre  part,  la  distance  A4  du  point  (^,^,,0,0)  à  l'origine  des  coordon- 
nées, intersection  des  deux  biplans  considérés  sera  donnée  par  la  formule 

aJ  =  xj  H-  xj  -h  2alax1x2> 

et  les  carrés  des  sinus  des  angles  cherchés  seront  donnés  par  les  maxima  et 
minima  de  la  formule 

Aî_  M x\  +  ^Na^c, + Vx\  _* 


Les  valeurs  du  rapport  —  qui  rendent  minimum  cette  expression  seront 
données  par  les  formules 

ÎBLrâ  +  Nxa  =  p  g  (xf  +  a18xs) , 
Nx1  +  Px1  =  çg(altx1-hxt)> 


pelant  un  fadeur  constant  qui  doit  être  choisi  de  (elle  sorte  que  les  deux 
équations  (90)  se  réduisent  à  une  seule.  On  aura  donc 

I  H-«h8p  P-g?        ! 

D'ailleurs  les  équations  (100}  respectivement  multipliées  par  xt  et  x,  et 
ajoutées  ensemble  donneront 

Donc  les  maxima  et  minima  cherches  do  l'expression  -  seront  les  racines 
de  l'équation  en  p. 


70.  Nous  appellerons  mouvement  d'un  corps  dans  l'espace  l'opération 
qui  consiste  à  opérer  sur  les  coordonnées  x„  ...,  x%  de  chacun  de  ses  points 
la  substitution 


2= 


n„,  ...  a„  étant  les  coefficients  d'une  substitution  orthogonale  ayant  pour 
déterminant  ■+■  1 . 
Si  la  substitution  se  réduit  à 


(102) 


elle  représentera  une  translation. 

Si  elle  laisse  immobile  nu  point,  elle  représentera  une  rotation  autour  de 
ce  point;  si  elle  laisse  immobiles  tous  les  points  d'un  A-plan,  ce  sera  une 
rotation  autour  de  ce  k-plan. 

71.  Il  est  clair  que  le  mouvement  général  représente par  les  équations  (10\) 
se  décompose  en  deuxautres  :  \"  Une  rotation  autour  de  l'origine 


(103) 

"il    0.1*1 +  ■■.  +  ««*«  I 
2°  La  translation  (102). 

Il  est  clair  que  cette  translation  peut  elle-même  se  décomposer  en  une  infi- 
nité de  translations  successives  i  'finiment  petites  opérées  suivant  la  même 
direction. 
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Nous  allons  montrer  d'autre  part  que  la  rotation  (103)  se  décompose  elle- 
même  en  une  infinité  de  rotations  infiniment  petites. 

72.  La  chose  est  évidente  s'il  s'agit  'd'une  rotation  autour  d'un  des  bi- 
plans coordonnés,  tel  quex^O,  #,=0;  car  deux  mouvements  de  cette 
espèce, 


(104) 


xi         xt  cos  a  -+■  x%  sin  a 
x%    —  xt  sin  a  +  ij  cos  a 


et 


(104) 


xt        x{  cos  p  -f  x±  sin  p 
xt    — a^sinfi-f-xjcosp 


x. 


x. 


étant  opérés  successivement >  donnent  pour  mouvement  résultant  le  sui- 
vant 

xi         xt  cos  (a  +  P)  +  .rs  sin  (a  -f-  p) 
#*    —  «isin(a  +  P)  +  a;1cos(«  +  p) 


*3 


*S 


Soit  donc  m  un  entier  très-grand.  Le  mouvement  (104)  s'obtiendra  en 
répétant  m  fois  le  mouvement  très-petit 


oc  et 

xf         x.  cos  — h  «•  sin  — 

a.  & 

Xm         X*  Sin h  Xm  cos  — 

*  x       m  m 

Xm  Xm 


73.  Nous  allons  maintenant  montrer  :  1°  que  toute  rotation  autour  d'un 
p-plan,  tel  que  xt=...=x9  =  0  (et,  par  suite,  en  faisant  />=n,  toute  rota- 
tion autour  de  l'origine),  résulte  delà  combinaison  de  rotations  autour  des 
biplans  coordonnés  ;  2°  que  parmi  Us  rotations  autour  de  ce  p-plan,  il  en  est 
une  qui  remplace  xt  par  alixl-r-...-ï-ai9xv  quels  que  soient  atl,  ...,a1?, 
pourvu  qu'ils  satisfassent  à  l'unique  condition 

a«+.  .  +  0^=1. 

Cela  est  évident  pour  les  rotations  autour  d'un  biplan. 

Supposons  que  ce  soit  prouvé  pour  les  rotations  autour  d'un  p-plan; 
nous  allons  voir  que  ce  sera  encore  vrai  pour  les  rotations  autour  d'un 
/>-hi-plan. 


On  aurt  par  hypothèse  une  substitution  orthogonale  de  la  fonn 
a„.ri  +  ...+a 


dérivée  des  substitutions  analogues  a  ti04),  a„ a,x  étant  assujettis  « 

cette  seule  condition 

oï.  +  .-.+a^l. 

COLiiLJiiuuL  ço Uo  subuliluUuu  BTBO  lu  suivante 


ï(-4-iairia  +  a;f  +  1cOSs 


on  aura  comme  résultante  une  substitution  autour  du  p+l-plan  «,  =  ... 
=jc(+1  =  0,  laquelle  remplacera  a:,  par  a„cù$a.xl  -+- ...  +ai( cosa  xt 
+  sinaxf  +  „  expression  dont  les  coefficients  seront  évidemment  assujettis 
à  la  seule  condition 


(a„C0S«)*  +  ...  +  {fl„C09a)1  +  Si 


=cos««  +  sra*«  =  l. 


Soit  maintenant  U  une  rotation  quelconque  effectuée  autour  du  n-+-  1- 

plan.r1=...=.rf  +  ,=0;  bltx,  +  ...(>,,  l+1x1+i  l'expression  par  laquelle  elle 
remplacer,;  on  pourra  choisir  S  elT  de  telle  sorte  qu'on  ait  a,lcosa=ft„, 
....  att  eosa=blt,  s\i\i=b„l+i;  cela  fait,  on  aura  U=STV,  V  étant  une 
nouvelle  substitution  qui  n'altérera  plus  .r,.  Donc  V  sera  une  rotation  autour 
du  p-plan  ïr,=  ...=£î  +  t=0  et  pourra  s'obtenir,  par  hypothèse,  en  combi- 
nant ensemble  des  rotations  autour  des  biplans  coordonnés. 

74.  On  obtient  aisément  la  forme  générale  des  substitutions  linéaires 
Orthogonales  infiniment  voisines  de  l'unité.  Posons  en  effet  dans  les  équa- 
tions de  l'orthogonalité 

(io5)  ■,;+...+<=». 

(10C)  alfo1„-t-...+aJtfa,,=l), 

!„  et  it.  étant  des  quantités  très-petites,  dont  on  puisse  négliger  les  pro- 
duits et  les  carrés.  Les  équations  (105)  et  (106)  donneronl  s„=0,((„-+-î,,s=0, 
ce  qui  donnera  pour  l'expression  générale  des  rotations  infiniment  petites 
lu  suivante 

I*.  *i+*ii*i+-| 

(107)  la  U»     -■„*,+*,+  .... 
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En  particulier,  une  rotation  infiniment  petite  autour  du  biplan  (xitxt)  sera 
de  la  forme 


75.  Pour  pénétrer  plus  avant  dans  la  nature  des  mouvements  que  Ton 
peut  exécuter  dans  l'espace,  il  importe  de  simplifier  leur  expression  par 
un  changement  de  coordonnées  convenable.  Mais  avant  de  traiter  cette 
question,  il  convient  de  dire  quelques  mots  des  substitutions  linéaires  géné- 
rales, dont  les  substitutions  orthogonales  que  nous  considérons  ici  ne  sont 
qu'un  cas  particulier. 

Soit 


xn    anixi  +  •  •  •  t  annxn 


une  substitution  linéaire.  Elle  multipliera  la  fonction  linéaire 
par  un  facteur  constant  «,  si  Ton  a  les  équations 


(108) 


anci  +  •••  H"  ûnic»  =  »ci> 
amci  +  •••  +  anncn:==:*cn' 


Pour  pouvoir  satisfaire  à  ces  équations  sans  annuler  à  la  fois  ct,...,cn,  il 
faudra  que  Ton  ait 


(109) 


Hi 


8 ...      a 


m 


Otn         •••  ûn«    — "  S 


*m 


nn 


=  0. 


Cette  équation  donnera,  pour  s,  n  valeurs  généralement  distinctes  si,...1sn 
(nous  laissons  de  côté  le  cas  des  racines  égales,  qui  sort  de  notre  sujet 
actuel  ;  il  peut  d'ailleurs  se  traiter  par  des  procédés  semblables  à  ceux  que 
nous  avons  exposés  tout  au  long  dans  notre  Traité  des  substitutions,  liv.  II, 
chap.  n,  pour  *une  question  analogue).  Ces  valeurs  étant  substituées  suc- 
cessivement dans  les  équations  (108),  elles  détermineront  les  rapports  des 
quantités  cl9...t  cn.  On  obtiendra  donc  n  fonctions 


yt  —  ctixA  -f-  ...  -+-  cinxn,  ...,  yn  —  cnixK  -H  ...  -f-  cnnxn, 


—  156  — 


que  S  multiplie  respectivement  par* *„.  En  les  prenant  pour  variables 

indépendantes  a  la  pince  de  xt,...,xw,  on  donnerai!  S  la  forme  canonique 


On  voit  par  ce  qui  précède  que  cette  forme  canonique  est  unique.  Pour 
que  deux  substitutions  S  et  S' soient  transformables  l'une  dans  l'autre  par 
une  substitution  linéaire,  il  sera  évidemment  nécessaire  et.  suffisant  qu'elles 
aient  la  même  forme  canonique.  Donc,  l'équation  en  s  qui  détermine  les 
coefficients  de  la  forme  canonique  doit  èlre  la  même  pour  S  que  pour  S'. 
Les  n  coefficients  de  cette  équation  seront  autant  d'invariants,  dont  les 
valeurs  caractériseront  ce  qui,  dans  la  substitution  considérée,  est  perma- 
nent et  indépendant  du  choix  des  indices. 

76.  Les  invariants  de  la  substitution  S  satisfont  à  des  équations  différen- 
tielles partielles,  qu'il  est  aisé  d'établir. 

Soit  fia,,,...,  a„)  un  de  ces  invariants;  si  S,  transformé  par  une  substi- 
tution linéaire  quelconque  T,  prend  la  forme 

I  x,  ifiXti^- ■■■+(■) a  I 

|  x,t£lx,  +  ...  +  4mx,  I 

on  aura  la  condition 

(111)  fMi.-t«i»)s«(«ii<-.*U- 

Supposons  que  T  soit  une  substitution  infiniment  voisine  de  l'unité  et  du 
la  forme 


s  étant  très-pelit  ;  il  \ 


,  sigg». 


'Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (111)  et  négligeant  le  carré  tic 
-,  il  viendra 
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expression  qui  prendra  la  forme  plus  simple 

en  supprimant  les  restrictions p^p,  q^,<*- 

En  faisant  varier  p  et  <r,  on  obtiendra  une  suite  d'équations  analogues, 
qui  suffiront  à  exprimer  que  <p  est  invariable  par  les  substitutions  linéaires 
de  déterminant  1  ;  car  on  sait  que  toute  substitution  de  cette  sorte  s'obtient 
en  combinant  des  substitutions  analogues  à  (112). 

77.  Pour  que  ?  soit  invariable  par  toute  transformation  linéaire,  il 
faudra  de  plus  qu'il  ne  change  pas,  lorsque  la  transformante  sera  de  ia 
forme 


X^f  ... 

,  Xç 

-1 

Xt 

}   •  •  •  }  JUq 

— i 

Xa 

(î 

+  *)*e 

#p-Hl> 

•'•) 

*n 

■4/A 

-f-i»  ••  •  » 

xn 

Hais  on  aura  alors 

ûw  =  ap«  si  />^P>Ç^pou  si/>  =  ç  =  p, 
a'p=  (1  =€)«„,, 

et  l'équation  (111)  donnera  l'équation  différentielle 

da9P       ^  daP9' 

78.  Si  Ton  veut  que  la  substitution  U,  qui  transforme  S  en  S',  soit 

non-seulement  linéaire,    mais  orthogonale,   on  aura  — ^ — -  nouvelles 

équations  de  condition,  exprimant  que  les  carrés  des  cosinus  des  angles  mu- 
tuels  des  plans 

sont  égaux  à  ceux  des  plans 

auxquels  il  faut  rapporter  S'  pour  la  ramener  à  sa  forme  canonique. 

En  effet,  s'il  existe  des  variables  #;,...,  *;  liées  ortbogonaleraent  à 
£„...,*„,  et  telles  que  S',  rapporté  à  ces  nouvelles  variables,  ait  la  môme 
forme  que  S  rapporté  bxv...,xn;  S',  rapporté  aux  variables 

aura  la  forme  canonique  (110).  D'ailleurs  le  système  d'axes  x,i  ,...,^i  étant 
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orthogonal  comme  Je  système  at„  ...,  xs,  les  carrés  des  cosinus  des  angles 
mutuels  (les  plans  y1,,...,  g&  seront  évidemment  donnés  par  les  mômes  for- 
mules que  ceux  des  plans  #,,...,  y„. 

Réciproquement,  si  les  carrés  des  cosinus  des  angles  des  plans  y\,...,tft 
sont  égaux  à  ceuxdes  plans  g,,.. .,jf„  il  est  clair  que  ceux  de  .r',,...,  j»  sont 
égaux  à  ceux  de  xlt...,j:r  lisseront  doue  nuls,  et  les  axes  .¥*„...,  xî  rectan- 
gulaires ;  et  la  substitution 

|« x,     *•„...,:*,  |  , 

par  laquelle  on  passe  de  S'  à  S,  sera  orthogonale. 
Si  donc  on  se  borne  à  des  transforma  lions  orthogonales,  S  aura,  outre  les 

n  invarianls  précédemment  trouvés,        „ — -  invariants  orthogonaux,  don- 


s  par  la  formule 


«•(Mbh 


(er,c,i+...+cnlfiln)t 


Les  coefficientsc ,  qui  figurent  dans  ces  invariants,  dépendent  des  irration- 
nelles t„  s,  ;  mais  on  pourra  remplacer  ces  invariants  irrationnels  par  les 
coefficients  de  1  équation  qui  les  détermine,  lesquels  sont  symétriques  en 
»„...,!,  el  par  suite  rationnels. 

79.  Les  invariants  orthogonaux  satisfont  aux  équations  différentielles 
suivantes 


—  V  ^-n      —  Y  ^L 


On  les  obtiendra  aisément  en  exprimant  qu'ils  ne  sont  pas  altérés  lors. 

qu'on  transformera  S  par  une  rotation  infiniment  petite  autour  de  l'un 
quelconque  des  biplans  coordonnés.  Mais  ces  équations  différentielles  ne 
suffiront  pas  pour  caractériser  complètement  l'invariance.  Car  elles  expri- 
ment seulement  que  ?  ne  varie  pas  lorsqu'on  transforme  S  par  une  substi- 
tution orthogonale  de  déterminant  1.  Il  faut  encore  exprimer  que  ?  ne 
change  pas  lorsqu'on  transforme  x  par  une  substitution  orthogonale  de 
déterminant  —  1;  par  exemple,  lorsqu'on  change  le  signe  de  l'une  des 
variables. 

80.  Supposons  maintenant  que  la  substitution  S  soit  orthogonale,  et 
admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'équation  caractéristique  en  s  ait  une 
racine  réelle  s,.  Le  plan  j/,=  0  sera  réel,  et  l'on  pourra  (rouver  un  système 
de  n  plans  orthogonaux  ;/,=(),  .rj  =  0,...,  *i  =  0  dont  il  fasse  partie.  En  les 
prenant  pour  plans  coordonnés,  S  prendra  la  forme 

x't  a',lVt-^<txft  +  -  +  a'^ 
**  a«iji  +  «in*i  +  •■-  +  alaA 
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et  comme  elle  n'a  pas  cessé  d'être  orthogonale,  on  aura 

*J  =  1,  *» +  ^+...  +  0^=4, 


d'où 


*f  =  ±4,  d±i  =...=a^i  =  0, 


et  l'équation  caractéristique  de  S  deviendra 


(«— «i) 


flî2       *  •••  atn 


a'm 


•••  û»«  —  * 


=  0. 


84.  Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  dernier  déterminant  que  nous 
venons  d'écrire,  égalé  à  zéro,  admette  une  racine  imaginaire  s9=p  -hqi;  il 
admettra  également  sa  conjuguée  s3  =  p  —  qi;  et  si  X2  =  Z2 -h  iZ5  est  la 
fonction  imaginaire  de^,...,.rj,  que  S  multiplie  par  s„  la  fonction  conju- 
guée X5  =  Z, —  iZ5  sera  évidemment  multipliée  par  ss.  Donc  S  remplacera 
les  fonctions  réelles  Zt  et  Z3  par  plt  —  qlz  et  ql%  -+-/>Z3. 

Cela  posé,  on  peut  déterminer  dans  le  biplan  lt  =  Z3  =  0  deux  plans  rec* 
tangulaires  «1=>Z,-f-pZ5=0,  23=yZ24-fA/Z3  =  0,  et  la  substitutions 
remplacera  s,,  zz  par  des  fonctions  de  Z4,  Z3,  lesquelles  pourront  s'exprimer 
en  fonction  de  z%  et  zs. 

Prenons  maintenant  pour  plans  coordonnés,  au  lieu  de  Vf ,...,  x'n,  les  plans 
s,=0f  35=0  et  n — 3  plans  rectangulaires  x\=....=x*n  =  0  situés  dans 
len — 3-plan  perpendiculaire  au  triplau  y1  =  xt  =  zs=0.  La  substitution 
S  prendra  la  forme 


2/i 

X 


s 

4 


T0i 


xn 


et  comme  elle  est  orthogonale,  on  aura 

r*+«»  =  4,  (s  +  tft  =  l,rt+ttt=09  • 


»i 


On  déduit  des  trois  premières  équations 


=  4. 


r  =  cosa,  *  =  sina,  (  =  —  sin  a,  tt^cosa. 


d'où 


à      ^^      è     «     ^^  

a .  ~  —  . . .  —  An*  —  et  43  —  # . .  —  Qn-  — 


=:0. 


Gela  posé,  suivant  que  le  déterminant 

a'n  —  s  ...  a 


4» 


«« 


••    ÛJMI 


aura  une  racine  réelle  ou  un  couple  de  racines  imaginaires,  ou  appliquera 
de  nouveau  à  S  un  (les  deux  modes  de  réduction  ci-dessus,  Poursuivant 
ainsi,  on  arrivera  finalement  à  mettre  S  sous  une  forme  telle  que  la  sui- 
vante, où  nous  changeons  pour  plus  de  commodité,  l'ordre  et  la  désignation 
des  variables 


fci  }J* 


.—  yt'- 


s= 


f-i/,sSina„—  SM_iSUÏ*(  +  i(,( 


hf-*»M    ï.s- 

ïif+1 Vtl+ 

ïx+'+i-ïi  ïis+«  +  i.  ■■-.». 

Le  délerminant  de  la  substitution  ci-dessus  est  évidemment  égal  à 
( — 1)*;  et  comme  il  est  égal  à  1,  pur  hypoLhése,  <?  sera  un  nombre  pair '2a' 

82.  Cela  posé,  admettons  d'aï  tord  que  h  soit  un  nombre  pair  2p;  t=2/*. 
Si  l'on  a  a  =0,t  =  0,  S  sera  de  la  forme 


I  Ïi-Si 


-  Si  s» 


'i  4-  Si  cos  a, 


laquelle  forint  générale  contient  comme  cas  particulier  celui   où  l'on  au- 
rait <t=2i',  t=2t'.  H  suffirait  en  effet,  pour  obtenir  la  substitution  rela- 
tive a  ce  cas,  de  poser  dans  l'expression  précédente 
(1U)  «,,_,._,.=  . ..  =  ,,-,.  =  *,  ^^  +  ,=  ...=^  =  0. 

Si  n  est  un  nombre  impair  2jx  +  i,T=2f»+i — 2p — 2./  sera  impair, 
et  l'on  aura,  en  supposant  <t=0,t=1, 


(;,+  $,»  COSI,, 


Et  la  formule  relative  au  cas  où  l'on  aurait  s  =  2i',  t  =  2t'+1  s'ob- 
tiendra encore  comme  cas  particulier  de  la  précédente,  en  y  faisant  les 
suppositions  (114). 

83.  Les  expressions  canoniques  (113)  et  (115),  auxquelles  a  été  ramenée 
la  substitution  S,  donnent  immédiatement  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Dans  l'espace  à  2^  dimensions,  toute  rotation  autour  d'un 
point  est  la  résultante  de  p  rotations  effectuées  autour  de  p  biplans  rectangu- 
laires x,  =.£,  =  0, xlt,_  ,  =  .ryl  =  0  passant  par  ce  point. 

Théorème  II.  —  Dans  l'espace  à  2u  -+- 1  dimensions,  toute  rotation  autour 
d'un  point  est  une  rotation  autour  dune  droite  .r,=  ...=£lf  =  i\  passant 
par  ce  point,  et  sera  la  résultante  de  p  rotations  effectuées  autour  île  a.  biplans 
rectangulaires  #,  =  #,  =  0, ...,#,,,_  ,=£*,.  =0  passant  par  cette  droite. 
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Les  fx  biplans  ainsi  définis  seront  dits  les  biplans  principaux  de  la  substi- 
tution considérée.  On  peut  d'ailleurs  évidemment,  sans  altérer  la  forme 
canonique  de  S,  choisir  à  volonté  dans  chacun  de  ces  biplans  îes  deux  plans 
rectangulaires  que  Ton  prendra  pour  plans  coordonnés. 

84.  Le  théorème  que,  dans  l'espace  à  2p-h  1  dimensions,  toute  rotation 
autour  d'un  point  s'opère  autour  d'une  droite  a  été  déjà  donné  par 
M.  Schlâfli  (Journal  de  Crelle,  t.  65).  L'auteur  signale  également  l'existence 
de  \l  invariants  dans  la  substitution  orthogonale.  Mais  il  ne  nous  paraît  pas 
avoir  établi  que  ces  invariants  sont  les  seuls  ;  et  il  ne  donne  pas  la 
réduction  de  la  substitution  à  sa  forme  canonique,  laquelle  nous  semble 
indispensable  pour  se  rendre  un  compte  bien  net  de  la  nature  de  ces  inva- 
riants. 

85.  Il  est  aisé  d'exprimer  les  cosinus  des  angles  a^...,^  en  fonction  des 
invariants  de  la  substitution  S. 

En  effet,  supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'un  espace  à  2u  dimensions. 
L'équation  caractéristique  (109)  deviendra,  en  y  supposant  S  ramenée  à  ia 
forme  canonique  (113), 


0  = 


COSoti 


sina 


i 


0 


0  0  . 

—  sin  a,   cos  a,  —  <       0               0  0  . 

0                  0      cos  a, — s       sina,  0  . 

0                 0       — sina,  cos  a,  —  *  0  . 

0               0  0  . 


=  (*»  —  2s cos  aâ  4- 1)  ...  (**  —  2*cos  aB -+•  1). 

Comparant  cette  forme  réduite  à  la  forme  générale 


0= 


a{i  —  s  ...  a 


in 


anl    •  •  •    ann       * 


=  f(s)  =  ***+  k^- 1 -+- . . .  +  A151, 


et  posant,  pour  abréger, 


il  vient 


(116) 


B,  =  y\  COS  ar,  B,  =  y\     COS  a?  COS  a^ 


,    •  •  • , 


A, 
A, 
A, 


~2B„ 

♦Bj  +  n, 

—  8Bj  — 2(n  — 1)B„ 


A.=  S  (-  2)—,  (n~m  +  2pV.2.(W~m+P  +  i)  B— " 


III 


II 


la  sommation  attendant  dopuisp=0  jusqu'à/)^  -^-ou  — - —  suivant  que 
m  est  pair  ou  impair. 

En  renversant  les  relations  {■(  1G),  on  obtiendra  B, ,...,  B,,  en  fonction  des 
invariants  A, ,...,  AM.  D'ailleurs  B,,...,!), sont  les  coefficients  d'une  équation 
du  degré  u,  dont  cos  a,, ..-,  cos  absout  les  racines. 

S'il  s'agit  d'un  espace  a  2fi  +  l  dimensions,  S  aura  la  forme  canonique 
(115)  qui  a  pour  équalion  caractéristique 

0  =  (*'  —  2»  COS  a, +  1}  ...(l*-S*cOSa„,  +  l)(l— *) 

=  (*»*  + A,»V-*  +  ...  +Ai(.)(1-ï), 

les  coefficient  A,,...,  Ati,  étant  définis  par  les  relations  (Hfi). 
En  comparant  cette  équation  à  l'équation  générale 

0= =/(i)=-»v-<-*  +  C1^+---4-Cîi,  +  1, 


on  aura  les  invariants  C„...,  Clii+t  exprimés  par  les  relations 

C,  =  l  — A„  ...,Cm  =  Km— A„_,. 

Donc,  ici  encore,  les  invariants  s'exprimeront  en  fonction  doit,,..,,  Bli4el 
réciproquement. 
De  ce  qui  précède,  on  déduit  celle  conséquence  remarquable  : 

86.  Théorème  III. — Si  deux  substitutions  orthogonales  S,  S' sont  trans- 
formables lune  dans  l'autre  par  une  substitution  linéaire,  on  pourra  tou- 
jours opérer  cette  transformation  par  une  substitution  orthogonale. 

En  effet,  si  S'  est  transformable  en  S,  elle  aura  les  mêmes  invariants  que 
S;  donc  les  quantités  cos  a„  ...,  cos  a,,  seront  égales  aux  quantités  analogues 
cos  a',,  ...,  cosa'Pque  contient  la  forme  canonique  de  S'.  Donc  S  et  S'  auront 
même  forme  canonique,  au  signe  près  des  sinus  des  angles  a,,...,o„, 
a,,.-.,  a',.  Mais  on  peut  changer  à  volonté  le  signe  de  sina,,  par  exemple, 
car  il  suffit  de  changer  le  signe  d'une  des  deux  coordonnées  a:,,  xt  ;  change- 
ment qui  reste  sans  influence  sur  l'ortliogonalitc  des  axes  coordonnés.  Donc 
S  et  S'  ont  même  forme  canonique,  el  l'on  passera  de  l'une  a  l'autre  par  la 
substitution  orthogonale  qui  sert  à  passer  des  coordonnées  rectangulaires 
t„  ...,  £„  aux  coordonnées  x"t,  ...,x'K  également  rectangulaires,  pour  les 
quelles  S'  est  réduite  à  sa  forme  canonique. 

87.  Les  substitutions  S,  S'  seront  dite.s  semblables  ou  inversement  sem- 
blables, suivant  que  la  substitution  orthogonale  qui  permet  de  transformer 
l'une  dans  l'autre  a  pour  déterminant  + 1  ou  —  1 . 

Il  est  intéressant  de  déterminer  à  quel  caractère  on  pourra  distinguer 
l'une  de  l'autre  ces  deux  sortes  de  similitude. 
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Supposons  d'abord  n  =  2/a,  et  considérons  les  deux  expressions 


W)= 


ait  —  1   ...  ai, 


*v- 


a*fM  •  •  •   ai^,ÏI* —  * 


.«-*)= 


alt  -f-  1    ...  ai; 


*n 


flau.l    .   .   .    GUii.f'X   "+*    * 


t M!*  "T 


qui  toutes  deux  sont  des  invariants.  Leur  produit,  effectué  suivant  la  règle 
connue  delà  multiplication  des  déterminants,  et  simplifié  à  l'aide  des  équa- 
tions qui  définissent  l'orthogonalité,  se  réduira  à 


21  "13    a3i 


0  a21 — a 

—  aif  +  alâ         0 

—  «51  +  «IS 


a 


13 


Ce  déterminant,  gauche,  symétrique,  et  de  degré  pair  est  un  carré  parfait, 
que  nous  pourrons  désigner  par  R*.  Comme  c'est  d'ailleurs  un  invariant,  la 
quantité  f\  ne  pourra  que  changer  de  signe  lorsqu'on  transformera  S  par 
une  substitution  orthogonale  quelconque. 

Or,  si  la  substitution  orthogonale  qui  change  S  en  S'  a  son  déterminant 
égal  à  4-  4,  elle  résultera  de  la  combinaison  successive  de  substitutions 
infiniment  petites.  Transformant  successivement  S  par  ces  substitutions 
composantes,  on  ne  pourra  altérer  à  chaque  fois  R  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite;  et  comme  R  doit  rester  invariable,  on  changer  de  signe,  il 
restera  invariable.  On  aura  donc  R=  R',R'  étant  la  fonction  analogue  à  R 
formée  avec  les  coefficients  de  S'. 

Réciproquement,  si  R  =  R',  la  substitution  qui  sert  à  passer  de  S  à  S'  aura 
pour  déterminant  -+-1.  En  effet,  soit  S"  ce  que  devient  S  en  y  changeant  le 
signe  de  l'une  des  variables  ;  la  fonction  R  sera  changée  en  R"  = —  R  ;  et 
les  substitutions  orthogonales  par  lesquelles  on  passe  de  S  à  S"  ou  de  S"  à 
S'  auront  pour  déterminant  —  1.  La  substitution  résultante,  qui  sert  à 
passer  de  S  à  S',  aura  donc  le  déterminant  -+•  1. 

Soit  maintenant  n  =  2u.  -f-i .  L'équation  f[s)  =  0  aura  une  racine  égale  a 
1  ;  et  l'on  pourra  trouver  une  fonction  des  variables  que  S  n'altère  pas.  Ses 
coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles  de  atl, ...,  aBn,  et  l'on  pourra, 
par  un  changement  d'indices  indépendants  qui  n'introduit  aucune  irra- 
tionnelle, mettre  S  sous  la  forme 


x: 


^ll^t    -h  ...  •+-  bijtôtf 


X*\il  4  1     .ri;i+  1 


et  la  quantité  &♦  formée  avec  bilt ...,  bi[K>i[L  comme  R  l'était  tout  à  l'heure 
avec  au, ...,  a,^,,^,  indiquera  par  son  signe  celui  du  déterminant  de  la  sub- 
stitution qui  transforme  S'  en  S. 


Lorsque  \n  substitution  S  est  mise  s 
immédiatement 


88.  Ln  délerminaliou  des  invariaiils  li,,...,  H,,  s'ob lient  d'une  manière 
plus  élégante  lorsque  la  rotation  S  est  infiniment  petite, 
flious  avons  vu  que  S  sera  delà  forme  (107)  et  lequalion  en  s  sera 


1- 


avec  la  condition  £-.„  -+-  cp  =  0. 

Celte  équalion. développée  suivant  les  puissances  de  1  — t  =  t,  sera  de-la 
forme 

(117)  ("  +  «,(■-■+  ...  +  *^,-'  +  ...  =  0. 

s0  désignant  la  somme  des  mineurs  dérivés  du  déterminant 


*m  ° 


en  y  supprimant  n — pvolonnns  choisies  à  volonté,  et  les  lignes  de  môme 
rang.  Chacun  de  ces  mineurs  étant  un  déterminant  gauche  sera  nul  si  p  est 
impair,  un  carré  si  p  est  pair. 
D'autre  part,  S  étant  supposé  réduit  a  sa  forme  canonique,  on  aura,  si 

f(t)  =  (p—  2lCOSa,  +  J).,.  (s1  —  S*COSaf+i). 

Celte  expression,  égalée  à  0,  donnera  pour  s  les  racines 


lesquelles  se  réduiront  sensiblement,  a,,...,  a.,  étant  très-petits,- à 
i±t«„...,i±iv 

L'équation  (117)  en  t  aura  donc  pour  racines  ±ia ,  ±ia,.,et,  en  pre- 
nant— I*  pour  inconnue,  lequalion  aura  pour  racines  a),   ...  a*. 
Si  n-— 2,1*4-1,  on  aura 


L'équation  en  (  aura  une  racine  mille,  que  l'on  supprimera;  prenant 
ensuite  —  t*  pour  inconnue,  on  aura  ici  encore  une  équation  du  degré  p, 
déterminant  «     .-,*!. 
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89.  Cherchons  maintenant  à  simplifier  l'expression  d'un  mouvement 
quelconque,  défini  par  la  substitution  (101).  On  prendra  d'abord  pour  axes 
coordonnés  ceux  qui  réduisent  à  sa  forme  canonique  la  substitution  sans 
termes  constants 

xi  fliixt  +•••-+■  Oins» 


xn  amxi  +••••+•  Ofift£fi 


Il  est  clair  que  la  substitution  2  rapportée  à  ces  nouveaux  axes  sera  de  la 
forme 


Vi>y* 


yt  cos  aâ  -f-  y*  sin  «t  -f-  £, ,  —  yt  sin  «t  -f-  y%  cos  aa  -f-  ^ 


yip-i*yw   y**-i  cosa^-f-^cos^-h^^-i,-—  y^-isina^+^cosaji-h^ 

si  n  =  2p,  et  de  la  forme 
!fi»S(i  Sh  cos  *i  +  y*  sin  at  +  Jf,  —  y{  sin  a,  -f  y,  cos  at  -f-*4 

!Jti*- 1> y^    y^- 1  cos a^+y^sin «^4- ^ - 11  —  yv-isin an+  yt^cos *h4-$îh 

si  n  =  2  p-4-  1 . 

Mais  on  pourra  simplifier  encore  cette  expression  par  un  nouveau  chan- 
gement d'axes.  En  effet,  supposons  pour  fixer  les  idées  que  aif ...,  ap  ne 
soient  pas  nuls,  mais  que  ap  +  l, ...,  c^le  soient. 

Posons  zi=yl+di%  zt=yt  -4-  dt  ;  2  remplacera  zl9z%  par 


en  posant 


zt  cos  aâ  -[-*,  sin  ai  +hly  — zt  sin«i  H-  *tcos  a4  +  ^, 


^4=^  H-  rfj(l — cos  a,)  —  djsinaj, 
&,=  $f  H-  df  sin  a,  H-  d,(l  —  cos  af), 


et  l'on  pourra  déterminer  dit  d,  de  telle  sorte  que  ht  et  A,  s'annulent,  le 
déterminant 

1—  cosotj      —  sinaâ 
sin  04       1  —  cos  at 


=  2  —  2  cos  04 


étant  différent  de  zéro. 
On  fera  disparaître  de  même  par  un  changement  d'origine  les  constantes 

D'autre  part,  2  remplace  les  variables  ytP  +  l9  ...,y„  par  y^+i-H^+n-M 
yn-h  Sn  ;  elle  n'altérera  donc  pas  la  fonction 

v=x*p+tyip  +  i-f-  ...  +xny„, 


si  l'on  a  la  condition 


i.-M»l.+l+-    +*.*,= 


Celle  condition  détermine  une  seule  des  quantités  ï  pu  fonction  des  autres, 
qui  noient  arbitraires.  Les  fonctions  de  la  l'orme  y  que  ï  n'altère  pas, 
Calées  à  zéro,  détermineront  donc  un  n  —  2<i —  l-planl'„_,p_„  dans 
lequel  on  pourra  trouver  n —  2o — 1  plans  rectangulaires ï,p  +  i,  —  >ï,,-i, 
le  n  —  2p-plau  ytf,  +  ,  =  ...=zym=0  résultera  d'ailleurs  de  l'intersection 
de  I',_,P-i  avec  un  dernier  plan  s,  perpendiculaire  aux  précédents.  Pre- 
nant ces  plans  pour  plans  coordonnés,  au  lieu  deyiP  +  , y„,  s  prendra 

la  forme 


Vf* 

Donc  le  mouvement  cherché  résultera  de  la  combinaison  d'un  mouve- 
ment de  rotation  autour  d'un  2p-plan,  joint  a  un  mouvement  de  translation 
le  long  d'un  aie  perpendiculaire.  Un  semblable  mouvement  peut  s'appeler 
hélieiridaL 

D'ailleurs,  si  l'on  a  p  =  0,  le  mouvement  se  réduit  à  une  translation  ;  si 
n  —  2p  =  0  ou  n  —  2,o>0,  mais  iî  =  0,  il  se  réduit  à  une  rotation.  On  a 
donc  ce  théorème  : 

Tout  mouvement  est  une  rotation,  ou  une  translation,  ou  un  mouvement 
hélicoïdal. 

90.  Dans  l'espace  â  2u  -f- 1  dimensions,  le  mouvement  hélicoïdal  est  la 
règle,  et  les  autres  sont  des  cas  particuliers  ;  car  n  —  2?  n'est  pas  nul  et  S 
diffère  en  général  de  zéro. 

Au  contraire,  dans  l'espace  à  2u  dimensions,  on  a  en  général  «,, ...,«,, 
différents  de  zéro,  et  l'on  aura  par  suite  n — 2(j  =  U,  sauf  les  cas  parti- 
culiers. 

91.  Voici  enfin  deux  derniers  théorèmes,  qui  sont  la  généralisation  de 
ceux  qui  ont  servi  de  point  de  départ  à  H.  Chaslesdans  ses  belles  recherches 
sur  le  déplacement  des  solides. 

Supposons  a,,..., op,  3  infiniment  petits,  et  négligeons  les  carrés  de  ces 
quantités.  11  viendra,  pour  la  représentation  canonique  d'un  mouvement 
infiniment  petit 
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et  soient  AÇt, ...,  A^  les  accroissements  des  coordonnées  du  point  Çj,  ...,çn^ 
Le  plan  mené  par  ce  point  normalement  au  déplacement  aura  pour  équation 

0=(*,-WAÇf  +  ...  +  (*„  — Waï, 

=  (*i  —  W  *i^  —  (5a  —  U  ai-t  +  —  +  (2*?-i  —  ^e-  1)  *i^? 

—  (*«  —  ttf)  «i^P-t  H-  (*»  —  ï.)  * 
=  a,  («tC,  — «iîi)  + ...  +  «*  (*se-i?i?~~**fti?-i)  +  *  (*»  —  £»)• 

Cette  équation  étant  symétrique  par  rapport  à  çi9 ...,  g,  et  zt, ...,  «„,  on  a 
le  théorème  de  réciprocité  suivant  : 

Théorème. —  Si  le  plan  normal  au  déplacement  du  point  Ç,, . ..,  Ç„  passe  par 
le  point  ztJ ...,  z„,  le  plan  normal  du  déplacement  de  zlf ...,  zH  passera  par 

*•!»  •••>  Sjj» 

92.  Si  ce  point  çt, ...,  ç„  se  meut  dans  un  A-plan | 
(120)  A4  =  ...  =  Ak  =  0, 

les  plans  normaux  aux  déplacements  se  couperont  suivant  un  n — £-4-4- 
plan  conjugué  au  k-plan,  lequel  s'obtiendra  en  éliminant  k  des  quantités 
Cp  ...,  £ff  de  l'équation  du  plan  normal  à  l'aide  des  équatious  (120),  et  éga- 
lant à  zéro  les  coefficients  des  quantités  restantes. 
Nous   supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  qu'on  a   k<^n — A-f-1, 

dV>ù*<^pL  2A  —  l<n. 

93.  Théorème.  — Si  les  deux  multiplans  conjugués  P*,  ?n^k  +  ine  sont 
pas  contenus  dans  un  même  plan,  le  mouvement  considéré  S  pourra  se  décom- 
poser en  deux  rotations  autour  de  ces  multiplans. 

En  effet,  soit  p'  un  point  de  P„  _  *  + 1  situé  en  dehors  de  P*.  Par  ce  point 
et  par  P*  on  pourra  faire  passer  un  k — i-planP*_t.  Soitp"  un  point  de 
P„_*+t  non  contenu  dans  Pk_t  ;  par  p"  et  P*_t,  on  fera  passer  un  k — 2- 
plan  P*-i,  etc.  On  arrivera  enfin  à  un  plan  Pt  passant  par  P»  et  par  À; —  1 
points  convenablement  choisis  dans  P»_*  +  i. 

Cela  posé,  nous  prendrons  pour  plan  des  xt  le  plan  P,  ;  pour  plan  des  xt, 
un  plan  mené  par  P,  perpendiculairement  à  P&  ; ...  ;  pour  plan  des  or»,  un 
plan  mené  par  P*  perpendiculairement  à  P*_4;  enfin,  si  2A  —  1  <n, 
n — 2A-+-1  plans  rectangulaires  et  perpendiculaires  à  P«-t> 

Soient  respectivement 

« 

yf  y,  y(*-l)  r(*-t) 

les  coordonnées  de p',...,p**~i).  Les  points  p' y', ...,  p(*-l>  étant  respecti- 
vement dans  les  multiplans  Pt, ...,  Pk_  i,  on  aura 


(in)  s;=t;=o,     . 

(!•-"=(?-»  =  . 
D'ailleurs  \i'  n'est  pas  dans  I1,,  p"  n'est  pas  dans  Pj,  etc.  ;  donc  on  aura 
%ë0,  Çgo,„.,  ^""gO. 

94.  Cela  posé,  soit!,,...,  î„  un  point  quelconque  de  P„_»  +  i;  AC, Aï, 

tes  changements  de  ces  coordonnées  par  suite  du  mouvement  considéré.  Le 
plan  normal  au  déplacement  sera 

(123,  (af— xfrK,  + ...  4-  {*.— r,)Aï,  =  u. 

Par  hypothèse,  il  doit  passer  par  le  niulliplan  Pt.  Donc  l'équation  (122) 
doit  être  satisfaite  identiquement  en  y  posant  3-,  =  ...=j-»=  0,  ce  qui 
donne  les  conditions 


(123) 
(124) 


d«ti  - 


t-  UL  z 


la  distance  de  ce 


Soit  d'ailleurs  s,,  ...,  ;„  un  autre  point  de  P„ 
point  au  précédent  ne  doit  pas  être  altérée;  donc  on  aura 

(*-«*>%  -«■)+-  +  u.-g(4I.-iu  =  f. 

ou,  en  tenant  compte  des  relations  (123)  et  (124)  et  des  relations  analogues 
relatives  a  z, î„, 


L'équation  (125),  appliquée  au  point  p*_1  dont  toutes  les  coordonnées 
sont  nulles  sauf  la  dernière,  se  réduira  à 


95.  Soient  maintenant  it n  des  quantités  très-petites  ;  considérons  la 

substitution 


laquelle  est  une  rotation  autour  de  P*.  Pour  que  S  se  décompose  en  deux 
rotations  autour  de  P«  et  autour  de  P„_t+l,  il  est  évidemment  nécessaire 
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et  suffisant  qu'il  en  soit  de  môme  de  ST  =  S'.  D'ailleurs  S' fera  subir  aux 
coordonnées  du  point  ^, ...,  KH  les  variations  suivantes 

(1 26)  a^  =  AÇ,  4-  a,^,  A'^ = A^  -h  i^, . . . , 

(127)  AT^^-iA  —  iA— .». 

(128)  A^4.1  =  A^  +  1,...IA^=AÇIP 

et,  d'après  ces  formules,  il  est  clair  que  si  les  A  satisfont  comme  on  l'a  sup- 
posé aux  relations  (123),  (124)  et  (125),  les  A'  satisferont  aux  relations 
toutes  semblables 

(129)  A^+l==...=A^=0, 

(130)  ^  +  ...+^  =  0, 

(131)  z.a'Ç,  +1^%  + ...  +zjkA'ÇJk  +  !;jkA'^=0. 

Si  maintenant  on  détermine  ces  arbitraires  e  par  les  relations 

<-,)+.i??-||=of...f<r1i,+^-i«f"1,=o. 

ce  qui  ne  peut  souffrir  de  difficulté,  Ç(k*~~ l)  n'étant  pas  nul,  on  aura 

(132)  Anf~  1)=...=rA^*j:i1)  =  0. 

On  a  d'ailleurs,  tf-4), ...,  t$z}}  étant  nuls, 

(133)  ^~i]=^"l)  =  0. 

Donc  la  substitution  T  ne  déplacera  plus  le  point  plk  ~lK 

96.  Remplaçons  maintenant,  dans  les  équations  (130)  et  (131),  Çlf  ...,& 

par  les  valeurs  particulières  Ç(t*  ~~ *>, .. .,  Ç[*  " ,}  et  z„ ...,  zk  par  Ç(,*  ~ l), ...,  Q*  " !). 

Elles  se  réduiront,  en  tenant  compte  des  relations  (121)  et  (133),  à 

d'où  Ton  déduit,  #"  !>  et  tf  r?  n'étant  pas  nuls, 

A^*-f)  =  0,  A^J^srO. 

Cela  posé,  considérons  les  substitutions 


T'  = 


Xa 


#i  4-  «'i  #*  - 1 
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laquelle  est  une  rulalion  autour  de  P(;  S'  sera  rîécompo sable  eu  deux  rota- 
tions autour  dePietP.-i^i,  siS'T'  =  S"  l'est. 

Les  variations  qui>  S"  fait  subir  aux  coordonnées  deï, !,  seront  repré- 
sentées par  les  formules 

a"ï,     =AX,  +  iT;lt_i 

uKtJ-Ml,    (?>*-i), 

et  il  est  clair  :  1°  que  les  i"  satisferont  au*  relations  (129).  (150),  (131); 
2°  qu'on  aura 

û"  qu'on  pourra  déterminer  les  ='  de  telle  sorte  que  les  autres  coordonnées 
de  p1'-*1  ne  subissent  plus  aucun  changement. 
Continuant  ainsi,  on  arrivera  à  une  dernière  substitution 


laquelle  ne  déplace  plus  aucun  des  points  p',  ...,j>'*~  *'. 

97.  Mais  la  substitution  ;  se  réduit  aune  rotation  autour  de  P„  _i  +  t.  Pour 
le  prouver,  il  suffit  de  montrer  qu'elle  laisse  invariables  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  ï„  ....  ï„  de  ce  mulliplau.Or  les  variations  4Ï,,...,  Aï, 
Qu'elle  fait  subir  a  ces  coordonnées  satisfont  aux  équations  (129),  (130)  et 
(151).  Donc  ïi  +  i,...,ï,  ne  sont  pas  altérés  par  2.  Quant  aux  autres  coor- 
données, on  aura  les  équations  suivantes,  déduites  de  (151)  en  y  rempla- 
çant successivement  s,, ...,«,  par  les  coordonnées  des  points  p',„.,p(*-  ,J 
(queï  ne  déplace  pas),  et  en  tenant  compte  des  équations  (121), 


ttM:i  +  ...  +  ViiX.,  =  H, 
équations  d'où  l'on  déduit  successivement 

4ït=0,...,aî,=0. 
Ces  valeurs  substituées  dans  l'équation 

tl4ï,  +  ...  +  i:iiï]t=o 

la  réduiront  à 

ï,«,=0. 

Donc  si  t,  n'est  pas  nul,  on  aura  aï,  —  0  et  notre  proposition  sera  dé- 
montrée. 
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Supposons,  au  contraire,  que  £t  soit  nul.  Par  hypothèse,  P„  _  *+ 1  contient 
un  point  zi9...,  zn  qui  n'est  pas  contenu  dans  le  plan  xt  =0.  Donc  zt  ne  sera 
pas  nul  :  d'ailleurs  on  aura,  par  ce  qui  précède,  àzt  = ...  =  Az„=  0.  Donc 
l'équation  (125),  appliquée  aux  deux  points  Cp  .,.,£„  etzi9...,zn,  se  réduira  à 

2^  =  0,  d'où  ^  =  0, 

ce  qui  complète  la  démonstration. 

98.  Comme  application  particulière,  proposons-nous  de  résoudre  le  pro- 
blème de  la  composition  des  rotations  autour  d'un  [point  dans  l'espace  à 
quatre  dimensions. 

Si  l'on  pose  n=  4,  la  formule  (97)  qui  représente  une  rotation  infiniment 
petite  R  autour  de  l'origine  contiendra  six  paramètres  variables  slt,  els,  s14, 
tjj,  in,  gM.  Gela  devait  être  ;  car  une  semblable  rotation  dépend  de  six  élé- 
ments :  1°  quatre  angles,  définissant  la  situation  de  ses  biplans  principaux  ; 
2°  les  amplitudes  a,  ]3  des  rotations  partielles  autour  de  ces  biplans. 

Cherchons  à  mettre  la  substitution  sous  une  forme  où  ces  deux  sortes 
d'éléments  soient  immédiatement  en  évidence. 

Soient  x=0,  y  =0,  2  =  0,  u=Q  les  plans  coordonnés,  et  supposons 
que  l'un  B  des  biplans  principaux  de  R  fasse  les  angles  y  et  ^  avec  le  biplan 
A  formé  des  deux  plans  #  =  0,  t/  =  0.  On  pourra,  comme  nous  l'avons 
montré  (IV),  remplacer  x,  y,  z,  u  par  de  nouvelles  coordonnées  rectan- 
gulaires 

x/=a;cosX-r  ysinX,  y'  = — x  sin  X  -f-  y  cos  X, 
z'=  acosp  -Hysinp,  tf=. —  zsinp  +  wcosp, 

telles  que  les  biplans  A  et  B  soient  respectivement  représentés  par  les 
équations 

^  =  0,  l/'=0 

et 

X  =  xf  cos 9  -I- z1  sin  9  =  0,    Y=y/cos<|/  +  t*'sin<|/  =  0. 

Le  second  biplan  principal  de  R,  étant  perpendiculaire  à  B,  sera  l'intersec- 
tion des  deux  plans 

Z:=—«'sin9-H*/coS9  =  0,    € = — y*  sin  <|»  -+-  a'  cos  «J>  =  0 . 

Cela  posé,  prenons  X,  T,  Z,  U  pour  plans  coordonnés  ;  la  rotation  R 
prendra  sa  forme  canonique 

X,Y  X  +  aY,  —  aX  +  Y 

z,u  z+pu,  —  pz  +  u 


La  munie  suhslitution,  rapportée. m  x  coordonnées  i 
la  forme 

âf  ^+Off  +  bu' 

y-    .-fcC+j'+M 


en  posant  pour  abréger 
(13*) 


a  =  acosçco5i}i  4-Psinçsin^, 

b  =  —  acostpsiniji  +  fisinipcosiji, 

e  =  asinïCOS^  —  [îcosçsin^, 

d^asinçsini)'  +  pcos?cosi|>. 


Enfin  celte  même   substitution,   rapportée  aux  coordonnées  primitives 
x,  y,  z,  u,  sera  de  la  forme 


99.  Posons  maintenant 


x  +a,j  +  «  +  /« 

—  ai  +   y   +  gi  +  hu 

—  ex  —  gy  -t-  s  +  du 

—  fx  —  hy  —  dx  +  u 

les  relations 

-fcsinfeosX  —  ccospsin* 

-Èsinî.  sinp+  ccosïcosp, 
6sinXcosp  +  ccos).  sin? 

p=2A,    a-p  =  25) 

+  — m,       v  +  $  =  n. 

Les  formules  (134j  el  (155)  deviendront 
a  =  Jlocosm  -H  31  cosn, 
6  =  Jbsinm  — Ssinn, 
c=  Jb  sin  m  +  5J  sin  n, 
d:=Jbsinm-3J(osn, 
— e  =  Jb  sin  m  sin  11  +  3J  sin  n  sin  », 
/"=  jb  sin  m  cos  jt  —  5)  sm  n  cos  v: 

A=Jb  sin  m  sin  ?  —  S!  sinnsùi». 
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100.  Considérons  maintenant  diverses  rotations  Rt,  Rs, ...,  R*;  et  soient 

^iA>m<»  n<»P<»  v<>  an  •  ••,  lu  les  valeursdes paramètres  Jk,^> m, n,  f*,v,a,..., 
&  pour  la  substitutions  R<  ;  Jb,  3J,  m,  n,  p,  v,  a, ...,  h  leurs  valeurs  pour  la 
substitution  résultante  R. 

Les  quantités  al9 ...,  At, ...,  a*, ...,  A»  étant  supposées  infiniment  petites, 
on  aura  évidemment,  en  négligeant  les  termes  du  second  ordre, 


R'  =  R1  ...  R*  = 


x 


y  — 


u  — 


~*r  ~*r  ~*r 

xYier+y  +*Yi9r+uYihr 

x  J^e,  —  y  ^gr  +  *  +  u^dr 

X^fr-y^hr-tY^dr  +  U 


(r=l,2,  ..,*). 


On  aura  donc 


(136) 


Jb  cosm  = 


Jb 


sin  m  sin  a 


Jb  sinmcosu  = 


1  1  w« 

-(a  +  d)=  22j(flr~dr)=2j^fCOsmM 

1  1 

-(fc— e)  =  22^r"~er)  =  2^rSinmrSilîaM 

1  4 

g(f +0)=  5 S  (A  +  ^J  =:  2JlorSinmrCOS*''r' 

55  cosn=^(a  —  <f)=  ^S^  —  <M  =  2®rCOsnf' 

1  1  ^** 

(136)     (  35  sin  n  sin  v  =-s(e-f^)  =  -ô2](er  +M=  2^rSin,lrS"lVf' 

1  1  *r\ 

3$  sinncosv  =  -(0  —  f)=  ^^(gr—fr)=  2j^sinWrC<)SVr- 

De  ces  formules  résulte  cette  conséquence  remarquable  que  les  six  para- 
mètres Jb,  m,  jt*,  $,  n,  v  se  partagent  en  deux  groupes,  Jb,  m,  u  et  &,  n,  v, 

de  telle  sorte  que  les  valeurs  des  paramètres  de  chaque  groupe  dans  la 
rotation  résultante  dépendent  exclusivement  des  valeurs  de  ces  mêmes  para- 
mètres dans  les  substitutions  composantes. 

101.  La  loi  de  cette  dépendance  peut  d'ailleurs  se  représenter  géométri- 
quement d'une  manière  fort  simple.  Menons  dans  l'espace  ordinaire,  à  partir 
de  l'origine  des  coordonnées,  une  droite  0Â  de  longueur  Jb,  ayant  l'angle 
p  pour  azimuth  et  l'angle  m  pour  co-latitude.  Menons  de  même  une  autre 

droite  0B  de  longueur  $,  d'azimulh  v  et  de  co-latitude  n.  Le  système  de  ces 
deux  droites  donnera  une  image  géométrique  de  la  rotation  R. 

Cela  posé,  les  équations  (156)  expriment  que  la  droite  0A  a  pour  pro- 
jections sur  ces  trois  axes  coordonnés  la  somme  des  projections  des  droites 
OAj,...,  ÛAjt  relatives  aux  rotations  composantes  Rp  ...,  R*.  De  même  les 
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équations  (137)  expriment  nue  UB  a  pour  projections  la  somme  des  projec- 
tions de  Oit,. .,.,  (tBf.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Pour  obtenir  chacune  des  deux  droites  représcntatines  de  la  résultante 
d'un  nombre  quelconque  de  rotations  concourantes,  il  suffira  de  composer, 
suivant  les  règles  de  la  statique,  les  correspondantes  qui  servent  à  représenter 
les  rotations  composantes. 


Sur  les  polaires  d'une  droite  relativement  mut  courbes  et  aux  surfaces  algé- 
briques; par  M.  Lacueeirk. 
(Séance  du  36  mai  1815) 

I 

1.  Je  m'appuierai,  dans  tout  re  ijiii  suit,  sur  lu  proposition  suivante  : 

Tiièorëhp.  1. —  Étant  données  un  nombre  quelconque  de  courbes  K,  K.'  K",... 
et  un  lieu  G  défini  par  la  condition  qu'il  g  existe  une  relation,  du  reste  arbi- 
traire, entre  tes  directions  d'un  certain  nombre  des  tangentes  que  l'on  peut 
mener  aux  courbes  données  par  un  point  de  ce  lieu  ;  appelons  ll(,  le  lieu  que 
l'on  obtient  en  remplaçant,  dans  la  définition  de  la  courbe  G,  la  courbe  K  par 
les  points  de  contact  des  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  par  un  point  M  du 
plan  :  cela  poté,  la  droite  polaire  du  point  M.  relativement  à  la  courbe  Ç,  se 
confond  avec  la  droite  polaire  du  même  point  relatircmenl  à  la  courbe  C„{'). 

Démonstration.  —  Soient 

(1}  U=(a,t,c,...)  =  0,     U'=(<r\f,C,...|  =  0,... 

les  équations  mixtes  des  courbes  K,  K'.  ...,et  V  {a,b,  ...;  a',  b',. ..}  =  !) 
l'équation  cartésienne  de  la  courue  C  ;  cherchons  d'abord  ce  que  devient 
cette  équation  quand  on  substitue  à  la  courbe  K  les  points  de  contact  des 
tangentes  menées  à  cette  courbe  par  un  point  (x,  y)  du  plan.  Soit 
u  =  ux-\-vy-r-wz  —  (i  l'équation  d'une  droite  quelconque  ;  l'équation  mixte 
de  la  première  polaire  relativement  à  K  est  (F.  B.  iV  5) 

(2)  aU,-»«,  +  "n  =  0, 

n=(av8,7,  ...)  =  0  étant  l'équation  de  la  première  polaire  de  la  droite  de 
l'infini  ;  si  nous  éliminons  ï  et  p  entre  les  équations  (1)  et  (2),  nous  obtien- 
drons l'équation  cartésienne  des  tangentes  menées  à  K  aux  points  de  ren- 
contre de  cette  courbe  avec  la  droite  donnée  ;  si  ensuite,  eu  faisant  pour 
abréger  X=£  —  x,  Y=ïj  — g,  et  en  considérant  \  etn  comme  les  coordon- 
nées courantes,   nous  remplaçons  respectivement  dans  l'équation   ainsi 

C)  J'emploie  ici  les  notations  de  mon  Mémoire  sur  l'application  ilct  finîtes  binaires  à 
la  géométrie  {Journ.  de  Math.,  3-  série,  t.  I). 
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obtenue  m,  v  et  *>  par  j/,  —  V  et  V Y— p%  nous  aurons  l'équation  mixte  des 
points  de  contact  des  tangentes  menées  du  point  (x,y)  à  la  courbe  K. 
Faisant  d'abord  la  substitution  indiquée  dans  l'équation  (2),  il  vient 

et  c'est  entre  cette  équation  et  l'équation  (i)  que  nous  devons  éliminer 
>  et  u  ;  comme  nous  avons  à  déterminer  la  droite  polaire  du  point  (5,  u)  rela- 
tivement à  C0,  j'observe  d'abord  que  l'on  peut  négliger  les  puissances  deX 
et  de  Y  supérieures  à  la  première.  L'équation  mixte  des  points  de  contact 
devient  alors  simplement,  en  supprimant  les  accents, 

(3)  U(X,u.)+n(XY  —  aX)IHX,a)  =  0,  i 

ou  encore 

(a,6,c)  4- l«aY,(n-l)pY  —  a\',(n-2)  7Y-23X, ...]. 

Il  résulte  de  là  que  l'équation  de  la  courbe  C0  s'obtiendra  (en  négligeant 
toujours  les  puissances  de  X  et  de  Y  supérieures  à  la  première)  en  y 
remplaçant  respectivement  a,  b,  c, ...  para-hnaY,  b-\-(n —  1)  j3Y — aX, 
c-+-(n — 2)yY — 2/3X,  ...,  et  en  substituant  aux  lettres  x  et  y  les  lettres  Ç,u 
dans  les  polynômes  a',ft',  ...,a",t", ...,  .... 

Désignant,  pour  un    instant,   les  résultats  de  cette   substitution  par 
À',  B',  ..^  A",B\  ...,  ...,  l'équation  de  la  courbe  Cq  sera 

V,  =  V(a  -h  n*Y, ...;  A',B', ...;  A",B", ...)  =  0, 
et  l'équation  de  la  droite  polaire  du  point  (x,  y)  relativement  a  C0 

«(*MS)-Œ)-* 

les  lettres  Ç  et  ^  étant  de  nouveau  remplacées  par  les  lettres  x  et  y  dans  les 
dérivées  partielles. 
On  a  évidemment 


\1S)  db       l*  dx      "'  +  da'dx  +  -~  + 


dV  da^ 

dar  àx  +* ••' 


ou,  en  vertu  de  formules  que  j'ai  données  dans  le  mémoire  déjà  cité 

(F.  B.N°4), 

AfVA  __  rfV  da      dS  d\  d\  d<t_  rfV  dtf  _ r/V 

\ds)-~da~di  !    dbdx'1'  '"  +da*'dx~*~  '"  +  da"  dx  ~*~   "  "  dx' 

On  démontrerait  de  même  que  (-r1)  =77"  el  (  "5F*)  ==  "rfV 
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La  proposition  est  Jonc  complément  établie. 

Rehaiiul'e.  —  Dans  la  définition  de  la  courbe  Gq,  on  voit  que  la  courbe  K 
a  été  remplacée  par  un  système  de  points;  il  est  clair  que  l'on  pourrait 
faire  de  même  pour  chacune  des  autres  courbes  K',  K",...,  et  même  pour 
toutes  ces  courbes. 

2.  La  piDpoSmOTl  précédente  permet  de  résoudre  dans  un  grand  nombre 
de  cas  intéressants  le  problème  suivant  qui  comprend,  en  particulier,  le 
problème  de  la  construction  de  la  tangente  : 

Étant  donnée  une  courbe,  construire  la  droite  polaire  d'un  point  du  plan 
relativement  it  cette  courbe. 

Ainsi,  la  podaire  d'une  courbe  K  èlanl  !e  lieu  des  points  d'où  l'on  voit 
sous  un  angle  droit  celte  courbe  et  un  point  fixe  P,  on  a  immédiatement  la 
proposition  suivante  : 

Étant  donnée  la  podaire  C  d'un  point  P  relativement  à  une  courbe  K,  la 
polaire  (*}  d'un  point  M  du  pian  relativement  à  la  podaire  est  la  polaire  du 
même  point  relativement  aux  divers  cerrfes  ayant  pour  diamètres  les  droites 
nui  joignent  le  point  P  aux  points  de  contact  des  tangentes  menées  du  point 
M  à  la  courbe  K. 

Scmblublement,  une  spirique  A  étant  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit 
sons  un  angle  donné  a  une  conique  B,  on  peut  énoncer  ce  théorème  : 

La  polaire  d'un  point  M  relativement  à  la  spirique  A  est  la  polaire  de  ce 
même  point  relativement  au.r  deux  cercles  capables  de  l'angle  donné  et  ayant 
pour  corde  commune  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  de  M  à  la  conique  R. 

3.  Les  conséquences  les  plus  importantes  du  théorème  I  sont  contenues 
dans  les  propositions  suivantes  que  j'ai  déjà  données  dans  une  note  Sur 
quelques  propriétés  des  courbes  algébriques  {"}. 

Théorèhk  II.  —  Étant  données  deux  courbes  quelconques  K"  et  K",  de  classe 
respectivement  égale  à  m  et  an,  la  polaire  d'un  point  quelconque  M,  relative- 
ment aux  mn  tangentes  communes  à  ces  courbes,  est  la  polaire  du  même 
point  relativement  aux  mn  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  de  H  à  K™  a«x  points  de  contact  des  tangentes  menées  du  même 
point  à  K\ 

Théorème  III  (corrélatif  du  précèdent).  —  Étant  données  deux  courbes 
quelconques  C"  et  C",  d'ordre  respectivement  égal  à  m  et  à  n,  le  pôle  d'une 
droite  quelconque,  relativement  aux  mn  points  d'intersection  de  ces  courbes, 
est  le  pôle  de  la  même  droite  relativement  aux  mn  points  d'intersection  des 
tangentes  menées  à  C™  aux  points  où  cette  courbe  rencontre  la  droite  avec  tes 
tangentes  menées  à  C"  en  ses  points  de  rencontre  avec  la  droite. 

(')  Ici,  comme  dans  la  suite  de  ectic  note,  j'appelle  simplement  polaire  d'un  point  la 
droite  polaire  de  ce  point. 

[")  Compta  nnthn  de  t'Atad.  do  se.  (mai  I87S). 
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Théorème  IV.  —  La  polaire  d'un  point  quelconque  relativement  à  une  courbe 

n{n — i) 
de  néBW  classe  est  la  polaire  du  même  point  relativement  aux     •  9 — -  droites 

qui  joignent  deux  à  deux  les  points  de  contact  des  tangentes  que  Von  peut 
mener  du  point  à  la  courbe. 

Remarque.  —  Si  la  courbe  a  des  tangentes  d'inflexion  et  des  tangentes 
doubles,  ces  droites  doivent  être  considérées  comme  faisant  partie  de  cette 
courbe,  en  comptant  deux  fois  chaque  tangente  double,  et  trois  fois  chaque 
tangente  d'inflexion. 

Théorème  V  (corrélatif  du  précédent).  —  Le  pôle  d'une  droite  quelconque 
relativement  à  une  courbe  du  ném  ordre  est  le  pôle  de  la  même  droite  relative- 
ment aux  — ^-ô — -  points  d'intersection  des  tangentes  menées  à  la  courbe 

aux  points  où  elle  est  rencontrée  par  la  droite. 

Remarque.  —  Si  la  courbe  a  des  points  doubles  et  des  points  de  rebrous- 
sèment,  ces  points  doivent  être  considérés  comme  faisant  partie  de  cette 
courbe,  en  comptant  deux  fois  chaque  point  double  et  trois  fois  chaque 
point  de  rebroussement. 

II 

4.  Considérons  une  courbe  gauche  quelconque  K  et  une  droite  de  l'espace 
A  ;  par  cette  droite,  menons  un  plan  quelconque  et  prenons  le  pôle  de  la 
droite  relativement  aux  points  d'intersection  du  plan  et  de  la  courbe  ;  lors- 
que le  plan  tourne  autour  de  la  droite,  le  lieu  du  pôle  est  une  droite  que 
j'appellerai  la  polaire  de  A  relativement  à  la  courbe  gauche  et  que  je 
désignerai  par  la  notation  A(K). 

Poncelet  a  donné  de  belles  propriétés  de  ces  polaires  (*)  ;  on  voit  immé- 
diatement, par  exemple,  que  la  polaire  d'une  droite  relativement  à  une 
courbe  gauche  est  la  polaire  de  cette  droite  relativement  aux  tangentes 
menées  à  cette  courbe  aux  points  où  elle  est  coupée  par  un  plan  quelconque 
mené  par  la  droite.  Je  ne  crois  pas  que,  jusqu'ici,  on  ait  indiqué  comment 
on  peut  déterminer  la  polaire  d'une  droite  relativement  à  une  courbe, 
lorsqu'au  lieu  de  donner  cette  courbe  on  la  définit  comme  l'intersection  de 
deux  surfaces.  Je  m'occuperai  simplement  ici  du  cas  où  la  courbe  est  l'in- 
tersection complète  de  deux  surfaces,  les  autres  cas  se  ramenant  évidem- 
ment à  celui-là. 

Du  théorème  III  on  déduit  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Théorème  VI.  —  Une  courbe  gauche  étant  l'intersection  complète  de  deux 

(*)  Propriétés  projeclives  des  figures.  Section  IV.  Poncelet,  au  lieu  du  mot  polaire,  em- 
ploie l'expression  d'axe  des  moyennes  harmoniques. 

m  12 


surfaces  S  et  S',  la  polaire  d'une  droite  relativement  à  cette  courbe  eut  la 
polaire  de  cette  même  droite  relativement  OVX  diverses  droites  d'intersection 
des  plans  menés  tangentiellement  à  S  aux  points  où  celte  surface  rencontre 
la  droite  avec  les  plans  menés  tauyentiellcmeut  à  S'  aux  points  où  la  droite 
coupe  cette  surface. 

5.  Considérons  une  surface  quelconque  ï  et  une  droite  de  l'espace  à;  pnr 
celle  droite  menons  un  plan  quelconque  et  prenons  le  pôle  de  la  droite 
relativement  à  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  et  du  plan  (la  courbe 
étant  considérée  comme  étant  d'une  classe  donnée)  ;  lorsque  le  plan  tourne 
autour  delà  droite,  le  pôle  décrit  une  droite  que  j  appellerai  la  polaire  de  à, 
relativement  à  la  surface  et  que  je  représenterai  par  la  notation  a(ï). 

Cette  polaire  peut  être  évidemment  encore  définie  comme  l'enveloppe 
des  plans  polaires  des  différents  points  de  ^  relativement  aux  cônes  cir- 
conscrits à  ï  et  ayant  ces  points  pour  sommels  (ces  cônes  étant  considérés 
comme  d'un  ordre  donné). 

Par  suite,  si  la  surlace  E  ne  comporte  aucune  singularité  relativement  à 
son  ordre,  c'est-à-dire  n'a  ni  ligne  double  ni  ligne  de  rebroussement,  on 
déduit  immédiatement  du  théorème  V  la  proposition  suivante: 

Théorème  Vli.  —  Si  une  surface  du  n"1'  ardre  n'a  aucune  singularité,  la 
polaire  d'une  droite  relativement  h  cette  surface  est  la  polaire  de  cette  droite 

relativement  aux  - — -  droites  suivant  lesquelles  se  coupent  tes  plans  qui 

touchent  la  surface  aux  jmnts  où  elle  rencontre  la  droite. 

De  même,  si  la  surface  2  ne  comoorte  aucune  singularité  relativement  a 
sa  classe,  le  théorème  IV  donne  la  proposition  suivante  corrélative  de  la 
précédente  : 

Théorème  Vlll.  —  Si  une  surface  de  n*"*  classe  n'a  aucune  singttfarité,  ta 
polaire  d'une  droite  relativement  à  cette  surface  est  la  polaire  de  la  droite 

relativement  aux droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  points  de 

contact  des  plans  tangents  que  l'on  peut  mener  à  la  surface  par  la  droite 
donnée. 

6.  En  particulier,  si  l'on  considère  une  surface  développable  G  ayant 
pour  arête  de  rebroussement  une  courbe  gauche  K  et  un  point  quelconque 
H  de  la  droite  a,  le  plan  polaire  de  M,  relativement  à  l'ensemble  des  plans 
osculateurs  de  la  courbe  qui  passent  par  ce  point,  enveloppe,  quand  le  point 
H  se  déplace  sur  la  droite,  la  polaire  de  celte  droite  relativement  à  G. 

Si  la  développable  G  est  définie  au  moyen  de  deux  surfaces  inscrites  S  et 
S',  on  a  le  théorème  suivant  corrélatif  du  théorème  VI  : 

Théorème  IX.  —  Une  surface  développable  G  étant  ta  développable  complète 
circonscrite  à  deux  surfaces  S  et  S',  la  polaire  d'une  droite  relativement  à 
cette  développable  est  la  polaire  de  cette  droite  relativement  aux  droites  qui 


—  179  — 

joignent  chacun  des  points  de  contact  des  plans  menés  par  la  droite  tangen- 
tiellement  à  S  à  chacun  des  points  de  contact  des  plans  menés  par  la  même 
droite  tangentiellemenl  à  S'. 

7.  En  particulier,  considérons  une  suite  de  surfaces  homofocales  du 
second  ordre  (s)  inscrite  dans  la  développable  isotrope  r. 

Soient  s  et  2'  deux  quelconques  de  ces  surfaces;  d'une  droite  A  on  peut 
leur  mener  quatre  plans  tangents,  les  droites  qui  joignent  les  points  de 
contact  sur  Tune  des  surfaces  avec  les  points  de  contact  sur  l'autre  for- 
ment un  quadrilatère  gauche  Q. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte  que  : 

La  polaire  de  la  droite  A  par  rapport  au  quadrilatère  Q  (*)  est  la  même, 
quelles  que  soient  les  deux  surfaces  homofocales  considérées,  et  se  confond  avec 
la  polaire  de  cette  même  droite  relativement  à  la  développable  isotrope 
circonscrite. 

En  particulier,  si  la  surface  s'  se  réduit  à  l'ombilicale,  la  polaire  de  A  se 
réduit  à  la  polaire  de  cette  droite  relativement  aux  normales  que  Ton  peut 
mener  à  z  aux  deux  points  où  cette  surface  est  touchée  par  les  plans  tan- 
gents qu'on  peut  lui  mener  par  A.  D'où  cette  conséquence  : 

Étant  donné  un  système  de  surfaces  homofocales  du  second  ordre  (i)  et  une 
droite  fixe  A,  si  par  A  on  mené  les  plans  tangents  à  uue  surface  quelconque  i 
du  système  et  si  Von  prend  la  polaire  de  A  relativement  aux  normales  quon 
peut  mener  à  1  aux  deux  points  de  contact,  la  polaire  de  A  relativement  à  ces 
normales  est  la  même  quelle  que  soit  la  surface  du  système  que  Von  considère 
et  elle  se  confond  avec  la  polaire  relativement  à  la  développable  isotrope  cir- 
conscrite au  système  (**) . 
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8.  Les  deux  théorèmes  généraux  Vil  et  VIII  s'appliquent,  avec  quelques 
modifications,  à  toute  surface  donnée,  en  sorte  qu'ils  fournissent  en  réalité 
deux  moyens  distincts  de  construire  la  polaire  d'une  droite  donnée  relati- 
vement à  cette  surface.  11  serait  facile  d'énoncer  à  ce  sujet  les  propositions 
générales,  mais  je  crois  inutile  de  le  faire  et  je  me  contenterai  d'énoncer 
les  résultats  relatifs  à  deux  surfaces  particulières  des  plus  simples. 

(*)  Ce  quadrilatère  Q  jouit  encore  de  plusieurs  autres  propriétés  intéressantes;  ainsi  la 
nomme  de  deux  de  ses  côtés  contigus  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres.  (Mémoire  sur 
l'emploi  des  imaginaires  dans  la  géométrie  de  l'espace,  Nouv.  Ann.  de  Math.,  1872.) 

(*#)  Cette  proposition  s'étend  évidemment  à  un  système  de  surfaces  homofocales  quelcou- 
-ques;  on  peut  la  considérer  comme  l'extension  à  l'espace  de  ce  théorème  que  j'ai  donné 

depuis  longtemps  : 

le  centre  harmonique  d'un  point,  par  rapport  aux  points  de  contact  des  tangenten 
qu'on  peut  mener  de  ce  point  à  une  courbe  de  n*™*  classe,  est  le  centre  harmonique  du 
même  point  relativement  aux  n  foyers  de  la  courbe. 


Considérons,  en  premier  lieu,  une  cubique  gauche  K  el  Indèveloppabledu 
4***  ordre  G  dont  elle  esl  l'arête  de  reb  roussi?  me  ni  ;  soient  A(K)  et  A  (G1  les 
polaires  d'une  même  droite  A  relativement  à  la  courbe  gauche  et  à  la  dêve- 
loppnble(Crr.NMetK°6). 

Si,  d'un  point  quelconque  M  de  la  droite  A,  on  mène  le  cône  contenant 
la  courbe  R,  ce  cône  esl  du  5™P  degré  et  de  hi  l*"" .classe;  il  a  trois  plans 
d'inflexion,  qui  sont  les  plans  osculalcurs  que  l'on  peut  mener  à  K  pur  le 
point  M.  I.e  plan  polaire  de  M  relativement  à  ce  cône  contient  la  polaire 
A(K)  ;  du  théorème  IV  cl  des  considérations  ci-dessus  développées  (N°  6) 
résulte  la  proposition  suivante  : 

Théobèmk  X.  —  ËJi  désignant  par  l  l'ensemble  des  (t  droites  qui  joignent 
deux  à  deux  tes  4  points  de  la  courbe  K,  dont  les  tangentes  s  appuient  sur  A, 
oh  a  la  relation 

2i(f)  =  A(K)  +  5i(G). 

9.  Concevons  maintenant  que,  par  la  droite  A,  on  mène  un  plan  quelcon- 
que; il  coupe  la  surface  G  suivant  une  courbe  du  4™*  ordre  et  de  la  5™  classe 
ayant  pour  point  de  rehaussement  ses  trois  points  de  reb  rousse  ment  sur 
K.  Le  pôle  de  a  relativement  à  celte  courbe  esl  sur  a  (G)  ;  du  théorème  V 
résulte  la  proposition  suivante  : 

Théorème  XI.  —  fin  désignant  par  T  l'ensemble  des  6  droites  suivant  les- 
quelles se  coupent  les  plans  osculateurs  menés  aux  points  de  K,  dont  les  tan- 
gentes s'appuient  sur  A,  on  a 

{aA(T)  =  A(G)  +  3A(K). 

Reuahque.  —  On  déduit  de  là 

4a(C)  =  3a«)~a(T) 
et 

4i(K)=3A(T)-A(i); 

on  voit  que  les  polaires  d'une  droite  relativement  à  K  cl  à  G  sont  déter- 
minées quand  on  connait  les  quatre  tangentes  à  la  courbe  qui  la  rencon- 
trent. Par  suite  : 

Deux  droites  A  et  A',  conjuguées  par  rapport  à  la  cubique  gauche  K  ont 
mêmes  polaires  relativement  à  cette  cubique,  et  relativement  à  la  develop- 
pable  dont  elle  est  l'arête  de  rebroussement. 

Cet  deux  polaires  sont  également  conjuguées  par  rapport  à  la  cubique. 

10.  Considérons  en  second  lieu  une  surface  réglée  S  du  3*°*  ordre  (et  par 
conséquent  de  3"""  classe)  ;  appelons  D  la  directrice  double  de  celte  surface 
cl  b'  la  seconde  directrice  recli  ligue  ;  on  sait  que  tout  plan  passant  par  II' 
est  doublement  tangent  à  la  surface. 
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Cela  posé,  soient  A  une  droite  quelconque  de  l'espace  et  A(S)  sa  polaire 
relativement  à  S  ;  si  Ton  mène  par  A  un  plan  quelconque,  il  coupe  S  sui- 
vant une  courbe  du  3ème  ordre  et  de  la  Aême  classe,  ayant  pour  point  double 
le  point  de  rencontre  de  ce  plan  avec  D.  Du  théorème  IV,  on  déduit  la  pro- 
position suivante  : 

Théorème  XII.  —  En  désignant  par  t  le  triangle  formé  par  les  points  de 
contact  des  plans  tangents  que  Von  peut  mener  à  S  par  la  droite  A,  on  a 

2a(*)  =  A(S)  +  2a(D). 

1 1.  Prenons  maintenant  un  point  quelconque  M  sur  la  droite  A  et  imaginons 
le  cône  circonscrit  à  la  surface  et  ayant  ce  point  pour  sommet  ;  ce  cône  est 
de  la  3ème  classe  et  du  4èrae  ordre,  il  a  pour  plan  double  le  plan  mené  par 
le  point  M  et  par  la  droite  D'. 

Du  théorème  V  résulte  donc  la  proposition  suivante  : 

Théorème  XHL  —  En  désignant  par  T  les  arêtes  du  trièdre  formé  par  les 
plans  menés  tangentiellement  à  S  en  ses  points  de  rencontre  avec  A,  on  a 

2a(T)  =  a(S)+2a(D'). 
Des  deux  relations  précédentes,  on  déduit 

A(T)  +  A(D)  =  A(()-f  A(D'), 

identité  sur  laquelle  je  reviendrai  plus  tard. 
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ETAT  DE  LA  SOCIETE 


AU    31    JANVIER    1 876. 


(Les  initiales  S.  P.  désignent  les  sociétaires  perpétuels.} 

ACIARD  (Marc),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

ALLÉGRBT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  a  Clermont. 

ANDRÉ  (Désiré),  agrégé  de  l'Université,  à  Paris. 

ANTOINE  (Ch.),  ingénieur  de  la  Marine,  à  Brest. 

AOUST  (l'abbé),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille. 

ARON  (Henri),  banquier,  à  Paris. 

BACH,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Nancy. 

BAILLOUD,  inspecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées  en  retraite,  à  Paris. 

BEN0I8T,, docteur  en  droit,  à  Chalon-sur-Saône. 

BERDELLE,  ancien  garde- général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

BERTRAND  (Joseph),  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Paris. 

BEYNAC,  professeur  de  Mathématiques,  à  Paris. 

BIENAYUE  (Alexis),  capitaine  du  Génie,  à  Versailles. 

BIENAYIÉ  (Arthur),  ingénieur  de  la  Marine,  à  Brest. 

BIENAYMÉ  (J.),  membre  de  l'Institut,  à  Paris.  S.  P. 

NSCH0FFS1EIX,  banquier,  a  Paris.  S.  P. 

BLEYNIE  (  Martial  ),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

BONXET  (Ossian),  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

BOUCHÉ  (A.),  ancien  élève  de  l'École  Normale,   directeur    de  l'École  préparatoire 

d'Angers. 
BOUFFET  (M.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Carcassonne. 
BOURGET,  agrégé  de  l'Université,  à  Paris. 
BRÉ1ARD,  architecte,  à  Paris. 

BRIOSCHI,  professeur  à  l'Université  dePavie  (Italie). 
BRISSE  (A.),  ingénieur  en  chef  du  dessèchement  du  lac  Fucino  (Italie). 
BRISSE  (Ch.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 
BROCARD,  capitaine  du  Génie,  à  Alger.  S.  P. 
BRONET,  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  à  Paris. 
CABART  (Maurice),  à  Paris. 
CAHEN,  lieutenant  du  Génie,  à  Versailles. 
CATALAN,  professeur  à  l'Université  de  Liège  (Belgique). 
CHARLON,  directeur  de  la  Confiance,  à  Paris. 
CHASLES,  membre  de  l'Institut,  à  Paris,  S.  P. 
CHEVALLIER,  aide-astronome  à  l'Observatoire,  à  Paris. 
CIYIALE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 


UAUGi,  sous-intendant  île  i"  classe,  à  Versailles. 

(Mm  {Dcn;s),  à  Paris. 

ItLLET,  professeur  .le  Malhéniiiiiiiues  ■rpécialo.  au  lycéi 

COLUlitO*  ;  Éd.1,  ingénieur  des  Pouls  et  Chaussées,  à  Pi 

«OUT.ROISSE  [du),  professeur  à  l'École  Centrale,  a  Paris. 

l.OlBETTK,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 

COffiU  (A.),  professeur  à  l'École  Polvl.clir.nl ne,  a  l*op's. 

tO[Rf;ELLES  (C],  professeur  Je  Mathématiques  spéciales  n  lycée  Sainl-I 

('.ROIlLlEBulS  (  Mortel],  |lilfwmii  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille 

IJ'VMOT,  ingénieur  des  Poilta  et  Chaussées,  a  Mantes. 

BAKUOlA,  p  ru  lusse  u  r  suppléant  u  la  Faculté  des  Sciences,  à  Puris. 

OÏSCHUPS,  bibliothécaire  du  Dépôt  central  de  l'Artillerie,  à  Parte. 

tSSfl  (  L.),  capitaine  d'Artillerie,  à  llourgos. 

MnV(H.),  commandant  du  Génie,  ■  Toulon. 

BOSTOH  (G.),  docteur  es  sciences,  a  Paris. 

OU  KIT  (Paul),  ingénieur  du  Génie  maritime,  nu  Havre. 

WÏIEN,  in|-finii'Lir  civil,  à  Royo  (Senimo). 

■URItODE  (H.),  professeur  à  la  Faculté  dus  Sciences,  a  Rennes. 

FAIMS,  ancien  élève  de  l'École  Polvterh.iique,  à  Nimes. 

ILOHEHUi.  er.pit-.ine  d^Arlillerie.  a  Paris. 

FLïE  SAINTE- ïlSIt  (Ci.  e.piiaino  .l'Artillerie,  à  Paris. 

FOMÈS  (J.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Condom  (Gers). 

FOUAET  (G.),  ancien  élève  de  l'École  fol. technique,  à  Paris. 

Ï1RIEL  (  M.-C.),  professeur  il  l'École  de  Médecine,  U  Paris. 

lil|iTlllF.R-.lLLARS,  imprimeur-libraire,  1  Paris,  S.  P. 

(EKTÏ,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  Il  Oron. 

GEROKO,  professeur  de  Mathématiques,  à  Paris. 

eiROB  (A.),  ingénieur  des  Manu  factures  de  l'Étal,  à  la  Havane  (Cuba) 

Mll'r'tllT     M,  :.  professeur  de  Mathématiques,  a  Paria. 

SemLÈS  (José),  directeur  de  l'Observa  toi  re  de  Bogota  (Colombie). 

IlAhuOISE  (J.),  docteur  es  sciences,  ù  Liège  (Belgique). 

Il  A  Aï,  ingénieur  des  PonU  et  Chaussées,  a  Parts. 

SALPIE*  (G.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris,  S.  P. 

HATOiv  DE  Ll  SOUFILUÈHE,  ingénieur  des  Mines,  ù  Paris,  S.  P. 

HATT(Ph.),  ingénieur  hydrographe,  à  Paris. 

OE\RY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Orléans. 

HÉltU'D  (G.),  ingénieur  hydrographe,  à  Paris. 

IIERVtnV,  capitaine  au  ij'  régiment  d  Artillerie,  à  Vinccunes. 

BERHITE,  membre  de  l'Institut,  à  Paris,  S.  P. 

IIILUM,  professeur  au  lycée  de  Douai. 

OIBST,  directeur  des  études  à  l'École  Navale  de  Greenwich. 

lltrilKAÏT  (J-),  eommandaiil  du  Génie  en  retraite,  â  Paris. 

HUGO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  à  Paris 

IIIVOT  ;K.;,  ingénieur  des  Mines,  à  Paris, 

lACQl'IER  (J.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Bordeaui. 

JANIH.  capitaine  au  i3c  régiment  d'Artillerie,  à  Vineennes. 

JAYARY,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

10RD1IV  (C.),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris,  S.  P. 

lOl'FFRET,  capitaine  d'Artillerie,  professeur  à  l'École  d'application  de  V 

JUI.LY,  chef  d'institution,  à  Paris. 

UNS,  professeur,  à  Milan. 

kŒILIR,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LAFMTAME,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris 

LAÏUKRRg,  répétiteur  U  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

I.AISAXT,  capitaine  du  Génie,  ii  Sidi-Bol-Abbés. 

I.AQIIÈRE.  capitaine  d'Artillerie,  a  Blidafa  (Algérie ':. 


LAliTH,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

LAX,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Vendôme. 

LEFÉRURE  DE  FOIRCY  (R.),  à  Paris. 

LEFFLER  (Dr  Mittag),  professeur  à  l'Université  d'Upsal  (Suède). 

LEHR,  professeur  au  lycée  de  Marseille. 

LEM01NE  (E.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris, 

LEMONNIER,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  k  Paris. 

LESPIAULT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 

LÉVY  (Albert),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LEYT  (Maurice),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

LEZ  (H.),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

LIWHVE,  professeur  à  l'Université  d'Odessa  (Russie). 

LUCAS  (E.),  professeur  au  lycée  de  Moulins, 

HALEYI  (L.),  professeur  au  collège  Stanislas,  à  Paris. 

■ALLOIZEL,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

HANNBE1M  (A.),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris.  $.  P« 

MAREL,  colonel  d'État- major  en  retraite,  à  Hussein-Dey,  près  d'Alger. 

MARGERIE,  sous-directeur  de  l'École  Monge,  à  Paris. 

VARIE  (Maximilien),  répétiteur  a  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

MARSILLY  (général  de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Auxerre. 

MATHIEU,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Nancy. 

MICHELET,  ingénieur  civil,  à  Paris. 

MIGNON  (A.),  capitaine  au  6e  régiment  d'Artillerie,  à  Grenoble. 

MONTIGNY  (G.  de),  lieutenant  du  Génie,  à  Paris. 

MOREL  (A.),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

MOUTARD  (Th.),  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

N1C0LAÏDÈS,  professeur  à  l'Université  d'Athènes  (Grèce). 

OYIMO  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université  de  Turin  (Italie). 

PARMENT1ER  (Th.),  général  de  brigade,  à  Tours. 

PARRAN  (A.),  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

PERCIN  (A.),  capitaine  au  21e  régiment  d'Artillerie,  à  la  Rochelle. 

PERRIER,  capitaine  d'État-major,  membre  du  Bureau  des  Longitudes,  à  Paria 

PERR1N,  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

PHILIPPE,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Paris. 

PHILIPPON,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Paris. 

PICART  (A.),  député  à  l'Assemblée  nationale,  à  Versailles. 

PICQUET  (H.),  capitaine  du  Génie,  à  Paris. 

PIST0YE(L.  de),  capitaine  d'Artillerie,  à  La  Fère. 

PLOCQ  (A.),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Dunkerque. 

POLICNAC  (Camille  de),  à  Paris,  S.  P. 

POUILLOT  (  J.),  professeur  à  l'École  normale  de  Cluny. 

PUISEUX,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

PUTZ  (H.),  lieutenant-colonel  d'Artillerie,  à  Vernon  (Eure). 

RADAD  (R.),  à  Paris. 

RANCY  (de),  sous-directeur  de  V Aigle,  à  Paris. 

REINACH  (baron  de),  banquier,  à  Paris. 

RENAN,  aide-astronome  à  l'Observatoire,  à  Paris. 

RESAL,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

REY,  professeur  à  l'École  du  Génie,  à  Arras. 

RIRAOCOUR,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  &  Draguignan. 

RODET,  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  à  Paris. 

ROLLAND,  membre  de  l'Institut,  à  Paris. 

ROC ART,  ingénieur  civil,  à  Paris. 

ROUf.BÉ  (E.),  professeur  à  l'École  Centrale,  à  Paris. 

ROUSSELIN  (A.),  professeur  au  lycée  de  Douai. 

ROUI  (François),  architecte,  à  Paris. 

SAINTE-CLAIRE  DEYILLE  (Charles),  membre  de  l'Institut,  à  Taris. 


SIIYFE-CUIHE  DEVILLt  (  Henri  ),  un' ir.hr,.  ,!.■  l'huiitci,  u  Paris. 

MIT  Wmin  (A.  de),  professeur  à  lu  Faculté  des  Sciences,  >  Cuen. 

KAIYM.01P,  professeur  à  la  Faculté  des  Science»,  ù  Besaneou. 

StLTEL,  professeur,  à  f.halclleraull. 

lUOn,  professeur,  a  Paris. 

SIHKAI I,  répétiteur  a  l'École  Polytechnique,  ■  Paris. 

SsRTIAGI.  ingénieur  des  Ponts  cl  Chaussées,  a  Senlie. 

Sr.EÔVDORrrER,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  a  Paris. 

SCRlïlNOfF  (Grégoire),  étudiant  a  l'Université  de  Saiiil-Paorshourg  {Russie). 

IUBMi   hganlaai  eu    chef  dus   Travaux    publies,    ii  Luxembourg  (grand-duché  de 

Luxembourg). 
STEPIAN,  directeur  de  l' Observatoire,  il  Marseille. 
STCDPilCK»,  professeur  à  l'Uiiiversilé  de  Prague  (Bohème). 
TANNERÏ,  professeur  suppléant  à  la  Fnaihé  uM  SdflMH,  à  Paris. 
TIKNERV,  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  n  Bordeaux. 
TABBtflHlECH,  «CréBé  de  l'Université,  a  Paris. 
TERRIER,  agrégé  de  l'Université,  à  Paris. 
THKRï,  professeur  au  lycée  de  Douai. 

TISSERAND,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 
TISSOT,  examinateur  d'admission  à  Itfek  M]  HdlldfM,  à  Paris. 
TRESC1  (  É.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Vendôme. 
TÏRPAIÏLT,  à  Paris. 

TI1IQHN,  docteur  As  sciences,  h  la  Chapelle  Saint- Mes  m  in  (Loiret). 
ntMW,  capitaine  d 'État-major,  a  Paris. 

VACOUNT,  professeur  de  Mathématiques  spétisles  au  lycée  Saînt-l.ouis.  à  Purin. 
YilflLLï,  ancien  slù.«  du  VÉcolo  PtflïKwliiiîqua,  à  Paris. 
tlRTÉMn,  professeur  an  lycée  Saint-Louis,  à  Paria. 
VOLlfff  (Jules),  professeur  an  lycée  d'Alger. 
WHJCI,  lieutenant  d'Artillerie,  *  Saint-Omer. 
WITI  (Edouard),  étndiont  à  l'Université  de  Prague  (Bohème). 
IRI  (l>r  Emile),  professeur  a  l'École  Polytechnique  do  Prague  ( Bohème ). 
'- 1,  ingénieur  des  Mines,  à  Pari». 


STATUTS  DE  LA  SOCIÉTÉ. 


Article  premier.  La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  l'a- 
vancement et  la  propagation  des  études  mathématiques  pures  et  appliquées. 
Elle  y  concourt  par  ses  travaux  et  par  la  publication  des  mémoires  de  ses 
membres.  Son  siège  est  à  Paris. 

Art.  2.  Aucune  communication  ou  discussion  ne  peut  avoir  lieu  sur 
des  objets  étrangers  aux  mathématiques. 

Art.  3.  La  Société  se  compose  de  membres  résidents  et  de  membres 
non  résidents. 

Les  Français  et  les  Étrangers  peuvent  également  en  faire  partie. 

Art.  4.  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société 
sont  les  suivantes  :  i°  être  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé 
une  demande  signée;  a°  obtenir  à  l'une  des  séances  suivantes  les  suffrages 
de  la  majorité  des  membres  présents. 

Art.  5.  Le  nombre  des  membres  résidents  et  non  résidents  est  illimité. 

Art.  6.  L'administration  de  la  Société  est  confiée  à  un  conseil  composé  : 

i°  Des  membres  du  bureau; 

2°  De  douze  autres  membres  résidents  de  la  Société  désignés  par  Pélec- 
tion; 

3°  De  quatre  membres  non  résidents  désignés  par  l'élection  ;  ils  auront 
voix  délibéra tive  dans  le  conseil  lors  de  leur  présence  à  Paris. 

Art.  7.  Le  conseil  est  présidé  par  le  président  de  la  Société. 

Art.  8.  Le  bureau  est  composé  de  : 

i  président  ; 

4  vice-présidents; 

2  secrétaires; 

9.  vice-secrétaires; 

i  trésorier  ; 

i  archiviste. 

A  ht.  9.  Le  président  est  élu  pour  un  an. 


-  iO  - 

Les  vice-présidents  sont  nommés  pour  deux  ans. 

Deux  d'entre  eux  sont  remplaces  chaque  année. 

Les  secrétaires  et  les  vice-secrétaires  sont  élus  pour  deux  ans. 

Le  trésorier  et  l'archiviste  pour  trois  ans. 

Art.  10.  Le  président  n'est  pas  rééligible  immédiatement  dans  les  mêmes 
fonctions. 

Art.  11.  Parmi  les  douze  membres  du  conseil  qui  résident  à  Paris  et 
qui  ne  font  pas  partie  du  bureau,  quatre  sont  remplacés  chaque  année  à 
tour  de  rôle. 

Art.  12.  Tous  les  membres  de  la  Société  sont  appelés  à  participer  à 
l'élection  du  président,  soit  directement,  soit  par  correspondance. 

Art.  13.  Les  autres  membres  du  bureau  et  les  membres  du  conseil 
sont  élus  à  la  majorité  absolue  des  membres  présents. 

Art.  14.  Les  ressources  de  la  Société  se  composent  :  i°  de  la  cotisation 
annuelle  des  membres  résidents  et  non  résidents,  et  dont  le  montant  est 
fixé  par  le  règlement  administratif  de  la  Société;  2°  du  revenu  du  capital 
formé  par  les  droits  d'admission,  les  souscriptions  perpétuelles,  le  produit 
de  la  vente  des  ouvrages  édites  par  la  Société  et  les  dons  qu'elle  pourra 
recevoir. 

Art.  15.  La  Société  règle  annuellement  le  budget  de  ses  dépenses. 

Dans  la  première  séance  de  chaque  année,  le  compte  détaillé  des  recettes 
et  dépenses  de  l'année  révolue  sera  soumis  à  l'approbation  de  la  Société  ;  ce 
compte  rendu  sera  publié  dans  le  Bulletin. 


RÈGLEMENT   ADMINISTRATIF. 


CHAPITRE  PREMIER. 

CONDITIONS    D'ADMISSION. 

1.  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société  sont  : 
i°  D'être  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé  une  demande 

signée  ; 

2°  D'obtenir,  à  Tune  des  séances  suivantes,  les  suffrages  de  la  majorité 

des  membres  présents  (art.  4  des  statuts). 
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2.  Le  diplôme  délivré  est  signé  par  le  président,  l'un  des  secrétaires  et 
le  trésorier,  et  porte  le  sceau  de  la  Société. 

Le  trésorier  remet  le  diplôme  après  l'acquittement  du  droit  d'admission 
montant  à  i  o  francs,  et  de  la  cotisation  annuelle. 


CHAPITRE  IL 

TRAVAUX     ET     PUBLICATIONS     DE    LA    SOCIETE. 

Tenue  des  séances. 

3.  La  Société  tient  ses  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois  ;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances  :  août,  septembre  et  octobre. 

4.  La  première  séance  de  janvier  est  consacrée  spécialement  aux  élections 
pour  le  remplacement  des  membres  sortants  du  bureau  et  du  conseil. 

5.  Le  tableau  des  jours  de  réunion  est  imprimé  sur  une  carte  adressée 
aux  membres  résidant  à  Paris. 

Elle  sera  également  envoyée  aux  membres  non  résidents  sur  leur  de- 
mande personnelle. 

Les  membres  sont  convoqués  à  domicile  pour  les  séances  extraordi- 
naires. 

6.  Pour  assister  à  la  séance,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doi- 
vent être  introduites,  chaque  fois,  par  un  de  ses  membres. 

7.  La  présence  du  président  ou  d'un  vice-président,  assisté  d'un  des 
secrétaires  ou  vice-secrétaires,  suffit  pour  constituer  le  bureau  à  chaque 
séance. 

8.  En  cas  d'absence  du  président  ou  des  vice-présidents,  le  trésorier,  ou 
à  son  défaut  l'archiviste,  occupe  le  fauteuil. 

En  cas  d'absence  de  tous  les  membres  du  bureau,  les  fonctions  de  pré* 
sident  sont  remplies  par  le  plus  âgé  des  membres  du  conseil  présents  à  la 
séance. 

En  cas  d'absence  des  secrétaires  et  vice-secrétaires,  le  président  du  jour 
désigne  un  des  membres  du  conseil  pour  en  remplir  les  fonctions. 

9.  Les  procès-verbaux  des  séances  sont  rédigés  dans  l'intervalle  d'une 
séance  à  l'autre. 

Chaque  séance  commence  par  la  lecture  du  procès- verbal  de  la  séance 
précédente  et  de  l'ordre  du  jour. 

10.  Les  communications  faites  par  les  membres  de  la  Société  ont  lieu 
dans  l'ordre  de  leur  inscription  ;  les  communications  des  personnes  étran- 
gères à  la  Société  ont  lieu  après  celles  des  membres,  sauf  les  cas  d'urgence 
qui  seront  appréciés  par  le  bureau. 


v.l.ti'lrin 


Les  membres  qui  amont  fuit  des  communications  verbales  ou 
aux  discussions  devront  remettre  des  notes  an  secrétaire  pour  la 
du  procès- verbal. 

11.  Dans  les  séances  ordinaires,  ou  ne  jieut  traiter  aucune  question  rela- 
tive à  l'administration,  à  moins  d'une  demande  du  conseil. 

12.  Toutes  les  obier  valions  relative*  à  l'administration  sont  adressées 
par  écrit  au  président,  qui  en  réfère  au  conseil,  à  sa  plus  prochaine  réunion 

Hlilletin. 

13.  La  Société,  préciccu|)ée  des  avantages  qu'elle  peut  offrir  à  tous  ses 
membres,  a  décidé  que  le  recueil  intitulé  :  Bulletin  de  ta  .Société  mathém-i- 
tique,  qui  rend  compte  des  mémoires  présentés  à  la  Société,  sera  distribue 
gratuitement  à  tous  les  membres  résidents  ou  non  résidents. 

H.  Les  conventions  stipulées  entre  le  conseil  de  la  Société  et  les  éditeurs 
chargés  de  la  publication  du  Bulletin  devront  être  soumises  à  l'approba- 
tion de  la  Société. 


Réimpression  des  ouvrages  anciens  et  publication 
origtmiu.r. 

15.  La  Société,  voulant  concourir  aux  progrès   des  mathématiques  par 
s  les  moyens  compatibles  avec  son  mode  d'orgar, 


moyens  de  publier  «iccess 

sera  possible  ou  utile  de  le  faire,  des  oeuvn 

franç.iis  ou  étrangers. 

La  Société  se  réserve  la  faculté  de  publie: 
étendus  pour  paraître  dans  le  Bulletin. 

10.  Les  publications  émanant  de  la 


inière  aussi  complète  qu'il 
des  anciens  mathématiciens 


déliv 
résidants. 


à  prix  réduit  à  tous  les  membres  de  la  Société  résidents  o 


CHAPITRE  III. 


17.  Chaque  élection  a  lieu  au  scrutin  secret,  sur  un  seul  bulletin  et,  s'il 
est  nécessaire,  au  moyen  de  deux  tours,  dont  le  second  est  de  ballottage. 
Dans  le  cas  d'égalité  de  voix,  le  plus  âgé  l'emporte. 

18.  L'élection  du  président  seule  donne  lieu  au  vote  de  tous  les  membres 
résidents  ou  non  résidents.  Tout  membre  qui  ne  peut  assister  à 
électorale  est  invité  à  envoyer  au  secrétaire,  avant  la  premien 
janvier,  son  suffrage  individuel  dans  un  bulletin  cacheté  et  en 
une  lettre  signée  de  lui. 
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Ce  bulletin  ne  peut  être  ouvert  qu'au  moment  du  dépouillement  du 
scrutin. 

19.  Les  secrétaires  ou,  a  leur  défaut,  les  vice- secrétaires  rédigent  les 
procès-verbaux  des  séances  de  la  Société  et  des  séances  du  conseil. 

20.  Une  commission  d'impression,  composée  des  secrétaires  et  de  quatre 
membres  nommés  par  le  conseil,  dirige  la  publication  du  Bulletin  et  l'im- 
pression des  mémoires  et  communications. 

21.  Sous  la  direction  du  président,  les  secrétaires  sont  chargés  de  la 
correspondance  pour  ce  qui  concerne  les  travaux  et  les  affaires  de  la 
Société  autres  que  les  affaires  de  finances  :  ils  convoquent  la  Société, 
le  conseil  et  les  commissions  quand  il  y  a  lieu,  et  préparent  les  ordres 
du  jour. 

22.  La  Société  forme  une  bibliothèque  et  échange  ses  publications 
contre  les  journaux  et  les  recueils  consacrés  aux  mathématiques  pures  et 
appliquées,  publiés  en  France  et  à  l'étranger. 

23.  L'archiviste  est  chargé  de  la  garde  des  archives  de  la  Société;  il  en 
dresse  un  inventaire. 

Il  a  sous  sa  direction  la  bibliothèque  ;  il  dresse  le  catalogue  des  livres  et 
brochures  imprimés,  et  tient  un  registre  des  manuscrits  envoyés. 
Enfin,  il  a  sous  sa  garde  tous  les  documents  appartenant  à  la  Société. 

24.  Le  trésorier  est  chargé  du  recouvrement  des  sommes  dues  à  la 
Société. 

25.  Il  tient  un  registre  des  recettes  et  dépenses,  que  tous  les  membres 
ont  le  droit  de  consulter* 

26.  Le  trésorier  ne  peut  faire  aucun  emploi  extraordinaire  des  fonds  de 
la  Société  sans  une  délibération  spéciale  du  conseil. 

Conseil  et  commissions, 

27.  Le  président  convoque  le  conseil  toutes  les  fois  que  les  affaires  de 
la  Société  le  réclament. 

28.  U  suffit  d'une  demande  motivée,  signée  par  cinq  membres  du  conseil 
et  adressée  au  président,  pour  qu'une  convocation  du  conseil  soit  obli- 
gatoire. 

29.  À  chaque  séance  du  conseil,  les  noms  des  membres  présents  sont 
consignés  au  procès-verbal. 

30.  Il  faut  au  moins  sept  membres  présents  pour  prendre  des  décisions 
en  conseil. 

31.  Sur  la  proposition  de  cinq  membres,  le  vote  peut  avoir  lieu  au 
scrutin  secret. 

32.  Sur  la  demande  de  cinq  membres,  il  peut  être  fait  appel  à  la  Société 


des  décisions  qui  n'auraient  pas  été  prises  aux  data  tiers  des  vois 
du  conseil. 

33.  Les  procès -verbaux  îles  séances  du  conseil  doivent  être  transcrits 
sur  un  registre  coté  et  parafe  par  le  secrétaire;  ils  doivent  être  signés  par  le 
président  et  te  secrétaire  qui  a  tenu  la  plume;  les  renvois  doivent  être 
parafes  et  les  mots  raves  approuvés. 

34.  Le  conseil  se  réunit  dans  la  dernière  quinzaine  de  décembre  pour 
examiner  l'état  des  affaires  de  la  Société1,  nommer  la  commission  de 
comptabilité  chargée  de  vérifier  la  gestion  du  trésorier,  et  la  commission 
des  archives  chargée  de  vérifier  celle  de  l'archiviste. 

35.  Ces  deux  commissions  ne  peuvent  être  compost**  de  moins  de  trois 
membres;  elles  font  leur  rapport  dans  la  première  séance  de  janvier. 

36-  Le  conseil  désigne  annuellement,  à  la  même  époque,  les  membres 
qui,  adjoints  aux  deux  secrétaires,  composent  la  commission  permanente 
d'impression  pour  la  publication  du  Bulletin  et  l'insertion  des  notes  et 
mémoires  des  membres  de  la  Société. 

Cette  commission  veille  à  ce  qu'il  ne  s'introduise  dans  les  publications 
rien  d'étranger  à  la  Science. 

87.  Les  membres  élus  de  la  commission  d'impression  sont  nommés  pour 
trois  ans. 

Les  membres  de  la  commission  d'impression  peuvent  être  pris  indistinc- 
tement dans  ta  Société  ou  dans  le  conseil. 


CHAPITRE  IV. 

PSOfRlÉTIS,      REVENUS      ET      DfiUSRÏS      DE      LA      SOCIÉTÉ. 

38.  Les  versements  des  membres  résidents  et  non  résidents  se  com- 
posent : 

i°  Du  droit  d'admission,  montant  à  io  francs; 
3°  De  la  cotisation  annuelle. 

39.  Pour  les  membres  résidents,  cette  cotisation  annuelle  s'élève  à 
20  francs,  payables  d'avance,  et,  pour  les  membres  non  résidents. 
à  i5  francs,  également  payables  d'avance. 

Sont  considérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leurs  oc- 
cupations habituelles,  ou  y  exercent  habituellement  leurs  fonctions. 

40.  Les  nouveaux  membres  devront  paver  la  totalité  de  la  cotisation. 
quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 

41.  Les  publieations  ne  seront  adressées  qu'après  le  versement  de  la 
cotisation  annuelle. 

42.  Tout   membre  qui   n'aura  pas  acquitté  la  cotisation  d'une  année 
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sera,  après  avertissement  préalable  du  trésorier,  considéré  comme  démis- 
sionnaire. 

43.  La  cotisation  annuelle  peut,  au  choix  de  chaque  membre,  être 
remplacée  par  une  somme  de  3oo  francs  une  fois  payée. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

44.  Les  dons  faits  à  la  Société  sont  inscrits  au  Bulletin  des  séances  avec 
le  nom  des  donateurs. 

45.  Les  dépenses  sont  divisées  en  ordinaires  et  extraordinaires. 

Les  dépenses  ordinaires  se  composent  de  frais  de  bureau  et  d'im- 
primés, ports  de  lettres,  frais  d'entretien,  loyer  du  local,  appointements 
des  employés  et  frais  d'impression  du  Bulletin.  Le  chiffre  des  dépenses 
ordinaires  ne  peut  excéder  les  —  des  ressources  annuelles. 

Les  dépenses  extraordinaires  sont  votées  par  la  Société  sur  la  proposition 
du  conseil. 

46*  La  Société  ne  s'engage  jamais  dans  aucune  dépense  excédant  son 
avoir. 

CHAPITRE  V. 

REVISION    DES    STATUTS    CONSTITUTIFS    OU    DU     RÈGLEMENT 

ADMINISTRATIF. 

47.  Toute  proposition  de  révision  des  statuts  constitutifs  ou  du  règle- 
ment administratif  ne  pourra  être  prise  en  considération  que  si  elle  esl 
signée  collectivement  par  vingt  membres. 

48.  Le  président  fera,  dans  ce  cas,  procédera  un  scrutin  pour  la  nomi- 
nation d'une  commission  de  révision,  qui  sera  composée  de  quatre  membres 
du  conseil  et  de  trois  membres  pris  en  dehors. 

49.  La  discussion  du  projet  exigera  la  présence  de  la  moitié  plus  un  des 
membres  résidant  à  Paris. 

Tous  les  membres  sont  convoqués  par  lettres  spéciales. 

50.  Si  le  nombre  ci-dessus  n'est  pas  atteint,  la  discussion  aura  lieu  dans 
la  séance  suivante,  quel  que  soit  le  nombre  des  membres  présents. 
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SOCIETE  MATHEMATIQUE  DE  FRANCE. 


MEMOIRES   ET   COMMUNICATIONS. 


De  la  répartition  des  nombres  entre  les  diviseurs  de  ç  (M),  lorsque 
M  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  impair,  ou  le  double 
d'une  telle  puissance;  par  M.  L.  Sancery. 

(Séance  du  ai  juillet  1875.) 

Il  n'y  a,  ce  me  semble,  aucun  auteur  qui,  traitant  des  racines 
primitives,  expose  la  théorie  de  la  répartition  des  nombres  entre  les 
divers  diviseurs  de  <f(M),  lorsque  M  est  un  nombre  de  la  forme  ps 
ou  2/?v,  pétant  un  nombre  premier  impair.  Pourtant  cette  théorie 
ne  relève  que  d'un  théorème  unique,  théorème  simple  et  fort  géné- 
ral, qui  comprend,  comme  cas  particulier,  tout  ce  que  Ton  ren- 
contre dans  les  ouvrages  relativement  aux  racines  primitives  selon 
les  modules  //  ou  2^v,  et  même  ce  théorème-ci,  dû  à  M.  Arndt,  et 
inséré  au  Journal  de  Crelle,  t.  31,  p.  260,  année  1846  <  «  Quando 
g  ad  exponentem  p —  1  pertinet  sec.  mod.  p  (quo  facto  g  radia' 
primitiva  est),  ad  unum  horum  pertinere  débet  p  —  1,  (p  —  i)p, 
[p  —  i)/A  ...j  [p —  i)p*~~\  sec.  mod.  p".  »  Or  cette  répartition  des 
nombres  entre  les  divers  diviseurs  de  s  (M)  n'est  pas  sans  jeter 
quelque  clarté  sur  la  théorie  de  l'équation  binôme  x'n  =  a  -f-  DÏL  (M), 
M  ayant  Tune  des  trois  formes  p,  />v,  ip*.  C'est  ainsi  que,  entre 
autres  choses,  elle  permet  d'arriver  aux  deux  théorèmes  suivants, 
dans  les  énoncés  desquels  //  représente  l'exposant  auquel  appar- 

IV.  7. 


tient  a  suivant  le  module  Al:  A  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  m  et  — — '-•.  at  le  produit  des  puissances  qui  se  trouvent 

dans  A  des  facteurs  premiers  communs  à  A  et  »,  en  sorte  que 
A  —  A,  A,  j  i,3,i  d*j,(î^,  ...,  A,  les  diviseurs  de  A,  et  A"  un  quel- 
conque d'entre  eux. 

Théorème  I.  —  L'équation  af  —  a-i-VK.  (M)  possède 
<p(»A,)       ?(wA,d,)       gj/iA,?,)  _       y(nA,A,) 

solutions  prises  respectivement  parmi  les  nombres  qui,  suivant  le 
module  M,  appartiennent  aux  exposants 


Ces  différents  groupes  de  racines  fournissent  le  résidu  a  par  des 
puissances  de  degrés  inférieurs  à  met  égaux  respectivement  à 

*A„    aA,<î„     œi.ffj,     ...,    aA,Ai, 

ce  ayant  dans  cliaque  cas  une  valeur  particulière  qu'on  peut  obte- 
nir directement  par  la  résolution  (Tune  congruence  du  premier 

degré. 

Théorème  II.  —  Quand  on  connaît  un  nombre  appartenant  à 
l'exposant  n  A,  A",  on  peut  déterminer  A,  A"  solutions  de  l'équa- 
tion proposée. 

Abordant  la  théorie  en  question,  je  commencerai  par  énoncer  et 
démontrer  ce  théorème  ; 

Tuéorème.  —  Dans  la  suite  des  nombres  entiers  donnés  par  la 
formule  a-i-px,  où  a  est  un  entier  inférieur  au  nombre  pre- 
mier p,  appartenant  suivant  le  module  p  à  l'exposant  0,  on  trouve 
autant  de  nombres  A  que  l'on  veut,  tels  que  A' —  i  soit  divisible 
par  une  puissance  donnée  de  p,  p'*',  et  ne  le  soit  pas  par  la  puis- 
sance immédiatement  supérieure;  ces  nombres  ont  pour  expres- 
sion générale 

a  -4-pz,  +p's, 4- p*s,  +  ...  +  p';,  +  />'*'?,+,  +  p'+'Z, 

;,,  3„  .  . .,  n,,  -,+,  étant  des  nombres  fixes  moindres  que  f,  qui. 


~» 
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lorsqu'ils  ne  sont  pas  nuls,  peuvent  toujours  être  déterminés  suc- 
cessivement par  la  résolution  de  congruences  du  premier  degré, 
?*+i  ayant  les  p  —  i  valeurs  différentes  de  zt+i  prises  dans  la 
suite  o,  1,2,  ...,/?  —  i ,  et  Z  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Soit  p1+l*  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  a* —  i .  Considé- 
rons le  nombre  a  H-  pl^xz^  z  étant  un  nombre  entier  non  divisible 
par  /?,  on  aura 

[a  4-/>,+^)*—  i  =  «*—  i  -+-  Ou^p^z  4-  '  ""'/  rt0-»/>5+*zs-f-. . . , 
ou,  en  posant  a* —  i  =  /^"^Q, 

* 

(i)  (a  -+-  p^z)*—  i  =/>'+i*Q  -h  Oa^p^z  -+-  3lL/is-"\ 

Si  X  est  moindre  que  fx,  tous  les  termes  du  second  membre  étant 
divisibles  par  /?1+\  et  le  deuxième  terme  n'admettant  pas  pour 
diviseur  une  puissance  de  p  supérieure  à  p,+\  l'expression 
(a  -f-p1"*"**)* —  i  est  exactement  divisible  par  p,+x  et  non  par  une 
puissance  plus  élevée.  II  résulte  de  là  que  les  nombres  compris 
dans  les  formules 

a  +  pzf    a-+-p*z9    a  +  p*z,     . ..,    a+p*z 

rendent  la  fonction  X9 —  i  divisible  respectivement  par 

P*    p\    p\     •-..    JP% 

et  non  par  une  puissance  plus  élevée.  Comme  z  est  un  nombre 
premier  avec  p,  on  peut  le  représenter  par  Ç-t-pZ,  Ç  étant  Vun 
des  nombres  i,  2,  3,  ...,p  —  i ,  et  Z  un  entier  quelconque.  Les 
formules  ci-dessus  deviennent  alors 

«  4- />Ç -+-/>*  Z,   «-h/j'Ç+^Z,  a+p^+p'Z,    ...,  «4-/>»1Ç4-/>H-i4Z. 

Si  X  est  égal  à  p,  tous  les  termes  du  second  membre  de  l'identité  (i) 
sont  divisibles  par  y?1*11,  et  l'on  a 

[a  +  p%+*z)%  —  i  =  ^l+«1(Q  4-  Ba*-Xz  4-3^/>,+>fc). 

Si  le  nombre  Q  4-  Qa%~xz  n'est  pas  divisible  par  p,  p1"4"*  est  la  plus 
haute  puissance  de  p  qui  divise  (a  +  /;l+1l^), —  i;  mais,  si  ce 
nombre  est  divisible  par  p,  il  n'en  est  plus  ainsi.  Soit  donc  zx  la 

2. 


valeur  de  z  moindre  que  p  qui 

(a)  Q+fl, 

et  £,  un  quelconque  des  nombi, 

les  nombres  compris  dans  la  formule 


rendront  X' —  i  divisible  par 
élevée.  Au  contraire,  la  formul 


salisfai 

[R  la 

congrue 

on 

i'-'5  = 

3ïl/>, 

rcs  o,  1 
rmulc 

,  a, ... 

,/»  —  > 

j  dillëi 

•eut  de  zu 

■*&■?! 

>"-*Z 

r***  et 

non  par  uni: 

puissance  plus 

a  +p,+*t,  4-/»"^Z 

donnera  des  nombres  rendant  X* —  i  divisible  par  une  puissance  de 
p  supérieure  à  j»,+l\ 

SI  X  est  supérieur  à  u,  on  pourra  écrire  l'identité  (  i  ) 

(a + p'*1*?—  i=p<+*[Q  ■+■  Stf-'p^s ■*- DXLp-*+). 

On  voit  alors  que  le  premier  membre  n'admettra  pas  pour  divi- 
seur nne  puissance  de  p  supérieure  à  p1**",  d'ailleurs  les  nombres 
a-\-px+xz  sont  actuellement  compris  parmi  ceux  qui  ont  pour 
expression  «-f-pi+l'fi  H- p,+l,Z  et  correspondent  au  cas  où  £1=  o. 
L'hypothèse  1  >  u  ne  donne  donc  rien  de  particulier. 

Considérons  actuellement  les  nombres  compris  dans  la  formule 


z,  étant  la  valeur  fournie  par  la  congruence  (a).  On  aura,  en  posant 

(3)     j    "^ '"'  *=,  +  '''*'*  ='  ""' 

Tant  que  X  sera  inférieur  à  f/,  la  plus  haute  puissance  de  p  qui 
divise  le  premier  membre  de  cette  identité  sera  égale  à  p1"1"1**1,  et 
par  conséquent  les  nombres  compris  dans  les  formules 

a  +  p***t.  +  P***z,  (H-//-**  :,-t- /)>-■' = ft  +  p'**;,  +  p'****'z, 

ou  bien  dans  celles-ci,  obtenues  en  remplaçant,  comme  plus  haut. 
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spar£-f-/;Z, 

a  -4-  py  +*  z ,  -4-  /^  S  -4-  7^  Z, 

> 

a  -4-  />■-»"'*,  -4-  />«+W  ç  -4-  p«+w' Z, 

rendront  la  fonction  Xe —  i  respectivement  divisible  par 

Si  X  est  égal  à  ju,',  l'identité  (3)  peut  s'écrire 

(a  -4-  p»^ 3,  -f-  ifi+*+*> z  )•  —  i 

=  ^+i»+^[Q'+  8 (a  h-  pi+tz^z  -4-  Dll*/?"-^']. 

Alors  on  voit  que  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  divise  le  pre- 
mier membre  est  égale  à  pf-*-*+v'  lorsque  (£-h  0(«  +  pi+^zlY"iz 
n'est  pas  divisible  par  7?,  mais  que,  quand  p  divise  cette  quantité, 
le  premier  membre  admet  pour  diviseur  une  puissance  de  p  supé- 
rieure à  p****'*'.  Soit  donc  z%  la  valeur  de  z  moindre  que  p  qui  satis- 
fait à  la  congruence 

(4)  Q'  4-  6 (a  -*-  pl+*zt)*-1  z  =  DlLpt 

et  £t  un  quelconque  des  nombres  o9  1 ,  2,  .  .  • ,  7?  —  1  différent  de  s,, 
les  nombres  compris  dans  la  formule 

a  -4-  px+*zx  -h  /?+*+*'  Ç,  -4-  pP+v*+'Z 

rendront  Xe —  1  divisible  par  p14"11"11*'  et  non  par  une  puissance  plus 
élevée.  Au  contraire,  la  formule 

«4-^,+  p«W  z%  4-  i?****9-  Z 

donnera  des  nombres  rendant  Xe  —  1  divisible  par  une  puissance 
de  p  supérieure  à  p?"****-'. 

Si  1  est  supérieur  à  p',  l'identité  (3)  devient 

(a  -h  p'**zx  ^ p^+kz)*  —  1 

=  7,'-^/ [Q'  4-  0  („  -f-  /*'+***,)•-■  *W  -f-  OU  ji»+w' ] ; 

la  plus  haute  puissance  de  77  qui  divise  le  premier  membre  est 
donc  égale  à  jj'-hW-  d'ailleurs  les  nombres  «H-7>1,f113|-r-/>f+M"As 


sotil  ac  Lu  l'Ile  mont   compris   parmi  ceux  (jui 

ii+pi'iLzt-i-p*+v+*'Çt-l-l>*-WZ    et    correspoi 

£»  =  o;  l'hypothèse  X  j>u' n'apprend  donc  rien  de  nouveau. 

On  pourrait  considérer  de  même  les  nombres  compris  dans  la 
formule 

a  ■+■  p'+*  z,  h-  f?****'  z,  -+-  pt+w'-^z, 

et  refaire  les  raisonnements  précédents.  Ces  raisonnements  peu- 
vent donc  être  reproduits  indéfiniment;  par  conséquent  on  peut 
trouver  parmi  les  valeurs  de  a  -\- px  autant  de  nombres  truc  l'on 
voudra,  rendant  la  fonction  X* — i  divisible  par  une  puissance 
quelconque  de  p,  p1*1-,  et  non  par  la  suivante,  et  obtenir  l'expres- 
sion générale  de  ces  nombres  par  la  résolution  de  congruenecs  du 
premier  degré. 

Si  l'on  suppose  ft  =  f*'  =  . .  .  =  o,  on  trouve  que  les  nombres 
rendant  la  fonction  X' — i  uniquement  divisible  par  p  sont  donné* 
parla  formule 

a-r-pÇ,  4-^'Z, 

que  ceux  qui  rendent  X' —  i  divisible  par  p*  et  non  par  p*  sont 
compris  dans  la  formule 

a  -t-  p  z,  ■+■  p'  Ç,  +  p*Z, 

cl  qu'en  général  les  nombres  rendant  X'  —  i  divisible  par  /»1+'  et 
non  par  p***  ont  pour  expression 

«i-t-nz,  4-  p,zl  +  p'z,  +. .  .-t-«'z, -*-/»""'£,+,  -I-  p+1'l, 

su  st,  z„  . . . ,  z„  z^t  étant  des  nombres  fixes  moindres  que  p, 
que  l'on  peut  toujours  déterminer  successivement  par  la  résolution 
de  congruences  du  premier  degré  a  une  inconnue,  £,+,  ayant  les 
p —  i  valeurs  différentes  de  z1+,  prises  dans  la  suite  o,  i,  a,  . . ., 
p  —  i ,  et  Z  étant  un  nombre  entier  quelconque.  La  formule  de  tous 
les  nombres  rendant  X* —  i  divisible  par  p'"  est 

a  +pz,  -»-/>' s,  +  . . .-*-//  ï!  -t-  p'*''/.. 

Il  est  à  remarquer  que  les  deux  expressions  précédentes  renfer- 
ment comme  cas  particuliers  toutes  celles  que  nous  avons  anté- 
rieurement établies,  pourvu,  ce  qui  n'avait  pas  lieu  précédemment, 
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qu'on  admette  que  £j,  sf,  . ..,  zt+x  puissent  être  des  quantités 
nulles. 

Applications .  —  I.  Le  nombre  i  appartient  à  l'exposant  i,  et  la 
fonction  X1 —  i ,  devenant  nulle  pour  X  =  i ,  0  =  i ,  est  divisible  par 
une  puissance  quelconque  de  p  \  le  nombre  fx  peut  donc  être  regardé 
comme  infini,  et  par  suite 


i-+-/>Ç-f-p'Z,     i+p'Z+pzt     i -+-/>»£  H- />4Z, 


•  •  •  » 


représentent  les  nombres  qui,  appartenant  à  l'exposant  i,  rendent 
X  —  i  divisible  respectivement  par  /?,  />*,  /?*,  . . . ,  et  non  par  les 
puissances  immédiatement  supérieures. 

IL  Le  nombre  p  —  i  appartient  à  l'exposant  a  suivant  le  mo- 
dule p,  car  {p  —  i)1 — i  =  p(p —  a);  de  plus  il  est  le  seul  nombre 
moindre  que  p  qui  appartienne  à  cet  exposant.  On  peut  donc  obte- 
nir immédiatement  les  formules  des  nombres  qui,  appartenant  à 
l'exposant  2,  rendent  la  fonction  Xf — 1  uniquement  divisible  par 
p,  p% , /?*,  ....  Ainsi  les  nombres  —  1  -|-  />£  H-  p*Z  rendent  Xf  —  1 
divisible  par  p  et  non  par  p% ,  et  les  nombres  —  1 -f-  p%  Ç  -f-  p%  Z  ren- 
dent X*  —  1  divisible  par  p%  et  non  par  ps,  .... 

Je  vais  montrer  maintenant  que,  lorsqu'on  prend  pour  module 
une  puissance  p*  d'un  nombre  premier  p,  la  suite  des  nombres  pre- 
miers avec  le  module  peut  être  distribuée  en  autant  de  classes  qu'il 
y  a  de  diviseurs  pour  <p(/?v),  les  nombres  d'une  classe  appartenant  à 
un  même  exposant  diviseur  de  <p(/?v). 

Théorème  fondamental.  —  Un  nombre  À  appartenant  à  V ex- 
posant 0,  suivant  le  module  premier  impair  p,  appartient,  suivant 
le  module  p%  à  l'exposant  0,  si  la  plus  haute  puissance  de  p  qui 
divise  À*  —  1  est  égale  ou  supérieure  à  pv,  et,  lorsque  cette  plus 
haute  puissance  est  inférieure  àp*^  en  la  désignant  par  pf%  le  nom- 
bre A  appartient  à  l'exposant  Op*""**. 

I.  Soit  a  un  des  nombres  moindres  que  p  appartenant  à  l'expo- 
sant 0,  suivant  le  module  p,  tous  les  nombres  congrus  à  a  donnés 
par  la  formule  A  =  a~\-px  appartiennent  au  même  exposant  et 
satisfont  à  la  relation  Af=r  [a  -H  px)*=  1  -f-  3Hp.  De  plus,  les  puis- 
sances de  A  ayant  pour  exposant  un  multiple  de  0  sont  les  seules 
qui,  divisées  par  p,  donnent  le  résidu  1 .  Si  maintenant,  suivant 
le  module  //,  le  nombre  A  appartient   à  l'exposant  I,  on  aura 


A'=  i  -h  Oit/»",   et,  par  conséquent,  aussi  A'  =  i  -t-  3K./; 
suit  que  C  est  égal  à  9  ou  à  un  de  ses  multiples. 

II.  Désignons  par  p*  la  plus  haute  puissance  de  ji,  qui  divise 
A* — 1,  en  sorte  que  A' —  i  =  Q/'",  Q  n'étant  pas  divisible  par  p. 

i"  Soit  fi  >  v.  11  est  clair  que  A  appartient  à  l'exposant  0  suivant 
le  module  /)",  puisque  A',  divisé  par  j)',  donne  le  résidu  i>  et  que 
toute  puissance  de  A,  d'un  depré  inférieur  à  8,  diminuée  d'une  unité, 
n'étant  pas  divisible  par  p,  ne  peut  l'être  par  p*.  Ainsi  la  première 
partie  du  théorème  se  trouve  démontrée. 

3°  Soit  J*0-  Sï  l'on  élève  les  deux  membres  de  l'égalité 
A'=  i  +  Q//.i  la  puîssanee  ),  il  vient 

A^a+^)t=i  +  ^^+^Q'f-'+^7"'tii'i|"J,Q'f»+..., 

d'où 

A^-i^fïQ  +  oii^;, 

Par  là  on  voit  que,  sï  À  ne  renferme  en  (acteur  aucune  puissance 
de  />,  la  quantité  Atl  —  t  ne  peut  être  divisible  par  une  puissance 
de  p  supérieure  à  la  fi1'"10.  Donc  A1'—  t  ne  sera  divisible  par/i'  que 
si).  =  î.,pp,  >.,  étant  premier  avec  p.  Si  l'on  remplace  ï  par  cette 
valeur,  le  développement  précédent  devient 

tyj!!tj].J>;ti^+.... 

Or  on  peut  reconnaître  que  tous  les  termes,  à  partir  du  troisième 
inclusivement,  sont  divisibles  par/>(+*".  Prenons,  en  efiet,  l'un  de 
ces  termes 


Xp'(hpl—  i);>„/if~  a!.  .  ,fk,pi- 
i.i..  3.  ..A 

t  écrivons-le  comme  il  suit  : 


>  Q*y* 
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dont  les  deux  termes  renferment  le  même  nombre  de  facteurs  for- 
més de  nombres  entiers  consécutifs,  se  réduit,  comme  on  le  sait,  à 
un  nombre  entier.  Il  suit  de  là,  puisque  les  coefficients  binomiaux 

sont  aussi  entiers,  que,  lorsque  h  est  premier  avec  p,  -y—  doit  être 

un  nombre  entier.  Le  terme  considéré  est  donc  divisible  par  pe+As*, 
et,  par  conséquent,  par  pp+,îl,  puisque  A>  a. 

Lorsque  h  n'est  pas  premier  avec  /?,  mais  est  égal  à  Ihp'i  on  ne 
voit  pas  aussi  aisément  que  le  terme  considéré  soit  divisible  par 
p****\  mais,  si  on  l'écrit  de  la  manière  suivante  : 


i .?,. . .  (A  —  1)  /ii  ^     /> 

on  reconnaît  encore,  Aj  étant  premier  avec  p,  que 


.    (A,;j*—  i)(X,pg—  ?.-. .  .(X,/J?  —  A  -hi )  j_ 

i .  2. . .(  A  —  i)  A, 

est  un  nombre  entier.  Par  conséquent,  pour  que  ce  terme  soit  divi- 
sible par  />e+,%  il  suffit  que 

m 

soit  entier.  Or  il  en  sera  toujours  ainsi,  si  la  condition 

est  d'elle-même  vérifiée.  On  voit  immédiatement,^?  étant  un  nombre 
premier  impair  et  s  un  entier  quelconque,  que  la  condition 

//—  2>5, 

qui  revient  à  log/>> — — '  ,  est  satisfaite.   En  effet,  les 

S  "T"  2  S 

deux  rapports 

log   s  -4-  2  ;        5-4-2 


5 


diminuent  quand  5  augmente,  et  sont  moindres  que  — — > 


i  -ha 


;  donc - est  égal  ou  inférieur  n  logo;  d  ailleurs  log/> 


—  âfi  — 

est  égal  i'jii  supérieur  à  log3  :  donc  la  co 

,diti„n 

p'  —  a  >  s 

est  toujours  vérifiée.  On  en  déduit  suece 

ssivement 

htp — 2>i,     ^{h,^ 

-»)>i 

et  ce  dernier  résultat  constitue  justement  l'inégalité  qu'il  importait 
d'établir;  par  conséquent,  tous  les  termes  du  développement  ci- 
dessus  sont,  à  partir  du  troisième  inclusivement,  divisibles  par 
p»**.  Il  en  résulte  que  l'on  a 

A'Vf  —  i  —  pi++  (J,  Q  -t-  3K.p*)  ; 

cette  égalité  montre  que  A'*,p! —  i  n'est  divisible  par  p'  que  sous  la 
condition 


Par  conséquent,  en  prenant  lt=  i,  p  +  f*  =  v  ou  p=v  —  fi,  on 
aura  dans  9 />""■*  l'exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  A  qui, 
divisée  par/»",  donne  le  résidu  i,et  A  appartient  à  l'exposant  Qp~~*. 
La  seconde  partie  du  théorème  est  donc  démontrée. 

Corollaire  I.  —  Les  nombres  fournis  par  la  formule  a  -+-  px, 
a  étant  moindre  que  p  et  appartenant  à  l'exposant  B  suivant  le 
module  p,  appartiennent,  suivant  le  module  p*,  aux  divers  expo- 
sants 


e,   $p,   ep',    ....   op—'. 

Un  nombre  appartient 

à  l'exposant  0         lorsque  p  >  v, 

Op  »  /*  =  »-!, 

»  Op'  »        u~v  —  a, 

H  éci  proq  ueme  n  (, 

Si  un  nombre  appartient,  suivant  le  module  /»",  à  un  expo- 
sant 0p',  i  n'étant  pas  nul,  ce  nombre  rend  la  fonction  X1  —  i  divi- 
slble  par  p""',  cl  non  par  une  puissance  plus  élevée. 
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Corollaire  II.  —  Puisque  un  diviseur  quelconque  de  y(p*)  est 
de  la  forme  6p*,  0  étant  l'un  des  diviseurs  de  p —  i,  l'unité  et 
p  —  i  compris,  et  a  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  depuis 
zéro  jusqu'à  v  —  i  inclusivement,  il  existe  des  nombres  apparte- 
nant à  un  diviseur  quelconque  de  <f  (p*)  pris  pour  exposant. 

.  Corollaire  III.  —  Un  nombre  À  appartient  à  l'exposant 
p*~l(p —  i)>  c'est-à-dire  est  racine  primitive  pour  le  module  p*, 
quand  il  est  racine  primitive  pour  le  module  p^  et  qu'en  outre* 
À**""1 —  i  nest  divisible  que  par  la  première  puissance  de  p. 

Corollaire  IV.  —  On  peut,  en  se  servant  de  la  formule  donnée- 
par  le  premier  théorème,  répartir  entre  les  diviseurs  fl,  Op,  0/>%  . . . , 
0p"~~l  les  nombres  appartenant,  suivant  le  module  p,  à  l'expo^ 
sont  0. 

En  effet,  cette  formule,  donnant  les  nombres  qui  rendent  Xe —  i 
divisible  par  p**1  et  non  par  p'4"*,  fournit  par  cela  même  les  nom- 
bres appartenant  à  l'exposant  Op*-'-1;  mais,  pour  opérer  la  réparti- 
tion, il  sera  plus  simple  dans  la  pratique  de  procéder  par  exclu- 
sion. Il  faudra  prendre  les  nombres  a,  £,  e,  .  • . ,  moindres  que  pr 
appartenant  à  l'exposant  0  pour  le  module  p,  former  les  suites  des 
nombres  moindres  que  p*  qui  leur  sont  congrus  suivant  le  même- 
module,  puis  chercher  pour  chaque  suite  les  nombres  qui  rendent, 
la  fonction  Xe  —  i  divisible  par  p*  et  les  supprimer  :  tous  les  nom- 
bres restants  appartiendront  à  l'exposant  0/?v~~1;  chercher  dans  les, 
suites  des  nombres  rendant  Xe  —  i  divisible  par  p1  ceux  pour  les- 
quels cette  fonction  est  divisible  par  p*,  et  les  supprimer  :  tous  les 
nombres  restants  appartiendront  à  l'exposant  0pv~%  et  ainsi  de 
suite. 

Remarque  I.  —  On  peut  reconnaître  que  ce  corollaire  renferme 
comme  cas  particulier  la  proposition  donnée  par  M.  Lebesgue  dans 
le  Journal  de  Liouville,  ire  série,  t.  XIX,  p.  334,  année  i854* 

Remarque  II.  —  Les  applications  ci-dessus  I  et  II  donnent  les 
nombres  appartenant  aux  exposants 

i,       />,       />',     ...,       /;v-; 

2,       ip,       ip29       ...,       2/>v-'. 

Corollaire  V.  —  Il  existe,  suivant  le  module  //,  ^(0/>v~')  nom-* 
bres  appartenant  à  l'exposant  0//"1 . 


Eu  plïel .  les  nombres  appui-tenant  à  l'exposant  8p'  '  sont  fournit 
par  la  formule 

a  -+-  pz,  +  p'z,  +  . .  .-\-  p'-'zt-,  -*- p'ïi-t-  p,J"7.; 

or,  pour  une  valeur  donnée  de  a  ei  une  de  Jj,  cette  expression  four- 
nit u*-^1  valeurs  tniiindies  que  p\  puisque  Z  peut  prendre  les  va- 
leurs o,  i,  a,  ...,/»'*'  —  i;  par  conséquent,  en  tenant  compte  des 
iy(tf)  valeurs  de  a  et  des  p  —  i  valeurs  de  £,-,  l'expression  précé- 
dente donne  tp(Q)(p — i)p"~'~i  valeurs  moindres  que  p"  apparte- 
nant à  l'exposant  ffp"-';  mais  ^{6){p —  i) />*-'-'  =  9 (Sp*~")  :  la  pro- 
position est  donc  établie. 

En  particulier,  il  existe  q[{p —  t)p*~'l  ou  9- y(p')  nombres  ap- 
partenant à  l'exposant  {p  —  i)p"~li  c'est-à-dire  <j.y(/>")  racines 
primitives  pour  le  module  //". 

On  passe  des  résultats  obtenus  pour  le  module  p"  à  ceux  qui  sont 
propres  au  module  a/>'  à  l'aide  du  théorème  suivant  : 

Théorème  .  — ■  Tout  nombre  impair  qui  appartient,  selon  te  mo- 
dule p*y  à  l'exposant  $,,  appartient  au  même  exposant  suivant  le 
module  ap'. 

Nous  observerons  d'abord  que  les  nombres  premiers  avec  le  mo- 
dule np"  se  trouvent  dans  la  suite  des  nombres  impairs,  puisque 
l'égalité  y{2/)v)  =  (p(//)  montre  que  les  diviseurs  de  <f(py)  sont 
ceux  de  Cf  (a/t*).  Cela  posé,  soit  A  un  nombre  impair  appartenant» 
l'exposant  (5,,  suivant  le  module  />",  on  aura  A"1 — 1  =3IL/»',  et, 
puisque  A1' — 1  est  pair,  on  a  aussi  A*' —  1  =  3K,np\  Ainsi  A  ne 
peut,  suivant  le  module  2/1",  appartenirà  un  exposant  supérieur  à 
S,.  Si  maintenant,  suivant  le  module  2/»\  A  appartenait  à  un  expo- 
sant fft,  moindre  que  6,,  011  aurait  A1'" —  1  =3IL2/>",  et  par  consé- 
quent A'i — i  =  3R,/>*,  ce  qui  n'est  pas.  Le  nombre  A  appartient 
donc  au  même  exposant  selon  les  deux  modules. 

Corollaire  I.  —  Jl  existe  (tes  nombres  appartenant,  suivant  te 
module  7. p" ^  à  tous  las  diviseurs  de  9  (a/t'}. 

ConoLLAini:  II.  —  La  totalité  des  nombres  appartenant,  suivant 
le  module  9./>",  à  l'exposant  8 p"~\  est  égale  à  0(28 p"~'}. 

Encfl'et,  si  l'on  veut  avoir  la  totalité  des  nombres  impairs  moin- 
dres que  a/)',  appartenant  à  l'exposant  8p*~\  il  suint  d'observer  que, 
si  a,  h,  c,   ...  sont  des   nombres  moindres  que  p'  appartenant  :i 
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l'exposant  0/>vl,  suivant  le  module  p\  les  nombres  appartenant  au 
même  exposant  et  moindres  que  2//  sont 

a,     b9     c,     . . . ,     a -h  p\     6+  p%     c  -h  p\ 


•    •   • 


Or,  p1  étant  impair,  les  deux  nombres  #,  a-\-p*  sont  de  parités 
différentes  ;  par  conséquent  il  n'y  en  a  qu'un  des  deux  qui  appar- 
tienne, selon  le  module  2p\  à  l'exposant  9(0/^')^  la  suite  précé- 
dente offre  donc  autant  de  nombres  appartenant  à  l'exposant  Qp*~l, 
pour  le  module  2/>v,  qu'il  y  en  a  dans  la  première  suite  #,  £,  c,  ..., 
c'est-à-dire  cp(0^>v  *),  ou  bien  cj>(20pv~').  En  particulier,  il  existe 
ç.  9(a/>v)  racines  primitives  pour  le  module  ip*. 


Sur  la  conservation  du  genre  des  courbes  algébriques  dans  les 
transformations  uniformes;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  ier  décembre  1875.) 

1.  C'est  dans  le  Calcul  intégral  que  la  notion  du  genre  des 
courbes  algébriques  a  pris  naissance.  Par  cette  voie,  il  est  immé- 
diatement visible  que  le  genre  se  conserve  dans  les  transformations 
uniformes.  Pour  introduire  dans  la  Géométrie  cette  notion  nou- 
velle, il  fallait  connaître  l'expression  analytique  du  genre.  Cette 
question  était  résolue  dans  des  cas  particuliers,  notamment  dans 
celui  où  la  courbe  considérée  ne  contient  que  des  singularités  or- 
dinaires. J'en  ai  donné  la  solution  générale  suivante  : 

Soient  p  le  genre,  m  le  degré,  c  la  classe  drune  courbe  algé- 
brique, N  la  somme  des  ordres  de  multiplicité  de  tous  ses  points 
singuliers,  et  T  le  nombre  total  des  systèmes  circulaires  formés 
par  les  brandies  de  la  courbe  en  ses  points  singuliers.  Ces  éléments 
satisfont  à  la  relation 

(1)  *[p  —  i)  =  c  —  a/n  +  N-TC). 

Le  nombre  p,  défini  par  cette  relation,  se  conserve  dans  les  trans- 


(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXVIII.  p.  i833,  et 
t.  LXXX,  p.  C38. 


formations  uniformes.  C'est  ce  que  nous  apprend  le  Calcul  intégral. 
H  est  naturel  de  désirer  une  démonstration  directe  de  celte  propo- 
sition. On  en  possède  déjà  plusieurs  pour  le  cas  particulier  déjà 
cité,  où  la  courbe  considérée  ne  contient  que  des  singularités  ordi- 
naires (').  On  peut  passer  de  là  au  cas  général,  comme  je  l'ai  déjà 
montré,  en  employant  diverses  transformations  uniformes  particu- 
lières, qui  changent  une  courbe  quelconque  en  une  autre  n'offrant 
que  des  singularités  ordinaires;  mais  ces  détours  peuvent  être  évi- 
tés ;  l'objet  de  ce  petit  Mémoire  est  de  présenter  une  démonstration 
directe  de  la  proposition  suivante  :  L' expression  qui  figure  au  se- 
cond membre  de  l'équation  (i)  a  la  me'me  valeur  pour  deux 
courbes  quelconques  se  correspondant  point  par  point  (*). 

2.  Il  est  nécessaire  de  donner  quelques  explications  prélimi- 
naires au  sujet  des  systèmes  circulaires.  Soient  O  l'origine  des  coor- 
données (x,  y),  un  point  singulier  d'une  courbe  plane  algébrique  S, 
et  k  l'ordre  de  multiplicité  de  ce  point.  Pour  une  valeur  infiniment 
petite  de  x,  h  valeurs  de  y  sont  infiniment  petites.  On  sait  que 
ces  h  valeurs  se  répartissent  en  systèmes  circulaires  {*),  c'est-à-dire 
en  des  groupes  tels  que  les  n  valeurs,  comprises  dans  l'un  quel- 
conque d'entre  eus,  forment  une  seule  et  même  fonction  synec- 

tique  de  x".  Or  on  prouve  aisément  que  cette  répartition  ne  dépend 
pas  des  axes  de  coordonnées,  pourvu  toutefois  que  l'axe  des  y  ne 
soit  pas  une  tangente  de  S  au  point  O.  On  a  donc  ainsi  une  réparti- 
lion  des  branches  de  S,  au  point  O,  en  des  groupes  bien  définis,  que 
j'appelle  systèmes  circulaires  de  branches.  Le  nombre  n  est  ['ordre 
de  multiplicité,  le  point  O  est  Y  origine  d'un  tel  système  circu- 
laire. 

Soit f(t)  une  fonction  synectique  pour  les  petites  valeurs  de  f, 
et  ne  s'évanouissant  pas  avec  cctlc  variable;  soient  n  et  >•  des  en- 
tiers positifs.  Les  équations 

M  *=i",  >•=<■/(') 

('  )  Cleuslh  et  GOWUN,  Fouet,  ai,;  Zectbem,  Complet  rendus  de  l'Académie  du 
Sciencet. 

(')  Au  congrès  de  l'Association  française,  j'ai  donné  celle  année,  du  mime  théo- 
rème, une  autre  démonstration,  fondée  sur  dei  considération»  géométrique*. 

/)  Puisriï,  Journal  de  Mathématique! ;  i85o. 
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définissent,  de  la  manière  la  plus  générale,^  comme  fonction  sy- 

t 
nec tique  de  .r",  s'évanouissant  avec  x.  Pour  chaque  valeur  de  x, 

cette  fonction  a  un  nombre  de  valeurs  égal  à  n  ou  à  un  diviseur 
de  n.  Donc,  sous  les  conditions  que  y  ait  précisément  n  valeurs  et 
que  r  ne  soit  pas  inférieur  à  n  (pour  que  l'axe  des  y  ne  soit  pas  la 
tangente),  les  équations  (2)  définissent,  de  la  manière  la  plus  géné- 
rale, un  système  circulaire  de  branches  dont  l'ordre  de  multipli- 
cité est  7t,  et  dont  l'origine  est  le  point  O.  Si  r  est  supérieur  à  /i,  la 
tangente  est  l'axe  des  x.  Pour  que  les  axes  soient  quelconques,  on 
doit  supposer  r  =  n.  Si  la  fonction^,  définie  par  (2),  a  moins 
de  n  valeurs,  les  équations  (2)  définissent,  en  supposant  toujours 
r  =  n,  un  système  circulaire  dont  Tordre  de  multiplicité  est  égal  au 
nombre  de  ces  valeurs. 

Au  lieu  des  équations  (2),  considérons  celles-ci  : 

(3)  *=i»<p(/)f    jr  =  i*$[i), 

n  étant  toujours  un  entier  positif,  et  cp  et  ^  des  fonctions  de  même 
définition  que/1  On  démontre  aisément  que  l'élimination  de  t  entre 
les  équations  (3)  conduit  à 

jr  =  xe[x"), 

où  0  est  encore  une  fonction  de  même  définition  que/.  C'est  préci- 
sément la  forme  du  résultat  auquel  conduit  l'élimination  de  t  entre 
les  équations  (2),  où  l'on  suppose  r  =  /z.  Ainsi,  de  même  que  les 
équations  (a),  les  équations  (3)  définissent,  sans  plus  de  généralité, 
un  système  circulaire  de  branches  dont  l'origine  est  en  O,  et  dont 
l'ordre  de  multiplicité  est  n  ou  un  diviseur  de  n. 

3.  Soit  S  une  courbe  contenant  le  système  circulaire  de  branches 
représenté  par  les  équations  (  2).  Je  suppose  que  l'ordre  de  multi- 
plicité de  ce  système  circulaire  soit  effectivement  n.  Je  désigne 
abréviativementle  système  circulaire  par  (S).  Soit  maintenant  2  une 
seconde  courbe,  qui  soit  une  transformée  rationnelle  de  S.  Si  x,y 
sont  les  coordonnées  d'un  point  a  de  S,  les  coordonnées  £,  m  du 
point  correspondant  a  de  S  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,jr. 
Si  donc  a  est  infiniment  voisin  de  O,  et  sur  une  branche  de  (S), 
les  coordonnées  de  a  sont  des  fonctions  synectiques  de  £,  sauf  au  cas 


où  elles  seraient  infinies.  J'écarte  en  ras  en  employant,  au  besoin. 
une  transformation  liomograpbiquc.  Les  coordonnées  de  a.  tendent 
doue,  pour  (  infiniment  petit,  vers  des  limites  finies  et  déterminées 
d'une  seule  manière.  Donc,  en  premier  lieu,  au  point  O,  considéré 
sur  S  comme  limite  des  points  du  système  circulaire  (S),  corres- 
pond un  seul  point  Q.  sur  S.  Supposant  alors  Q  origine  des  coor- 
données £,  r,,  j'aî,  pour  les  valeurs  des  coordonnées  de  a,  des 
expressions  telles  que 

(4)  £  =  i"ï>(<]T    n  =  fW{t), 

où  0  el  y  sont  des  (onctions  de  même  définition  f\uvf,  et  où  g  est 
un  entier  positif.  Comme  on  l'a  vu  au  n°  2,  les  équations  (^)  défi- 
nissent un  système  circulaire  de  branches  (£),  dont  l'ordre  de  mul- 
tiplicité est  <j  ou  un  diviseur  de  a.  Si  v  est  l'ordre  de  multiplicité 
de  (S),  (7  est  ainsi  un  multiple  entier  de  v.  Donc  : 

Théobeme  I.  —  Soient  Sefï  deux  courbes  planes  algébrû/ues 
dont  la  seconde  soit  une  transformée  rationnelle  de  la  première  ; 

i°  A  un  système  circulaire  de  branches  (S)  de  la  première  cor- 
respond un  seul  système  circulaire  de  brandies  (S)  de  la  seconde. 

a"  Soient  n  et  v  les  ordres  respectifs  de  multiplicité  des  sys- 
tèmes circulaires  correspondants  (S),  (S};'V  un  point  placé  sur  (S) 
à  distance  infiniment  petite  d'ordre  n  de  l'origine  de  (S),  corres- 
pond sur  (S)  un  point  dont  la  distance  à  l'origine  de  (L)  est  un 
multiple  entier  de  v. 

Il  est  visible  que  le  nombre  entier  -  est  égal   au  nombre  des 

points  n  de  (S)  qui  correspondent  à  un  point  x  de  (2).  Si  donc  on 
suppose  maintenant  que  la  courbe  S  soit,  à  son  tour,  une  transfor- 
mée rationnelle  de  2,  t'est-à-dire  que  les  courbes  S  et  S  se  corres- 
pondent point  par  point,  a  est  égal  à  v.  On  a  donc  cette  nouvelle 
proposition  : 

Théorème  II.  —  Soient  S  et  S  deux  courbes  algébriques  se  cor- 
respondant point  par  point,  et  n  et  v  les  ordres  de  multiplicité 
respectifs  de  deux  systèmes  circulaires  correspondants  (S),  (£)  : 
à  un  point  placé  sur  (S)  à  distance  infiniment  petite  d'ordre  n  de 
l'origine  de  S  correspond  un  point  de  (X)  à  distance  infiniment 
petite  d'ordre  v  de  l'origine  de  ÇL). 


-  33  - 

4.  Le  théorème  II  est  le  point  essentiel  de  cette  théorie.  Je 
n'aurai  recours  dans  ce  qui  va  suivre  à  aucun  autre  résultat  nou- 
veau. Toutefois,  avant  d'arriver  à  l'objet  même  de  ce  travail,  je 
crois  utile  de  rappeler  brièvement  un  procédé  pour  déterminer 
l'ordre  de  multiplicité  d'un  système  de  solutions  de  deux  équa- 
tions à  deux  inconnues.  Ce* procédé  a  pour  point  de  départ  la  pro- 
position suivante  : 

Soit  F  (x,  y)  =  o  l'équation  sous  forme  entière  d'une  courbe 
algébrique  plane.  Le  nombre  des  intersections  de  cette  courbe  et 
d 'une  autre  courbe  S,  du  même  plan,  confondues  en  un  point  O, 
est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  quantités  infiniment  petites 
F(x, y),  quand  on  suppose  le  point  (oc, y)  placé  successivement  à 
distance  infiniment  petite  du  premier  ordre  de  O,  sur  les  diverses 
branches  de  S. 

Je  suppose  que,  au  point  O,  la  courbe  S  comprenne  divers  sys- 
tèmes circulaires  (S),  (S'),  ....  Soit  h  la  somme  des  ordres  des 
quantités  infiniment  petites  F{x,y),  quand  on  suppose  le  point 
[oc^y)  placé  successivement  à  distance  infiniment  petite  du  pre- 
mier ordre  de  O,  sur  les  diverses  branches  de  (S).  Soit  de  même 
A7 le  nombre  analogue  pour  (S'),  ....  Le  nombre  des  intersections 
des  deux  courbes  en  O  est  h  -f-  h!  -f- ... . 

Soit  maintenant  n  l'ordre  de  multiplicité  de  (S),  que  je  suppose 
défini  par  les  équations  (2).  Pour  calculer  l'élément  de  A,  relatif 
à  une  quelconque  des  branches  de  (S),  on  substituera  dans 
F(x,  y)  les  valeurs  de  x  et  y,  données  par  (2),  en  supposant  t 

infiniment  petit  de  l'ordre  -  •  Par  suite  h  se  compose  de  n  élé- 
ments égaux.  Donc  h  est  égal  à  l'ordre  d'infiniment  petit  auquel 
appartient  F  (  x,  y  )  quand  on  suppose  t  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre.  En  d'autres  termes,  h  est  égal  à  l'exposant  de  t  au 
premier  terme  de  F  (a:,  y),  ordonné  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  £,  après  substitution  à  x  et  y  des  valeurs  (2).  C'est  ce 
qu'on  peut  exprimer  brièvement  en  disant  que  : 

Le  nombre  des  intersections  d'un  système  circulaire  (S)  avec 

une  courbe  F(x,y)  =0,  qui  passe  à  l'origine  O  de  ce  système 

circulaire,  est  égala  l'ordre  d' infiniment  petit  auquel  appartient 

le  polynôme  entier  F(x,y),  quand  on  y  suppose  le  point  (x,y) 

iv.  3 


placé  sur  une  branche  de  (S)  à  une  distance  de  l'origine  de  (S) 
dont  l'ordre  infinitésimal  est  égal  à  l'ordre  de  multiplicité  de  (S). 

5.  J'arrive,  ces  préliminaires  établis,  à  mon  objet  principal. 
.T'emploie  des  coordonnées  homogènes.  Soît  S(x,  yf  z)  =  o l'équa- 
tion d'une  courbe  algébrique.  Soient,  «n  outre,  u,  l>,  tv  trois  fonc- 
tions entières  et  homogènes  dex,  y,  z.  Par  les  équations 

(5)  1  =  1=1' 

je  définis,  de  la  manière  la  plus  générale,  une  transformée  ration- 
nelle S  de  la  courbe  S.  A  chaque  point  a{x,j,  z)  de  S  correspond 
un  seul  point  a.  (£,»J,Ç)  de  2.  La  réciproque,  pour  des  valeurs  par- 
ticulières de  u,  i;  w,  peut  n'être  pas  exacte  :  à  chaque  point  a  il 
peut  se  faire  qu'il  corresponde  plusieurs  points  a.  J'en  désignerai 
par  k  le  nombre.  Si  A  est  égal  à  l'unité,  les  deux  courbes  S  et  S  se 
correspondent  point  par  point,  ou  la  transformation  (5)  est,  pour 
les  deux  courbes,  une  transformation  uniforme.  Sans  troubler  la 
généralité,  on  peut  supposer  les  trois  fonctions  u,  v,  w  du  même 
degré;  car  celte  supposition  sera  toujours  réalisée  au  moyen  d'un 
changement  de  coordonnées.  Je  désignerai  parc  le  degré  de  u,  i',  w, 
et  par  m  celui  de  5. 

Je  cherche  d'abord  le  degré  u.  de  2.  Les  points  a,  tels  que  leurs 
correspondants  a  soient  sur  une  droite  arbitrairement  donnée,  sont 
les  intersections  de  S  avec  la  courbe 

(C)  F(#,  y,  z)  =  au  H-  bv  4-  civ  =  o, 

où  a,  b,  c  sont  des  constantes  arbitraires.  Le  nombre  des  solutions 
est  mq  ;  mais  il  faut  en  défalquer,  comme  étrangères,  celles  qui  ne 
dépendent  pas  des  constantes  arbitraires  :  ces  solutions  répondent 
aux  points  dont  les  coordonnées  font  évanouir  à  la  fois  u,  v,  w. 
Soit  O  un  de  ces  points  ;  soit  n  l'ordre  de  multiplicité  d'un  des  sys- 
tèmes circulaires  (  S  )  formés  par  les  branches  de  S  en  O  ;  plaçons 
le  point  a  sur  une  branche  de  {S)  à  distance  infiniment  petite 
d'ordre  n  de  O.  Soit  h  l'ordre  d'infiniment  petit  auquel  appartient 
alors  F[x,y,  z).  Soit  S/i  la  somme  des  nombres  analogues  pour 
tous  les  systèmes  circulaires  de  branches  de  S  aux  divers  points 
dont  les  coordonnées  font  évanouir  à  la  fois  u,  v,  w.  D'après  le 


—\ 
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n°  4,  le  nombre  total  des  intersections  des  courbes  S  et  F,  réunies 
.en  ces  points,  est  SA.  Le  nombre  des  solutions  non  étrangères  est 
donc  mq  —  SA.  Mais,  à  chacun  des  points  a,  situés  sur  la  droite 
considérée,  et  dont  le  nombre  est  f*,  correspondent  k  points  a  dont 
les  coordonnées  font  évanouir  F  ;  donc 


(7) 


kp  =  mq  —  2A. 


6.  Je  vais  maintenant  calculer  la  classe  de  la  courbe  2.  En  em- 
ployant des  majuscules  pour  les  coordonnées  courantes ,  j'ai,  pour 
la  tangente  de  2  en  un  point  ce,  l'équation 


(8) 


A  = 


X 

u 

du 

Y 

C 

dv 

Z 

w 

dw 

=  0. 


Sous  forme  explicitement  entière,  cette  équation  se  change,  par 
un  calcul  facile,  en  la  suivante  : 


(9) 


B  = 


où,  suivant  l'usage,  j'ai  posé 


du 
dx 


=  K, 


X 

u{ 

u2 

Us 

Y 

V\ 

v* 

v% 

Z 

Wx 

tv7 

W3 

0 

S, 

s, 

s, 

)se 

9 

du  _ 

=  K», 

du 
dz 

o, 


=  utf 


et  de  même  pour  les  autres  fonctions.  Si  l'on  considère  X,  Y,  Z 
comme  données  arbitrairement,  les  intersections  de  la  courbe  B  et 
de  S  sont  les  points  a,  tels  que  les  tangentes  de  2  aux  points  corres- 
pondants a  passent  en  un  point  donné.  Le  nombre  de  ces  points,  dé- 
falcation faite  des  solutions  étrangères,  c'est-à-dire  indépendantes 
des  arbitraires  X,  Y,  Z,  est  égal  à  k  fois  la  classe  de  2.  Ce  sont  les 
solutions  étrangères  qu'il  s'agit  actuellement  de  compter. 

Soient  s  la  variable  indépendante,  que  je  laisse  pour  le  moment 
indéterminée,  et 

Pidx  -h  pidy  +  \*-%dz  =  ds 


sa  différentielle  totale.  Soit  aussi  l'équation  qui  lie  les  coordonnées 

3. 


t+l,y+  >■ 


et  il  en  resuite 

(,i)  A -(),n 

Je  pose  maintenant 

[s) 


homogènes 

(M) 

où  X,,  ...  sont  des  constantes.  Cette  dernière  a  lieu  également 
entre  X,  Y,  Z  et  aussi  entre  |,  r,  f.  Par  suite,  les  relations  (5)  se 
complètent  en 


"X,u 


X    S 

ï    n  * 

z  ç  du 


S,     S, 


Cela  étant,  on  vérifiera  aisément  que,  pour  les  valeurs  de  J:,  j*,  s 
satisfaisant  à  S  =  o,  on  a 


:-s) 


=»4s- 


Les  points  dont  les  coordonnées  font  évanouir  A  peuvent  être  clas- 
sés en  deux  groupes  :  d'abord  ceux  dont  les  coordonnées  dépendent 
de  p,,  /*,,  fij,  c'est-à-dire  du  choix  de  la  variahlc  indépendante.  II 
est  manifeste  que  les  coordonnées  de  ces  points  ne  font  pas  éva- 
nouir B,  dont  l'expression  ne  dépend  pas  de  ce  choix.  Ou  voit  donc 
que,  pour  ces  points,  ds  est  nul,  cl  que  le  second  membre  de  (i3) 
conserve  une  valeur  finie.  Le  second  groupe  est  composé  de  points 
dont  les  coordonnées  font  évanouir  à  la  fois  Si,  S„  S,.  Ce  sont  les 
points  singuliers  de  S.  A  ces  points  correspondent  des  solutions 
étrangères,  puisque  les  coordonnées  de  ces  points  font  évanouir  B, 
quelles  que  soient  les  arbitraires  X,  Y,  Z. 

En  second  lieu,  les  autres  solutions  étrangères  sont  fournies, 
d'après  {i3),  parles  points  dont  les  coordonnées  font  évanouir  A, 
quelles  que  soient  les  arbitraires.  Ces  points  sont  ceux  en  lesquels 
les  trois  mineurs,  tels  que  {ï,dn —  f,d%),  s'évanouissent,  c'est-à-dire 
les  points  singuliers  de  S. 
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Ainsi,  en  résumé,  les  solutions  étrangères  que  nous  cherchons 
répondent  à  des  points  singuliers,  soit  de  S,  soit  de  Z,  soit  des  deux 
courbes  à  la  fois.  Soit  maintenant  O  un  point  répondant  à  une  solu- 
tion étrangère;  je  compterai  Tordre  de  multiplicité  de  cette  solu- 
tion d'après  la  règle  du  n°  4.  J'ai  donc  à  chercher  Tordre  d'infini- 
ment  petit  auquel  appartient  B  quand  on  y  substitue  àx,j,  z  les 
coordonnées  d'un  point  a,  qui,  situé  sur  une  branche  d'un  système 
circulaire  (S)  d'origine  O  et  d'ordre  de  multiplicité  tz,  est  à  dis- 
tance infiniment  petite  du  nième  ordre  de  O.  D'après  l'équation  (i3), 
je  pourrai,  pour  trouver  cet  ordre,  opérer  séparément  sur  A  et  sur 

-T-  >  et  faire  la  somme  des  résultats.  Je  m'occupe  du  facteur  -7-  >  en 

premier  lieu. 

Les  constantes  Xl9  X„  X8  de  l'équation  (10)  peuvent  être  considé- 
rées comme  tout  à  fait  arbitraires*,  car  changer  ces  constantes  sans 
modifier  ni  les  équations  ni  le  triangle  de  référence,  c'est  changer 
la  figure  en  une  figure  homographique,  ce  qui  est  permis  dans  le 
problème  qui  nous  occupe.  Les  constantes  Xt,  Xt,  X8  étant  arbi- 
traires, la  quantité  (X4  u  -+-  X,  t>-f-  lt  w  )  ne  diffère  que  par  la  nota- 
tion de  celle  que  j'ai  précédemment  (6)  appelée  F(x,  y,  z)\  par 
suite,  au  point  a,  cette  quantité  est  infiniment  petite  de  Tordre  h. 
Ainsi  le  premier  facteur  de  A  (1 1)  est  infiniment  petit  de  Tordre  a  A. 
Voyons  maintenant  le  second  facteur.  Soit  il  le  point  (£,  >?,  f  )  ori- 
gine du  système  circulaire  (2)  qui  correspond  à  (S),  et  a  le  point 
correspondant  à  a.  Les  coordonnées  de  a  sont  \  -f-  c?£,  n  -f-  rfyj, 
f  -4-  dÇ .  Le  second  facteur  de  A  ne  diffère  que  par  un  facteur  fini 
de  la  distance  de  a  à  la  droite  menée  par  Q  et  le  point  dont  les  coor- 
données sont  X,  Y,  Z,  c'est-à-dire  à  une  droite  arbitraire  menée 
par  il.  L'ordre  infinitésimal  du  second  facteur  de  A  est  donc  le 
même  que  celui  de  la  distance  ûa.  Je  désigne  cet  ordre  par  a.  Donc 
Tordre  infinitésimal  de  A  est  (a-f-  2  A).  D'ailleurs  Oa  est,  par  hy- 
pothèse, infiniment  petit  de  Tordre  7t.  Il  en  est  donc  de  même  de 

A 

ds.  Donc  -t-  est  de  Tordre  [a  —  n  •+-  2 h).  En  considérant  successi- 
vement tous  les  points  qui  répondent  aux  solutions  étrangères, 
on  aura  une  somme  2  (a —  n-+-ih)  dénombres  analogues.  Soit 
maintenant  T  la  somme  analogue  pour  la  fonction  A,  le  nombre 
des  solutions  étrangères  est  F  -f-  S  (a  —  n  -f-  2  h) .  D'ailleurs  le  de- 


Dans  cette  équation,  la  somme  2  h  s'applique  en  premier  lieu  à 
tous  les  points  pour  lesquels  on  a  déjà  envisagé  la  même  somme  au 
numéro  précédent,  c'est-à-dire  ceux  en  lesquels  u,  t>,  w  s'éva- 
nouissent à  la  fois.  Elle  s'applique  en  second  lieu  à  d'autres  points; 
mais,  en  ces  derniers,  h  est  nul.  Donc  SA  a  ici  le  même  sens  que 
précédemment;  par  suite,  eu  vertu  de  (7),  l'équation  (i4)  se 
change  en 

i5)  »()'~*(»)  =  »l»-»)->r-.I(»-«). 

Pour  obtenir  la  signiûcatiou  du  nombre  T,  qui  ne  dépend  que  de 
la  courbe  S,  il  suffit  de  prendre  un  exemple  particulier.  Je  fais 


Alors  la  courbe  S  se  confond  avec  S.  Les  nombres  (a  —  n)  sont 
nuls,  et  k  est  l'unité.  On  a  alors  d'après  (i5),  en  désignant  par  c 
la  classe  de  S, 

c  =  m(m-i)  — T. 

L'égalité  (i5)  peut  alors  s'écrire 

(16)  k(y  —  ifi)-(-2o-  =  c  —  sm  +  ïn. 

7.  Je  suppose  maintenant  que  les  courbes  S  et  S  se  correspon- 
dent point  par  point.  Le  nombre  k  est  alors  égal  à  l'unité;  mais,  en 
outre,  d'après  le  théorème  II,  u  se  change  en  l'ordre  de  multipli- 
cité v  du  système  circulaire  (£)  correspondant  à  (S).  J'ai  donc, 
au  lieu  de  (16), 

(17)  y  —  a  f*  -(-  2  *  —  c  —  2  m  4-  2  «. 

Cette  relation  est  entièrement  symétrique  par  rapport  aux  éléments 
respectifs  des  deux  courbes.  Les  systèmes  circulaires  (S)  qui  figu- 
rent dans  S/i  sont,  d'après  l'analyse  ci-dessus  :  i°  ceux  qui  répon- 
dent à  des  points  singuliers  de  S  ;  soit  T  leur  nombre  et  N  la  somme 
de  leurs  ordres  de  multiplicité;  a°  ceux  qui  répondent  à  des  points 
singuliers  de  £,  dont  les   correspondants  sur  S  sont  des  points 
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simples.  Leur  nombre,  que  je  désigne  par  N',  est  égal  à  la  somme 
de  leurs  ordres  de  multiplicité,  puisque  tous  ces  ordres  sont  égaux 
à  l'unité.  Ainsi 

2»  =  N-*-N'. 

Soient  S,  #&,  3^'  les  nombres  analogues  pour  2.  On  a 

Le  nombre  total  t  des  couples  de  systèmes  circulaires  envisagés 

est 

l  =  T-f-N'=6  +  X'. 

Par  suite  de  ces  trois  relations,  l'égalité  (17)  devient 

(18)  y  —  2f*-t-X  —  6  =  c  —  2m  +  N-  T, 

ce  qui  démontre  la  proposition  annoncée  au  début  de  ce  travail. 

8.  Je  n'ai  pas  à  montrer  ici  par  des  applications  Futilité  de  cette 
proposition  en  Géométrie.  J'en  ai  déjà  fait  usage  en  diverses  occa- 
sions. Je  me  réserve  de  montrer  une  autre  fois  l'utilité  du  théo- 
rème H.  Pour  le  moment,  j'appellerai  l'attention  sur  la  relation  (16), 
qui  suppose  simplement  que  la  courbe  2  soit  une  transformée  ra- 
tionnelle de  S,  sans  exiger  la  propriété  réciproque.  Je  vais  en  faire 
une  application. 

Je  suppose  que  S  soit  une  courbe  qui  ne  contienne  que  des  bran- 
ches simples,  et  que  2  soit  une  droite.  Alors  l'équation  (16)  se 
change  en 

(19)  y,  =  c  —  im  -4-  2/f, 

en  désignant  par  X  la  quantité  2(c  — n).  Quelle  est  la  significa- 
tion de  X? 

D'après  l'hypothèse  faite  sur  S,  chaque  nombre  n  est  égal  à 
l'unité;  par  suite,  si  O  est  un  point  de  S,  a  un  point  de  la  même 
courbe,  à  distance  infiniment  petite  du  premier  ordre  de  O  -,  et  si 
&,  a  sont  les  points  correspondants  sur  la  droite,  que  je  désigne 
par  D,  le  nombre  a  est  l'ordre  de  l'infiniment  petit  fîa.  Donc  X  est 
le  nonjtbre  des  points  ù  qui  sont  slationnaires .  On  peut  encore  en 
donner  une  autre  interprétation,  qui  résulte  du  théorème  I  et  de  la 
remarque  faite  à  la  suite  de  ce  théorème.  Soient  O  un  point  de  S, 
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îï  le  correspondant  sur  D,  et  «  un  point  de  D  indûment  voisin 
de  Q.  Le  nombre  n  est.  égal  au  nombre  des  points  infiniment  voi- 
sins de  O,  qui  sur  S  correspondent  à  a. 

On  peut,  d'une  infinité  de  manières,  faire  correspondre  un  point 
d  une  droite  D  à  un  point  d'une  courbe  quelconque  S,  et,  par  suite, 
tirer  de  l'égalité  (ig)  beaucoup  de  résultats  divers.  Je  vais  donner  un 
exemple.  Je  considère  un  système  de  courbes  C  de  degré  u,  défini 

par  ces  conditions  ;  chaque  courbe  C  passe  par^-^- — n  points 

donnés  P,  P,,  P,,  .  .  .,  et,  en  outre,  a  un  contact  d'ordre  [n —  i) 
avec  S.  Soit  L  le  point  de  contact  d'une  courbe  C  avec  S  :  à  ce  point 
répond  une  seule  courbe  C  du  système.  Je  mène  la  tangente  à  C  au 
point  P;  cette  tangente  rencontre  une  droite  donnée  D  au  point  A. 
J'ai  ainsi,  par  le  couple  (L,  A  ),  réalisé  entre  S  et  D  la  correspon- 
dance demandée.  Je  vais  en  tirer  des  conséquences.  Je  désigne 
par  9  (n)  le  nombre  des  courbes  de  degré  ft  que  l'on  peut  mener 
par  £* n  points  donnés,  de  manière  que  chacune  de  ces 

courbes  ait,  en  outre,  un  contact  d'ordre  n  avec  S.  Si  je  prends  un 
point  A  à  volonté,  la  tangente  de  C  au  point  P  se  trouve  détermi- 
née. Le  nombre  des  courbes  C  qui  admettent,  en  P,  celte  tangente 
est  précisément  égal  à  <f(n  —  i),  si  l'on  veut  toutefois  admettre 
que,  au  lieu  de  deux  points  distincts,  on  peut  donner  un  point  et  la 
tangente  en  ce  point  pour  déterminer  une  courbe  de  degré  u,  assu- 
jettie aux  autres  conditions  indiquées,  sans  changer  le  nombre  des 
solutions.  Pour  justifier  cette  supposition,  il  faudrait  entrer  dans 
quelques  développements  que  j'omets  ici.  Le  nombre  des  points  L, 
qui  correspondent  à  un  point  A,  est  égal  au  nombre  des  courbes  C 
dont  la  tangente  en  P  passe  en  A.  Donc  le  nombre  A  est  égal  à 

Je  cherche  maintenant  à.  Le  point  A  peut  être  stationnaire  de 
deux  manières  différentes  :  i°  si  la  courbe  C  est  stationnaire,  c'est- 
à-dire  si  elle  a  un  contact  d'ordre  n  avec  S.  Le  nombre  des  courbes  C 
satisfaisant  à  celte  condition  est  9 («};  a°  si  la  tangente  en  P  est 
stationnaire,  sans  que  la  courbe  C  le  soit  elle-même.  Alors  deux 
courbes  C  consécutives  sont  tangentes  en  P  à  la  même  droite.  Une 
courbe  quelconque  du  faisceau  qu'elles  déterminent  a,  au  point  L 
correspondant,  un  contact  d'ordre  (n  —  2)  avec  S.  Mais,  parmi  les 
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courbes  de  ce  faisceau,  il  en  est  une  qui  passe  par  un  point  arbi- 
trairement donné.  Donc  le  nombre  des  points  A,  qui  sont  station- 
naires  de  cette  seconde  manière,  est  9(71  —  2).  L'égalité  (19)  donne 

donc 

ç(n)  -4-9(71  —  2)  ==c  —  2771-4-29(71 —  1). 

On  pourr  a  par  là  calculer  9(71)  si  Ton  connaît  9(0).   Or,  par 

*-^- — -  points,  passe  une  courbe  de  degré  u.  Elle  coupe  S  en 

m  ^  points.  Donc  9(0)  =  mu.  En  partant  de  cette  valeur,  on  calcu- 
lera de  proche  en  proche  <y(i),9(2),...,et  Ton  obtiendra 

t     \                   1    \       n(n  -4- 1)  /  x      ,  x 

(20)  9(71)  =  — ■ '-  (c—  2/n)  +(n  +  i)mu. 

On  remarquera  que  la  démonstration  ne  s'applique  pas  au  cas  où  n 
a  sa  valeur  maxima,  qui  est  ^- ->  cas  dans  lequel  la  for- 
mule (20)  est  cependant  exacte  encore. 

La  formule  (20)  donne  le  nombre  des  courbes  de  degré  p.  qui 

passent  par  *-^- -  —  n  points  donnés  et  ont  avec  une  courbe 

donnée  S,  de  degré  m  et  de  classe  c,  des  contacts  d'ordre  n,  sous 
la  condition  que  la  courbe  S  ne  possède  que  des  branches  simples. 
Dans  le  cas  où  S  ne  contient  aucune  singularité,  la  formule  (  20  )  a 
été  donnée  par  M.  de  Jonquières  (  *).  Dans  une  autre  occasion,  j'en 
donnerai  une  démonstration  très-différente  et  beaucoup  plus  com- 
plète. Je  signalerai,  en  même  temps,  quelques  cas  où  cette  formule 
semble  en  défaut,  et  j'expliquerai  les  causes  qui  produisent  cette 
circonstance;  mais  ici  j'ai  voulu  simplement,  par  une  application  si 
importante,  montrer  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de  la  formule  (19)- 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  1860. 


Sur  la  détermination  d'une  courbe  par  une  propriété 
de  ses  tangentes  ;  par  M.  H.  Brocard. 


(Séance  do  iS  décembre  1870.) 

3  détermination  de  ce  genre, 


Voici  un  exemple  très-simple  d'u 
(lut  ollrc  un  certain  intérêt. 

Soient  YOX  (  '  )  un  système  d'axes  de  coordonnées  rectangulaires, 
MT  une  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  MC,  A,  A'  deux 
points  de  OX  symétriques  par  rapport  à  l'origine  et  à  une  dis- 
tance a,  B,  B'  leurs  projections  sur  MT;  DM  l'ordonnée  de  M, 
OD  son  abscisse. 

1.  On  dounc,  en  premier  Heu,  la  condition 

(t)  AB-A'B'=DM. 

L'équation  de  la  tangente  MT  étant 


-  dx' 


»), 


la  condition  (i)  devient,  en  posant  -j-  =  p, 

qui  exprime  que  la  tangente  MT  a  une  longueur  constante  ia.  La 
courbe  cherchée  est  donc  une  tractn.ee  ou  courbe  aux  tangentes 
égales. 

Cette  courbe  est  également  : 

i°  La  développante  de  la  chaînette 

a"  La  trajectoire  orthogonale  des  circonférences 
de  rayon  2 a; 


{')  Le  lecteur  est  pria  de  Taire  la  figure. 
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3°  La  trajectoire  du  point  M  entraîné  par  un  fil  inextensible  MT, 
dont  l'extrémité  T  décrit  OX. 

Ainsi,  dans  une  tractrice,  la  différence  des  distances,  à  une 
tangente,  des  points  de  OX  situés  à  une  distance  de  l'origine 
égale  à  la  moitié  du  paramètre  de  la  courbe,  est  égale  à  V  ordon- 
née du  point  de  contact. 

C'est,  au  reste,  ce  que  Ton  peut  démontrer  aisément  par  de  sim- 
ples considérations  géométriques. 

Soit  E  la  projection  de  A'  sur  AB.  On  a 

EA  =  AB-A'B'. 

Les  deux  triangles  rectangles  MDT,  AA'E  sont  égaux  comme  ayant 

l'hypoténuse  égale,   MT=2a  =  AA',  et  l'angle   ÉA^  =  MTD. 
Ainsi  EA==MD. 

Remarque.  —  Soient  I  le  milieu  de  MD,  C  sa  projection  sur 
MT.  Le  point  E  est  évidemment  sur  la  ligne  EC  parallèle  à  AA'. 
'  De  ce  qui  précède,  on  déduit  une  construction  de  la  tangente  à  la 
tractrice  en  un  point  donné  M.  Pour  l'obtenir,  on  décrit  une  cir- 
conférence A'EA,  ayant-O  pour  centre  et  la  moitié  du  paramètre 
pour  rayon.  Du  point  A,  on  mène  la  corde  AE  =  MD.  La  tan- 
gente MT  est  perpendiculaire  à  la  corde  EA,  prolongée  s'il  est  né- 
cessaire. Comme  vérification,  on  doit  avoir 

MT  =  AA'=2tf. 

2.  On  donne,  en  second  lieu,  la  condition 

A'B'-AB-OD 

ou 

*aP    -x 
équation  différentielle  d'une  circonférence 

de  rayon  a  a,  sur  le  diamètre  XOX'  de  laquelle  on  a  pris  deux 
points  A,  A',  à  une  distance  a  de  l'origine,  moitié  du  rayon. 

Ainsi,  dans  une  circonférence  de  cercle,  la  différence  des  rfw- 


—  M  — 

lances,  à  une  tangente,  des  points  du  diamètre  situés  à  une  dis- 
tance du  centre  égale  à  la  moitié  du  rayon  du  cercle,  est  égale  à 
l'abscisse  du  point  de  contact. 

B  est  encore  très-facile  d'établir  cette  propriété  de  la  circonfé- 
rence. 

Conservant  les  mêmes  notations,  les  deux  triangles  MOD,  AEA' 
sont  égaux  comme  ayant  l'hypoténuse  égale,  OM=sta=AA'et 

l'angle  £?A=  SÏOÏ).  Ainsi  A'E  =  OD.     . 

3.  On  peut  rapprocher  de  cet  exemple  la  propriété  suivante  de 
la  parabole,  dont  OX  est  l'axe  et  O  le  foyer  : 


qui  fait  l'objet  de  la  question  11G5,  que  j'ai  proposée  dans  les 
Nouvelles  A anales  de  Mathématiques,  et  qui  a  été  résolue  p.  a85, 
année  1875,  de  ce  même  Recueil. 


hA'ff  = 

*-r)'- 


p>{x> -4-  a'—  b2)  —  ipxy  +  y'  —  6!—  o: 
d'où  l'hyperbole 

b'       b2-a2~        ' 
enveloppe  de  la  droite 

y  =  px±\jb*{i+p>)  -a'p'. 
Celte  bypcrbole  a  ses  foyers  sur  XOX'. 
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Sur  une  surface  remarquable  du  huitième  degré  ; 

par  M.  H.  Picquet. 

(Séance  du  i5  décembre  1875.) 

1 .  Afin  de  pouvoir  donner  la  définition  de  cette  surface,  nous 
commencerons  par  rappeler  les  théorèmes  fondamentaux  de  la 
théorie  des  systèmes  linéaires  de  coniques  et  de  surfaces  du  second 
degré. 

Une  conique  est  dite  harmoniquement  circonscrite  à  une  autre 
lorsqu'on  peut  lui  inscrire  un  triangle  conjugué  à  la  seconde.  Le 
problème  est  alors  possible  d'une  infinité  de  manières,  et  la  polaire, 
par  rapport  à  la  seconde,  d'un  point  quelconque  de  la  première,  coupe 
les  deux  courbes  en  quatre  points  conjugués  harmoniques. 

La  seconde  conique  est  harmoniquement  inscrite  à  la  première, 
c'est-à-dire  qu'on  peut  lui  circonscrire  un  triangle  conjugué  de  la 
première.  Le  problème,  lorsqu'il  est  possible  d'une  façon,  admet 
aussi  une  infinité  de  solutions,  et  les  tangentes  menées  aux  deux 
courbes  du  pôle  par  rapport  à  la  première  d'une  tangente  quel- 
conque de  la  seconde  forment  un  faisceau  harmonique. 

On  dit  encore  que  ces  deux  courbes  se  partagent  harmonique- 
ment ou  forment  un  système  harmonique. 

Relativement  à  deux  surfaces  du  second  degré,  les  définitions 
sont  les  mêmes  ;  il  suffit  de  remplacer  le  triangle  conjugué  par  le 
tétraèdre  conjugué.  Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  se  par- 
tagent harmoniquement,  le  plan  polaire  d'un  point  quelconque  de 
celle  qui  est  harmoniquement  circonscrite  par  rapport  à  l'autre 
coupe  les  deux  surfaces  suivant  deux  coniques  formant  un  système 
harmonique,  et  il  en  est  de  même  des  cônes  circonscrits  aux  deux 
surfaces,  ayant  pour  sommet  commun  le  pôle  par  rapport  à  la  pre- 
mière d'un  plan  tangent  quelconque  de  la  seconde,  c'est-à-dire 
qu'un  plan  quelconque  coupe  ces  cônes  suivant  deux  coniques  for- 
mant système  harmonique. 

Si 

Si  =  O,      S2  =  O,       •  .  . ,      S^,  =  O 

sont  les  équations  cartésiennes  de  p  coniques,  ou  de  p  surfaces  du 
second  degré,  elles  définissent  un  système  linéaire  ponctuel  d'ordre 


p —  i  dont  1  équation  générale  cartésienne  est 

>,S,  +  îi1S,+...4->pS/,  =  o, 

p  étant  inférieur  ou  égal  à  5  pour  les  coniques,  et  à  g  pour  les  sur- 
faces. Ces  courbes  ou  surfaces  satisfont  à  5  —  />-+- 1  ou  à  9 — p  -H  1 
conditions,  qui  sont  d  être  harmoniquement circonscrites  à  5 — p-t-t 
coniques  ou  à  g  —  p  -+- 1  surfaces. 

Un  système  liuéaire  tangenliel  est  défiui  de  même  par  des 
équations  tan gentî elles.  Ses  courbes  ou  surfaces  satisfont  à  5 — p-f-t. 
ou  à  9 — /)-+-  1  conditions,  qui  sont  d'être  harmonique  ment  in- 
scrites à  5 — p-i-  1  coniques  ou  à  9  — ^»  -I-  1  surfaces. 

À  un  système  de  l'une  des  deux  espèces  correspond  un  système 
de  l'autre  qui  est  dit  son  système  contrcvarianl  :  les  deux  systèmes 
sont  tels  que  toutes  les  courbes  ou  surfaces  du  système  ponctuel 
sont  barmoniquemenl  circonscrites  aux  courbes  ou  surfaces  du 
système  tangeuticl,  lesquelles  sont,  par  conséquent,  harmonique- 
ment inscrites  aux  premières.  La  somme  des  ordres  des  deux  sys- 
tèmes est  égale  à  4  dans  le  cas  des  courbes,  et  à  8  dans  le  cas  des 
surfaces . 

Etant  donnés  une  conique  et  un  point,  il  existe  toujours  un  cercle 
et  un  seul  ayant  pour  centre  le  point  et  harmonique  nient  inscrit  à 
la  conique.  Si 

/(*—  /)  =  A x'  -huBxy-hCy'-^^Jix-^  aE^  +  F  =  o 
est  l'équation  cartésienne  de  la  conique,  et  si  «,  /3  sont  les  coordon- 
nées du  point,  le  carré  du  rayon  est  égal  à  -■  ■■  ■'■  ~  Le  rayon  du 

cercle  est  dit  la  puissance  du  poîut  par  rapport  à  la  conique.  Sî  la 
conique  est  une  hyperbole  équilatère,  la  puissance  d'un  poîut  quel- 
conque du  plan  est  infinie,  à  moins  que  le  point  soit  sur  la  courbe, 
auquel  cas  elle  est  indé terminée. 

Le  lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à  deux  coniques 
est  l'hyperbole  équilatère  qui  passe  par  leurs  points  communs. 
Tous  les  points  de  cette  courbe  jouissent  de  la  même  propriété  par 
rapport  à  toutes  les  coniques  du  système  ponctuel  du  premier  ordre 
ou  faisceau  ponctuel  défini  par  les  deux  premières  coniques,  sys- 
tème de  coniques  ayant  quatre  points  communs.  Chaque  point  de 
la  courbe  étant  le  centre  d'un  cercle  harmomquemeut  inscrit  à 
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toutes  les  courbes  du  système,  on  voit  que  cette  hyperbole  équila- 
tère  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  du  système  contrevariant. 

Lorsque  deux  surfaces  forment  un  système  harmonique,  celle  des 
deux  surfaces  qui  est  harmoniquement  inscrite  peut  se  réduire  à 
une  conique;  alors  cette  conique  est  harmoniquement  inscrite  à  la 
conique,  section  de  l'autre  surface  par  son  plan. 

2.  Cela  posé,  considérons  le  faisceau  ponctuel  de  surfaces 

X|  Si  -4-  ij  S2  =  O, 

système  de  surlaces  ayant  une  biquadratique  gauche  commune  et 
défini  par  les  deux  surfaces  Si  et  S8.  Un  plan  quelconque  les  coupe 
suivant  un  faisceau  ponctuel  de  coniques,  et  il  résulte  de  ce  qui 
vient  d'être  dit  que  toutes  les  courbes  du  système  plan  contrevariant 
de  ce  faisceau  peuvent  être  considérées  comme  surfaces  harmoni- 
quement inscrites  â  toutes  celles  du  faisceau,  et  font  conséquem- 
ment  partie,  à  titre  de  surfaces,  du  système  tangentiel  du  septième 
ordre  contrevariant  du  faisceau  considéré.  En  particulier,  on  voit 
qu'il  y  a  dans  chaque  plan  de  l'espace  une  infinité  de  cercles  fai- 
sant partie  du  système  contrevariant,  cercles  dont  le  lieu  des  cen- 
tres est  une  hyperbole  équilatère. 

Proposons-nous  d'étudier  les  cercles  de  ce  système  qui  ont  pour 
centre  un  point  donné  de  l'espace.  Le  plan  d'un  de  ces  cercles  cou- 
pera le  faisceau  de  surfaces  suivant  un  faisceau  de  coniques,  sur 
l'hyperbole  équilatère  duquel  sera  situé  son  centre  qui  est  le  point 
donné  ;  mais  la  courbe  du  faisceau  qui  passe  par  le  point  donné 
correspond  à  la  surface  du  faisceau  qui  passe  par  ce  point.  Suppo- 
sons que  ce  soit  la  surface  S, ,  le  plan  considéré  coupera  donc  la 
surface  Si  suivant  une  hyperbole  équilatère,  d'où  il  résulte  que  les 
plans  des  cercles  considérés  ne  sont  autres  que  les  plans  des  sections 
équilatères  de  la  surface  S!,  et  enveloppent  conséquemment  un 
cône  du  second  degré. 

Théorème  I.  —  Les  cercles,  ayant  pour  centre  un  point  donné 
de  V espace  et  appartenant  à  un  système  tangentiel  du  septième 
ordre,  sont  situés  dans  des  plans  qui  enveloppent  un  cône  du  second 
degré,  enveloppe  des  sections  équilatères  de  la  surface  qui  passe 
par  le  point  donné  et  qui  appartient  au  faisceau  ponctuel  contre- 
variant. 


3.   Dans  chacun  de  ces  plans  est  situé  un  cercle  du  système; 
engendre  donc  une  surface  que  nous  allons  étudier. 

Des  considérations  analytiques  et  géométriques  nous  serviront 
dans  cette  recherche.  Pour  nous  servir  d'abord  des  premières, nous 
prendrons  pour  origine  le  point  considéré  et  des  axes  rectangu- 
laires parallèles  aux  axes  de  la  surface  du  faisceau  passant  par  ce 
point.  Le  conc  enveloppe  des  plans  des  cercles  a  alors  pour 
équation 


en  supposant  que  l'équation  de  la  surface  soit 

S,  =u,*'  -hbtjf-h  c,z*  4-  2/»,x  -(-  *q,y  -+•  a  r,  s  4-  rf,  =:  o. 

Les  plans  des  cercles  seront  alors  tous  les  plans  tangents  à  ce  cône, 
c'est-à-dire  tous  les  plans 

{i}  xxA-$yryz=a, 

pour  lesquels  a,  j3  et  y  satisferont  à  la  relation 

(2)  a*(ft, -t-c)  4-j3'(c,  +  <*,}  -i-y'fsi  +  bt)  =0; 

et  chaque  cercle  sera  donné  par  l'intersection  du  plan  1  ij  avec  une 
sphère  ayant  pour  centre  l'origine  et  pour  rayon  la  puissance  de 
l'origine  par  rapport  à  toutes  les  sections  du  plan  par  les  surfaces 
du  faisceau.  Cette  puissance  est  la  même,  puisque  l'origine  est  sur 
l'hyperbole  équilatère  du  faisceau  plan,  et  peut  se  définir  par  celle 
de  l'origine  par  rapport  à  la  section  du  plan  par  la  surface  S,  qui, 
avec  la  surface  S,,  définit  le  faisceau.  Soit 

-t-  in,xy -h ip,x 4- zq,y  +  2r,  Z4-  1  =0 

l'équatton  de  cette  surface;  la  puissance  p  de  l'origine  par  rapport 
à  la  section  de  cette  surface  par  le  plan  (1)  est  facile  à  calculer  par 
les  formules  d'Euler,  et  est  donnée  par  la  formule 

(3)  jp'Mfî'  +  v'KMy'  +  a'l  +  cK+P') 

la  sphère  cherchée  aura  alors  pour  équation  l'équation  précédente 
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où  Ton  supposera  que  p*  est  égal  à  x*  -\-y%  -f-s%  et  le  lieu  cherché 
s'obtiendra  en  éliminant  a,  (3,  y  entre  les  équations  (i),(a)et(3). 
Les  règles  de  l'élimination  font  voir  que  le  résultant  sera  du  qua- 
trième degré  en  x,y,  z,  qui  sont  les  coefficients  de  (i)  et  du  second 
degré  en  p*  qui  entre  au  premier  dans  les  coefficients  de  (3)}  en 
somme,  l'équation  résultante  sera  du  huitième  degré,  homogène  et 
du  quatrième  degré  en  x,y,  z\  mais  elle  renfermera  des  termes  de 
degrés  o,  i  et  2  en  p*, puisque  les  coefficients  de  (3)  ne  sont  pas  ho- 
mogènes en  p1 . 

4.  Avant  de  pousser  plus  loin  l'étude  de  notre  surface,  remar- 
quons la  forme  de  l'équation  (3).  Si  l'on  vient  à  y  supposer  que  p 
ait  une  valeur  constante,  on  voit  que  les  coefficients  a, /3,  y  du 
plan  (i)  seront  liés  par  cette  relation  (3)  qui  est  du  second  degré; 
d'où  il  résulte  que  ce  plan  enveloppera  un  cône  de  seconde  classe 
dont  l'équation  tangentielle  est  précisément  l'équation  (3).  Nous 
connaissions  déjà  la  propriété  pour  le  cas  où,  p  étant  infini,  la  sec- 
tion de  la  surface  Si  par  le  plan  (i)  devient  une  hyperbole  équila- 
tère}  elle  se  généralise  pour  une  valeur  quelconque  de  p,  et  l'on  voit 
que  : 

Théorème  II.  —  Les  plans,  passant  par  un  point  donné,  qui 
coupent  une  surface  du  second  degré  suivant  des  courbes  par  rap- 
port auxquelles  ce  point  a  une  puissance*  donnée,  enveloppent  un 
cône  du  second  degré. 

Si  maintenant,  dans  l'équation  (3),  on  attribue  successivement 
à  p  toutes  les  valeurs  possibles,  cette  équation  tangentielle  repré- 
sentera une  série  de  cônes  ayant  quatre  plans  tangents  communs, 
puisqu'elle  ne  renferme  qu'un  paramètre  variable  p%  au  premier 
degré  :  ce  sont  les  plans  tangents  communs  aux  deux  cônes 

^(^-f-y'J-f-^fy'-f-^-f-cJa2-!-^)  -h2/3£y-h  -?.nuy<x.  +  in2<z$  =  o, 

a?  4-  (3a  -+•  f  =  o. 

Le  premier  est  le  cône  enveloppe  des  sections  équilatères  de  St, 
puisqu'il  correspond  à  p*  =  oo  ,  et  l'on  reconnaît  dans  le  second 
l'équation  tangentielle  du  cercle  de  l'infini,  lequel  correspond  par 
conséquent  à  p1  =  o  \  d'où  il  suit  immédiatement  que  les  quatre 
plans  tangents  communs  sont  imaginaires  et  que  les  cônes  ont 
mêmes  lignes  focales. 

iv.  4 
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Théorème  III.  —  Lorsque  la  puissance  prend  toutes  tes  vateurs 
possihles,  les  cônes  enveloppes,  correspondant  à  chaque  valeur 
de  la  puissance,  ont  les  mêmes  lignes  focales . 

Les  lignes  focales  communes  ne  sont  autres  (pie  les  six  droites 
d'intersection  deux  à  deux  des  quatre  plans  tangents  communs;  il 
y  en  a  quatre  imaginaires,  et  les  deux  autres  sont  réelles  si  les  cônes 
sont  réels,  ce  qui  peut  ne  pas  arriver.  Quoi  qu'il  en  soit,  chaque 
couple  de  lignes  focales  est  tin  cône  du  système,  et  les  plans  enTe- 
loppes  correspondan  ts  sont  ceux  qui  passent  par  l'une  ou  par  l'autre 
ligne  locale  du  couple.  On  arrive  doue  à  celle  conséquence  remar- 
quable : 

Théorème  I\  .  —  Par  chaque  point  de  l'espace,  on  peut  mener 
trois  couples  de  droites  de  directions  constantes,  dont  un  seul  peut 
être  réel,  et  tels  que,  dans  chaque  couple,  tous  les  plans  qui  passent 
par  l'une  ou  l'autre  des  droites  du  couple  coupent  une  surface  du 
second  degré  donnée  suivant  des  coniques  par  rapport  auxquelles 
le  point  considéré  a  une  puissance  constante.  Ces  six  droites  sont 
les  lignes  focales  du  cône  enveloppe  des  sections  équilatères  dont 
les  plans  passent  par  le  point. 

O.  Nous  allons  maintenant  chercher  géométriquement  les  pro- 
priétés de  notre  surface  que  nous  désignerons  parSg  :  i°par  rapport 
au  plan  de  l'infini;  2°  par  rapport  à  une  sphère  arbitraire  ayant 
son  centre  à  l'origine;  3"  par  rapport  au  plan  du  cercle  générateur; 
4°  par  rapport  au  cône  C,  enveloppe  de  ce  plan. 

Par  chaque  point  ;r  du  cercle  de  l'infini  ou  peut  mener  deux 
plans  tangents  au  cône  C  :  dans  chacun  d'eux,  tous  les  cercles  pos- 
sibles passant  par  le  point  tt,  il  en  résulte  que  le  cercle  générateur 
de  la  surface  passe  deux  fois  par  le  point  iz  :  le  cercle  de  l'infini  est 
donc  une  ligne  double  de  la  surface.  C'est  aussi  ce  que  fait  voir  l'é- 
quation de  la  surface, puisque  les  termes  du  degré  le  plus  élevé  sont 
le  produit  de  p*  ou  [x*  -Hj)'1  -+-  -1}1  par  une  fonction  f  homogène 
et  du  qu  allié  me  degré  en  x,  j  ,  z  :  pl  donne  deux  fois  le  cercle  de 
l'infini;  de  plus,  les  deux  nappes  de  la  surface  qui  se  croisent  sui- 
vant cette  courbe  sont  circonscrites  l'une  à  l'autre,  et  chaque  point 
est  un  point  de  rebrousseincnt,  car  l'équation  ne  renferme  pas  de 
termes  de  degré  impair  ;  si  donc  on  coupe  la  surface  par  le  plan 
des  .rj,  par  exemple,  l'expression  (#*-+-/*)*  donnera  non-seule- 
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ment  quatre  directions  asympto  tiques,  mais  aussi  les  quatre  asym- 
ptotes correspondantes  de  la  section.  Chaque  point  du  cercle  de  Tin- 
fini  est  donc  un  point  double  pour  lequel  les  deux  plans  tangents 
coïncident,  c'est-à-dire  un  point  de  rebroussement. 

Il  est  facile  de  voir  géométriquement  que  la  fonction  f  doit  se 
décomposer  en  quatre  facteurs  réels  ou  imaginaires.  Abstraction 
faite  du  cercle  de  l'infini  qui  est  fourni  par  les  ombilics  du  cercle 
générateur,  la  surface  ne  peut,  en  effet,  avoir  de  points  à  l'infini 
qu'autant  que  le  rayon  variable  du  cercle  générateur  devient  infini 
lui-même.  Il  faut  donc  chercher,  parmi  toutes  les  sections  équila- 
tères  de  la  surface  Si,  sections  passant  par  l'origine,  quelles  sont 
celles  qui  coupent  la  surface  S8  suivant  des  courbes  pour  lesquelles 
la  puissance  de  l'origine  est  infinie.  Or  la  puissance  d'un  point 
situé  à  distance  finie  ne  saurait  être  infinie  que  si  la  courbe  est  une 
hyperbole  équilatère*,  les  plans  cherchés  sont  donc  parallèles  aux 
directions  de  sections  équilatères  communes  aux  deux  surfaces. 

Ces  plans  P  sont  réels  ou  imaginaires,  et  chacun  d'eux  fournit  un 
cercle  de  rayon  infini,  ayant  son  centre  à  l'origine,  c'est-à-dire  une 
droite  à  l'infini.  La  section  complète  de  la  surface  par  le  plan  de 
l'infini  se  compose  donc  de  deux  fois  le  cercle  de  l'infini  et  de  quatre 
droites.  Ainsi  : 

Théorème  V.  —  La  surface  engendrée  par  les  cercles  d'un 
système  tangentiel  du  septième  ordre,  qui  ont  pour  centre  un  point 
donné  de  l'espace,  est  une  surface  du  huitième  degré,  admettant 
le  cercle  de  l'infini  pour  courbe  de  rebroussement,  et  ayant  dans 
le  plan  de  l'infini  quatre  droites,  correspondant  respectivement 
aux  quatre  directions  de  sections  équilatères  communes  aux  sur- 
faces  du  faisceau  ponctuel  contrecarrant.  s 

Ces  quatre  directions  de  plans  peuvent  encore  être  définies  par 
la  propriété  dont  jouit  un  plan  parallèle  quelconque  de  couper  la 
biquadratique  commune  aux  surfaces  du  faisceau  suivant  quatre 
points  dont  l'un  quelconque  est  le  point  de  rencontre  des  hauteurs 
du  triangle  des  trois  autres. 

6.  Une  sphère  quelconque  doit  couper  la  surface  suivant  une 
courbe  du  seizième  degré,  comprenant  deux  fois  le  cercle  de  l'in- 
fini ;  il  restera  donc  une  courbe  du  douzième  degré  à  distance  finie. 
Si  elle  a  pour  centre  l'origine,  elle  sera  tangente  aux  deux  nappes 

4- 
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de  la  surface  lotit  le  long  du  cercle  de  l'iniini  qui  comptera  alors 
quatre  fois,  et  il  restera  une  courbe  du  huitième  degré  à  distance 
finie.  Cette  courbe  se  compose  de  quatre  grands  cercles.  En  effet, 
les  équations  (2)  et  (3)  fournissent,  pour  une  valeur  donnée  de  p, 
quatre  valeurs  proportionnelles  de  a,  (3,  y,  lesquelles  substituées 
dans  (  1)  donnent  quatre  plans.  La  puissance  p  dans  toute  l'étendue 
de  sa  variation  passe  donc  quatre  fois  par  une  valeur  donnée,  et 
les  quatre  cercles  correspondants  sont  à  la  fois  sur  la  surface  et  sur 
la  sphère 


Leurs  plans  sont  les  quatre  plans  tangents  communs  au  cône  C, 
enveloppe  du  plan  du  cercle  générateur,  et  au  cône  représenté  par 
l'équation  tangenticlle  (3)  dans  laquelle  on  a  substitué  à  p  la  valeur 
considérée. 

Théoukme  VI.  —  L'intersection  de  la  surface  avec  une  sphère 
conccnlrii/ue  se  compose  de  ipiatre  fois  le  cercle  de  l'infini  et  ae 
quatre  grands  cerclas  de  la  sphère. 

En  particulier,  la  puissance  p  devient  quatre  fois  injinte,  ce  que 
nous  savons  déjà,  et  passe  quatre  fois  par  la  valeur  /.cru;  mais  les 
plans  correspondant  à  ce  dernier  cas  sont  imaginaires,  puisque, 
pour  cette  valeur  particulière  de  p,  l'équation  tangenticlle  (3)  re- 
présente le  cercle  de  l'infini  ;  ce  sont  les  quatre  plans  tangents 
communs  au  cône  C  et  au  cercle  de  l'infini  ;  d'où  il  résulte  que  : 

Théorkmc  VIL  —  Le  centre  île  lu  surface  est  un  point  singulier 
isolé,  pour  Icipiel  le  cj/ie  tangent  se  compose  (le  quatre  plans  tnia- 

7.  Examinons  maintenant  la  section  de  la  surface  par  le  plan 
d'un  cercle  générateur.  La  section  étant  du  huitième  degré  et  le 
cercle  eu  faisant  partie,  le  reste  de  la  courbe  sera  une  courbe  du 
sixième  degré,  lieu  des  points  d'intersection  avec  le  plan  considéré 
de  tous  les  autres  cercles  générateurs,  cl  ayant  un  point  isolé  qua- 
druple à  l'origine.  11  est  facile  de  trouver  ses  points  d'intersection 
avec  le  cercle  générateur;  car,  sî  un  aulre  cercle  généraient-  ren- 
contre le  premier  en  un  point,  comme  ils  ont  même  centre,  ils  au- 
ront même  rayon  et  seront  tous  les  deux  sur  la  sphère  correspon- 
dant à  cette  valeur  de  p.   On  aura  donc  les  points  cherchés,  eu 
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prenant  les  points  d'intersection  du  cercle  considéré  avec  les  droites 
suivant  lesquelles  son  plan  coupe  les  plans  des  cercles  générateurs 
de  même  rayon.  Ces  plans  sont  au  nombre  de  quatre  :  trois  d'entre 
eux  fourniront  trois  droites  et  six  points  d'intersection  ;  le  qua- 
trième est  le  plan  considéré  qui,  pris  avec  lui-môme,  se  coupe  sui- 
vant sa  droite  de  contact  avec  son  cône  enveloppe,  c'est-à-dire  la 
génératrice  suivant  laquelle  il  touche  le  cône  C.  On  aura  donc 
ainsi  huit  points  d'intersection  à  distance  finie  :  la  courbe  du  sixième 
degré  étant  doublement  tangente  au  cercle  générateur  aux  points 
circulaires  de  l'infini  de  son  plan,  les  quatre  autres  points  sont  deux 
fois  les  ombilics  du  plan. 

Théorème  VIII.  —  Le  plan  d'un  cercle  générateur  coupe  la 
surface  suivant  ce  cercle  et  suivant  une  courbe  du  sixième  degré 
ayant  un  point  quadruple  isolé  à  V origine,  doublement  tangente 
au  cercle  générateur  à  V infini,  et  dont  les  huit  autres  points  d'in- 
tersection avec  ce  cercle  sont  :  deux  sur  la  génératrice  de  contact 
du  plan  du  cercle  avec  le  cône  C,  et  les  six  autres  sur  les  trois 
droites  suivant  lesquelles  le  plan  du  cercle  coupe  les  plans  des 
trois  cercles  générateurs  de  même  rayon. 

Si  le  plan  du  cercle  est  un  des  quatre  plans  P  (5),  les  points  à 
distance  finie  s'en  vont  à  l'infini  sur  les  quatre  droites  correspon- 
dantes qui  deviennent  asymptotes  à  la  courbe  du  sixième  degré; 
quant  au  cercle,  il  est  tout  entier  à  l'infini. 

8.  La  surface  ne  peut  avoir  d'autres  points  communs  avec  le 
cône  C  que  ceux  qui,  dans  le  plan  du  cercle  générateur,  sont  à  l'in- 
tersection du  cercle  avec  la  génératrice  de  contact.  La  courbe  com- 
mune est  donc  le  lieu  obtenu  en  portant  sur  chaque  génératrice  du 
cône,  à  partir  du  sommet,  une  longueur  égale  à  la  puissance  cor- 
respondante. La  surface  ne  pénétrant  pas  à  l'intérieur  du  cône, 
cette  courbe  ne  peut  être  qu'une  courbe  de  contact  ou  une  courbe 
de  rebroussement.  C'est  une  courbe  de  contact,  car,  si  c'était  une 
courbe  de  rebroussement,  dans  le  plan  du  cercle  générateur,  ce 
cercle  serait  doublement  tangent  à  la  courbe  du  sixième  degré  sur 
la  génératrice  de  contact,  ce  qui  n'a  pas  lieu.  On  voit,  au  contraire, 
que  ce  sont  deux  points  d'intersection  simples  qui  sont  alors  deux 
points  de  contact  du  plan  avec  la  surface.  Le  cône  C  étant  du  second 
degré,  sa  courbe  de  contact  avec  une  surface  du  huitième  degré  est 


du  huitième  degré  :  la  courbe  a  d'ailleurs  quatre  points  à  1  infini. 
respectivement  sur  les  génératrices  de  contact  des  plans  de  sections 
équilatèrcs  de  la  surface  S,,  lesquels  comptent  chacun  pour  deux, 
parce  que  l'origine  est  au  centre  j  elle  passe  quatre  fois  à  l'origine, 
mais  d'une  façon  imaginaire,  les  quatre  génératrices  correspon- 
dantes étant  celles  pour  lesquelles  la  puissance  p  devient  nulle. 
A  uns  venons  aussi  plus  loin  que  la  longueur  p  admet,  six  maxima 
ou  mini  ma. 

Théohemk  IX.  —  La  surface  est  tangente  au  cône  C  tout  le 
long  d'une  courbe  du  huitième  degré,  symétrique  par  rapport  au 
sommet  du  cône,  asymptote  à  quatre  génératrices  réelles  ou  ima- 
ginaires du  cône,  et  admettant  le  sommet  pour  point  multiple  du 
quatrième  ordre  à  tangrntes  imaginaires, 

9.  Le  plan  du  cercle  générateur  étant  biungcnt  à  la  surface 
aux  deux  extrémités  du  diamètre  de  contact,  tous  les  autres  points 
doubles  de  sa  courbe  d'intersection  avec  la  surface  sont  fournis  par 
une  courbe  double.  Négligeant  les  points  à  l'infini  qui  proviennent 
du  cercle  de  l'infini,  il  reste  à  distance  finie  six  points  d'intersec- 
tion de  la  courbe  du  sixième  degré  et  du  cercle,  plus  un  point  qua- 
druple à  l'origine  qui  compte  pour  six  points  doubles,  en  tout  douze 
points  doubles. 

Théorème  X.  — -  La  surface  possède  une  courbe  double  du 
douzième  degré,  dont  six  branches  imaginaires  se  croisent  à 
l'origine. 

10.  Nous  allons  étudier  maintenant  la  section  de  la  surface  par 
un  plan  quelconque  P.  Pour  cela,  nous  remarquerons  que  la  sur- 
face peut  être  déGnie  de  la  façon  suivante  :  on  considère  les  plans 
tangents  communs  au  cône  fixe  C  et  au  cône  variable  dont  l'é- 
quation (3)  est  l'équation  tangcnticlle.  Une  valeur  de  p  détermine 
ce  cône  variable,  puisque/;  est  le  paramètre  variable  de  son  équa- 
tion, et  détermine  aussi  une  sphère  x~  -\-j  !-i-  z"'  =  p!,  dont  les 
cercles  d'intersection  avec  les  quatre  plans  tangents  communs  en- 
gendrent la  surface.  Dans  le  plan  P,  nous  aurons  pour  la  section 
de  la  surface  la  définition  suivante  :  on  a  une  conique  fixe  C(  et  une 
conique  variable  d'un  faisceau  tangentiel  dont  le  paramètre  va- 
riable est  p';  la  courbe  est  engendrée  par  les  points  d'intersection 


"~\ 
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des  tangentes  communes  à  ces  deux  coniques  avec  le  cercle  de 

rayon  yjp* — /?*  suivant  lequel  la  sphère  x*  -hy*  H-  z*  =  p*  coupe  le 
plan  considéré  qui  est  à  une  distance  p  de  l'origine. 

Les  valeurs  remarquables  de  p*  sont  les  suivantes  : 

i°  o*  =  o  à  laquelle  correspond  le  cercle  imaginaire  2,,  suivant 
lequel  le  plan  P  coupe  le  cône  a*  -I-  (3*  4-  y*  =  o,  et  qui  fournit 
quatre  tangentes  communes  imaginaires  *, 

a°  p9  =  oo  à  laquelle  correspond  la  conique  2t,  suivant  laquelle 
le  plan  P  coupe  le  cône  enveloppe  des  sections  équilatères  de  la 
surface  Si,  et  qui  fournit  quatre  tangentes  qui  peuvent  être  réelles  ; 

3°  Enfin,  les  trois  coniques  du  faisceau  réduites  à  deux  points, 
lesquelles  sont  les  intersections  du  plan  P  avec  les  lignes  focales 
communes  des  cônes  et  dont  une  seule  peut  être  réelle,  correspon- 
dent à  des  valeurs  de  p*  faciles  à  déterminer.  En  effet,  d'une  part  la 
puissance  de  l'origine  par  rapport  à  toutes  les  sections  de  S2  passant 
par  une  de  ces  droites  est  constante  ;  d'autre  part  cette  droite  est 
parallèle  à  l'un  des  plans  principaux  de  S,  ;  si  donc  on  considère  le 
plan  mené  par  cette  droite  parallèlement  à  ce  plan  principal,  il 
coupe  S,  suivant  une  courbe  par  rapport  à  laquelle  la  puissance  de 
l'origine  est  la  puissance  cherchée.  On  a  donc  trois  valeurs  de  p, 
qui  sont  les  puissances  de  l'origine  par  rapport  aux  trois  sections 
parallèles  aux  plans  principaux,  à  chacune  desquelles  correspon- 
dent, comme  à  toutes  les  autres,  quatre  plans  tangents  au  cône  C  ; 
mais  alors  ces  quatre  plans  tangents  sont  menés  par  un  couple  de 
lignes  focales  communes  aux  autres  cônes. 

Il  y  a  encore  les  valeurs  maxima  et  minima  de  p  correspon- 
dant aux  maxima  et  aux  minima,  par  rapport  au  sommet  du 
cône  C,  de  la  courbe  de  contact  de  ce  cône  et  de  la  surface  S8  :  nous 
allons  les  déterminer  en  même  temps  que  les  points  doubles  de  la 
section  plane.  Remarquons  pour  cela  que,  pour  qu'un  point  de  cette 
courbe  soit  double,  il  faut  que  les  deux  tangentes  menées  de  ce 
point  à  la  conique  Q  correspondent  à  la  même  valeur  de  p1;  en 
d'autres  termes,  une  valeur  de  p*  donnera  un  point  double  lorsqu'un 
des  six  points  d'intersection  deux  à  deux  des  quatre  tangentes  cor- 
respondantes sera  un  point  de  la  courbe.  Il  suffit  donc,  pour  avoir 
les  points  doubles,  de  chercher  le  lieu  de  ces  points  d'intersection, 
et  les  points  communs  à  ce  lieu  et  à  la  courbe  ;  mais  le  lieu  des 
ombilics  communs  à  la  conique  Ci  et  à  toutes  les  coniques  du  fais- 
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ccau  tangcntiel  S,  -r-p!S,  =  o  n'est  autre  que  la    bessiennc  du 
réseau  taugenlicl  déterminé  par  les  trois  coniques  C,,  T.t  et  £),  et 

dont  l'équation  générale  tangentielle  serait 

Ls  =  o  étant  l'équatîon  Ungenticlle  deC,.Or  on  sait  que  cette 
courbe  est  du  troisième  degré,  que,  par  exemple,  les  trois  points  où 
elle  coupe  une  droite  quelconque  sont  les  trois  points  d'intersection 
de  cette  droite  avec  les  trois  autres  tangentes  communes  à  toutes  les 
courbes  du  réseau  tangentes  à  la  première  droite;  il  en  résulte 
qu'elle  coupe  la  section  de  S,  en  vingt-quatre  points,  qui  se  rédui- 
sent;! douze,  puisque  ce  sont  des  points  doubles. 

lt.  Le  cône  ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour  base  cette 
courbe  du  troisième  degré  est  le  cône  hessien  du  réseau  langenlicl 
de  cônes  défini  par  le  cône  C  et  le  faisceau  tangcntiel  (3)  i  c'est  lui 
qui,  par  son  intersection  avec  S,,  détermine  la  ligne  double  de  cette 
surface,  laquelle  se  trouve  bien  être  du  douzième  degré  comme 
nous  l'avons  déjà  vu,  indépendamment  du  cercle  de  l'infini,  tout 
le  long  duquel  deux  nappes  de  la  surface  sont  circonscrites  lune  â 
l'autre. 

Désignons  par  H  le  conc  bessien  dont  nous  allons  faire  une  élude 
spéciale.  On  voit  d'abord  qu'il  coupe  le  cône  C  suivant  si\  géné- 
ratrices, qui  sont,  comme  l'apprend  l'étude  des  réseaux  plans,  les 
génératrices  de  contact  avec  ce  cône  des  six  cônes  du  faisceau  tan- 
gcnticl  (3)  qui  lui  sont  tangents.  Pour  un  de  ces  six  cônes,  les 
quatre  plans  tangents  qu'il  a  de  communs  avec  le  cône  C  se  rédui- 
sent à  trois,  deux  d'entre  eux  étant  venus  se  confondre  avec  le  plan 


t  le  long  de  la  génératrice  de  contact;  donc,  sur  le 


cercles  d'intersection  de  la  surface  SB  avec  lasplière  correspondante, 
deux  sont  confondus,  et  la  spbère  est  circonscrite  tout  le  long  d'un 
grand  cercle.  De  plus,  si  l'on  considère  la  génératrice  de  contact, 
on  voit  que  la  génératrice  infiniment  voisine  demeure  dans  le 
plan  tangent  commun  aux  deux  cônes  et  fournit  la  même  valeur 
de  p*,  puisqu'elle  fournil  le  même  cône  dans  le  faisceau  tangenliel  ; 
donc  elle  correspond  à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  p*. 
Ainsi  : 

Th:::ohèiic  XI.  —  La  courbe  de  contact  de  la  surface  Ss  avec  le 
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cône  C  admet  six  maxima  ou  minima,  par  rapport  au  sommet 
du  cône.  Les  valeurs  dep1  correspondantes  fournissent  des  sphères 
tangentes  à  la  surface  le  long  du  cercle  générateur  correspon- 
dant, et  les  six  génératrices  du  cône  C  qui  en  résultent  sont  les 
droites  d' intersection  de  ce  cône  avec  le  cône  hessien  H. 

Le  réseau  de  coniques  2,  -f-  p*  Zs  -f-  X  £3  =  o  donne  lieu  à  un 
réseau  ponctuel  contre  variant*,  de  même,  le  réseau  des  cônes  qui 
ont  pour  sommet  l'origine  et  ces  coniques  pour  base  donne  lieu  à 
un  réseau  contre  variant,  formé  par  les  cônes  perspectifs  du  réseau 
ponctuel.  Pour  étudier  ces  deux  réseaux  de  cônes,  remarquons  que 
dans  le  réseau  tangentiel  se  trouve  le  cône  a1  -f-  J*  -f-  c*  =  o,  qui  a 
pour  base  le  cercle  de  l'infini;  tous  les  cônes  du  réseau  ponctuel, 
étant  harmoniquement  circonscrits  à  ceux  du  réseau  tangentiel, 
seront  harmoniquement  circonscrits  à  celui  d'entre  eux  qui  a  pour 
base  le  cercle  de  l'infini,  et  ne  pourront  être  conséquemment  que 
des  cônes  équilatères  (*).  En  particulier,  les  couples  de  plans  qui 
font  partie  du  réseau  ponctuel  ne  pourront  être  que  des  couples  de 
plans  rectangulaires;  considérons  donc  un  de  ces  couples  de  plans, 
lequel  étant  harmoniquement  circonscrit  à  tous  les  cônes  du  réseau 
tangentiel  forme  couple  de  plans  conjugués  par  rapport  à  ces 
cônes  (*):,  il  est  donc  conjugué  par  rapport  au  cône  C  de  base  S8  et 
par  rapport  au  cône  Cs  de  base  S2,  respectivement  enveloppes  des 
sections  équilatères  des  surfaces  Si  et  S»  qui  définissent  le  faisceau. 
Il  en  résulte  que  la  droite  commune  à  ces  deux  plans  doit  être  une 
ligne  focale  d'un  des  cônes  du  faisceau  tangentiel  défini  par  les 
cônes  Ci  et  C*,  car  les  couples  de  plans  tangents  menés  par  cette 
droite  aux  cônes  de  ce  faisceau  étant  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  plans  rectangulaires,  il  y  a  un  de  ces  couples 
formé  par  les  plans  tangents  menés  par  la  droite  au  cercle  de  l'in- 
fini, d'où  il  suit  que  le  cône  correspondant  admet  la  droite  pour 
ligne  focale.  Le  cône  hessien  lieu  de  ces  droites  ne  diflere  donc 
pas  du  lieu  des  lignes  focales  des  cônes  du  faisceau  tangentiel 
(C^Ct).  On  voit  qu'ici  les  surfaces  St  et  S$,  qui  déterminent  le 
faisceau  ponctuel  ).i  St  -f-  X2  S2  =  o,  jouent  absolument  le  même  rôle, 


(  *  )  Voir  notre  Mémoire  Sur  les  invariants  communs  à  deux  fonctions  quadratiques 
{Comptes  rendus  du  Congrès  de  Lille,  187/j,  p.  I23/|). 
(')/*iV.,p.  1224. 


et  l'on  doit  s'attendre  à  ce  qu'il  en  soit  de  mime  de  toutes  les  au- 
tres surfaces  du  faisceau  :  c'est  en  effet  ce  qui  a  lieu.  L'équation 
tangenticlle  du  cône  C  enveloppe  des  sections  équilatéres  de  la  sur- 
face S,  étant 

Ol{^,-i-y')-^->>l[y'  +  x,)  -4- e,  (ut' -i- (3')  -4-a/,j3y-i-  ïm,ya-i-în,xP  =  o, 

on  voit  qu'elle  est  du  premier  degré  par  rapport  aux  coefficients 
de  la  surface  S(;  si  donc  on  y  remplace  a,,bl,ci,...,  par  à,<3i-i-X,af, 
l|ii-4-Aiè»,  ^Cj  +  ljCj,...,  elle  sera  du  premier  degré  en  X,  et  1, 
et  deviendra  l'équaLion  tangcntîelle  générale  des  cônes  d'un  fais- 
ceau laugentiel.  Doue  : 

Théorème  XII.  —  Tous  les  cônes  du  second  degré,  enveloppes 
respectives  des  sections  équilatéres  passant  par  un  point  donné  de 
toutes  les  surfaces  du  second  degré  d'un  faisceau  ponctuel,  ont 
quatre  plans  tangents  communs. 

C'est  précisément  le  faisceau  tangentiel  déterminé  par  les  cônes C( 
et  d  qui  correspondeut  respectivement  aux  surfaces  S,  et  S,.  Le 
cône  liessien  n'est  donc  autre  que  le  lieu  des  lignes  focales  des  cônes 
enveloppes  des  sections  équilatéres  de  toutes  les  surfaces  du  fais- 
ceau ponctuel.  Ainsi  : 

Théobème  XTTI.  —  Le  cône,  lieu  des  lignes  focales  des  cônes 
enveloppes  respectives  des  sections  équilatéres,  passant  par  un 
point  donné,  de  toutes  les  surfaces  d'un  faisceau  ponctuel,  est  un 
cône  du  troisième  degré  qui  passe  par  la  ligne  double  de  la  sur- 
face SB,  lieu  des  cercles  ayant  pour  centre  le  point  donné,  et  fai- 
sant partie  du  système  tangentiel  conlrevariant  du  faisceau 
ponctuel. 

Il  résulte  encore  de  ce  qui  précède  que  : 

Théorème  XIV.  —  Dans  un  faisceau  ponctuel  de  surfaces  du 
second  degré,  il  y  a  trois  surfaces  pour  lesquelles  le  cône  enve- 
loppe des  sections  équilatéres  se  réduit  à  deux  dt  oites. 

Le  cône  H  jouit  encore  d'une  foule  de  propriétés  qui  se  dédui- 
sent trop  facilement  de  celles  de  la  cubique  plane  lieu  des  foyers 
des  coniques  tangentes  à  quatre  droites  pour  que  nous  insistions 
davantage.  Nous  ne  citerons  que  la  suivante  : 

Théorème  XV.  —  D'une  génératrice  fixe  du  cône  H,  on  voit 


^S 
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les  deux  lignes  focales  d'un  cône  quelconque  du  faisceau  [Q,  Cf] 
sous  deux  plans  formant  un  angle  variable,  mais  dont  les  plans 
bissecteurs  restent  les  mêmes. 

Si  la  génératrice  fixe  décrit  le  cône  H,  les  plans  bissecteurs  en- 
veloppent un  cône  de  troisième  classe  ayant,  avec  le  premier,  neuf 
contacts,  dont  six  au  moins  sont  imaginaires ,  et  qui  est  le  cône 
cayleyen  du  système. 


Sur  le  contact  des  courbes  planes  avec  les  coniques  et  les  courbes 

du  troisième  degré;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  i5  décembre  1875.) 

4.  Parmi  les  espèces,  en  nombre  indéfini,  de  points  particuliers 
dont  la  théorie  du  contact  nous  révèle  l'existence  sur  les  courbes 
planes,  je  me  propose  ici  d'en  considérer  spécialement  deux.  J'en- 
visagerai les  points  en  lesquels  une  courbe  se  rapproche  plus  qu'en 
tout  autre  point,  en  premier  lieu  d'une  conique,  en  second  lieu 
d'une  courbe  du  troisième  degré  ou  cubique.  Les  premiers  ont  déjà 
attiré  l'attention  de  plusieurs  géomètres,  notamment  MM.  Cayley, 
Zeuthen,  Painvin.  Ds  ont  reçu  de  M.  Cayley  le  nom  de  points  sex- 
tactiques,  généralement  adopté.  Les  seconds  ne  me  paraissent  pas 
avoir  été  étudiés  jusqu'à  présent.  Le  problème  que  je  me  propose 
ici  consiste  à  trouver  le  nombre  de  ces  points  sur  une  courbe  algé- 
brique offrant  des  singularités  quelconques.  Pour  résoudre  ce  pro- 
blème, j'établirai  d'abord  une  proposition  générale,  propre  à  four- 
nir la  solution  de  beaucoup  de  questions  analogues.  Ce  sera  l'objet 
du  §  I.  Dans  les  §§  II  et  III,  je  résoudrai  le  problème  relatif  au 
contact  des  coniques,  puis  le  problème  relatif  au  contact  des  cu- 
biques. 

2.  Soit  TJ(x,  r)  =  o  une  équation  algébrique.  Je  suppose  que, 
pour  une  valeur  \  de  la  variable  x,  les  racines  y  se  répartissent  en 
divers  systèmes  circulaires.  On  sait  que  la  propriété  caractéristique 
de  ces  systèmes  circulaires  est  la  suivante  :  Soit  n  le  nombre  des 
racines  comprises  dans  l'un  d'eux;  ces  n  racines  forment,  pour 
les  petites  valeurs  de  (x  —  £),  une  seule  et  même  fonction  synec- 


tique  de{x —  E)*.  Par  suite,  ces  n  racines  sont  représentées  à  la  fois 
par  les  équations 

(,)  *-{=«■.  r  =  F('l, 

où  V(t)  est  une  fonction  syn  ce  tique  pour  les  petites  valeurs  de  (, 
c'est-à-d ire  développable  en  série  convergente  suîvaut  les  puissances 
entières  et  ascendantes  de  t.  Le  cas  où  des  racines^  scraieut  infinies 
ne  fait  pas  exception.  La  fonction  F  (t)  se  compose  alors  de  la  somme 
de  quelques  termes,  dans  lesquels  les  exposants  de  (  sont  négatifs, 
cl  d'une  série  convergente. 

Soït  maintenant  ${fl\^)  une  fonction  entière.  Si  l'on  prend 
pour  x  une  valeur  quelconque,  et  pour  y  successivement  toutes  tes 
racines  de  U  =  o,  on  obtient  la  résultante  en  x  des  équations 
$  =  o,  0  =  o,  en  égalant  à  zéro  le  produit  de  toutes  les  expres- 
sions de  Q>(x,y).  Soit  R{.r)  =  o  celle  résultante,  sous  forme  en- 
tière ;  on  a 

[âj  R(x}=U<t>(x,y}. 

Si,  dans  celle  identité,  on  fait  x  —  £ ,  ou  devra,  dans  le  second 
membre,  mettre   successivement  pour  y  tous  les  développements 

tels  que  F^(.r  —  $)"_]•  Par  suite,  si£  est  une  racine  de  R(.r),  voici 
comment  on  pourra  évaluer  l'ordre  de  multiplicité  de  cette  racine. 
Substituons  dans  4>{x,  j  )  à  x  étales  expressions  (i);  ordonnons 
le  résultat  suivant  les  puissances  ascendantes  de /.  Soit  h  le  degré 
de  t  au  premier  terme.  Soient,  de  même,  h',  //', .  .  .  les  nombres 
analogues  obtenus  en  considérant  les  autres  systèmes  circulaires  de 
racines  répondant  à  la  valeur  £  de  .r.  L'ordre  de  multiplicité  de  la 
racine  £  de  ~R{x)  est  égal  à  A  -3—  h' -\- h"  -\- .  .  . . 

Pour  faciliter  le  langage,  je  dirai  que  le  nombre  /(  csi  l'ordre  de 
la  Jonction  *£(->", _j')  relativement  nu  système  circulaire  (i).  On 
voit  que  la  somme  des  ordres  de  la  fonction  ty  relativement  à 
tous  les  systèmes  circulaires  de  racines  y  de  U(,T,j>*)=  O,  qui 
répondent  h  toutes  les  valeurs  finies  de  a-,  est  égal  à  la  somme 
des  ordres  de  multiplicité  des  racines  de  T{(x),  c'est-à-dire  au 
degré  de  cette  résultante. 

Je  vais  transformer  ce  dernier  énoncé,  en  considérant  dans 
l'équation  (a)  une  valeur  infiniment  grande  de  x.  Pour  une  telle 
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valeur  de  x,  les  racines  y  se  répartissent  en  groupes  dont  le  type 
est  contenu  dans  les  équations 

(3)  *  =  f-,  r=F(')> 

dans  lesquelles  n  est  un  entier  positif,  et  F  a  la  même  signification 
que  précédemment.  Je  substitue  dans  (a)  à  x  et  y  les  expres- 
sions (3).  Soit  ( —  A  )  le  degré  de  t  au  premier  terme.  Soient  ( —  A'), 
(  —  A"),  ...  les  nombres  analogues  obtenus  en  opérant  de  même 
avec  les  autres  expressions  analogues  à  (3).  Le  degré  de  R(.r)  est 
k  4-  À7  -f-  A"  -f- ... .  J'applique  ici,  comme  on  le  voit,  un  procédé 
d'élimination  bien  connu. 

On  peut  considérer  les  équations  (3)  comme  cas  particulier  des 
équations  (i).  11  suffit  pour  cela  d'admettre  que,  dans  (i),  n  est  un 
entier  positif  ou  négatif.  Alors  le  nombre  ( —  A)  est,  d'après  la  dé- 
finition ci-dessus,  Tordre  de  ^(x^y)  relativement  au  système  cir- 
culaire (3).  Voici  donc  l'énoncé  que  j'obtiens  au  lieu  du  précé- 
dent : 

Théorème  I.  — La  somme  des  ordres  d'une  Jonction  entière 
4>  (x^y)^  relativement  à  tous  les  systèmes  circulaires  de  racines  y 
d'une  équation  algébrique  \i[x,y)  =  o,  correspondant  à  toutes 
les  valeurs  finies  ou  infinies  de  x,  est  nulle. 

L'avantage  que  présente  cette  forme  d'énoncé  consiste  en  ce  que 
la  proposition  peut  de  la  sorte  être  étendue  à  des  fonctions  plus 
générales.  Soit,  par  exemple,  une  fonction  rationnelle,  quotient  de 
deux  fonctions  entières,  ^(jt,/),  0(x,y).  L'ordre  du  quotient  re- 
lativement à  un  système  circulaire  est  égal  à  la  différence  des  or- 
dres de  ty  et  de  0.  Par  suite  : 

Théorème  II.  —  La  somme  des  ordres  d'une  fonction  ration- 
nelle de  x  et  y,  relativement  à  tous  les  systèmes  circulaires  de  ra- 
cines y  d'une  équation  U(.r,  j))  =  o,  correspondant  à  toutes  les 
valeurs  finies  ou  infinies  de  .r,  est  nulle. 

Sous  une  forme  plus  usitée,  mais  moins  appropriée  aux  applica- 
tions que  j'ai  en  vue,  le  théorème  II  exprime  que  le  nombre  des  zéros 
d'une  Jonction  algébrique  quelconque  d'une  variable  est  égal  au 
nombre  de  ses  infinis.  Il  importe  d'observer  que  le  théorème  II 
s'applique  sans  modification  à  une  fonction  Rationnelle  de  x,y  et 
des  dérivées  dey.  Car,  en  vertu  de  l'équation  U  (x^y)  =  o,  ces  déri- 
vées s'expriment  rationnellement  au  moyen  de  x,  y.  Donc  la  fonc- 


tion  considérée  ne  diffère  pas  au  fond  d'une  fonction  rationnelle  de 
x  ely  seuls. 

3.  Voici  une  dernière  proposition  préparatoire,  irès-simple,  et 
qui  vraisemblablement  n'est  pas  nouvelle. 
Soit  D  un  déterminant  composé  de  la  ligne 


et  de  n  lignes  formées  avec  les  dérivées  premières,  secondes, . 
ntlm"  des  termes  de  la  première  ligne.  On  a 


où  l'on  a  posé 

Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  cette  proposition,  et 
j'arrive  maintenant  au  premier  de  nos  problèmes  :  Trouver  te 
nombre  des  points  sextactiques  d'une  courbe  algébrique  donnée. 

§n. 

4.  Soit  U  (x-,y)  =  o  l'équation  de  la  courbe.  Soit 

f(x  r4rt.tmi±r\_0 

'V     X  dx         dx') 

l'équation  différentielle  des  coniques.  On  a  à  étudier  les  points  de 
la  courbe  U,  dont  les  coordonnées  satisfont  à  cette  équation  diffé- 
rentielle. Un  point  sextactique  ordinaire  sera  un  point  simple,  dont 
les  coordonnées  annuleront  y,  et  tel  que  les  coordonnées  d'un  point 
infiniment  voisin,  pris  sur  la  courbe  à  distance  infiniment  petite 
du  premier  ordre,  rendent  y*  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Si 
l'on  ajoute  au  nombre  de  ces  points  la  somme  des  ordres  de^" rela- 
tivement à  tous  les  systèmes  circulaires  de  racines^',  pour  lesquels 
cet  ordre  n'est  pas  égal  à  l'unité,  la  somme  totale  est  nulle,  en 
vertu  du  théorème  II.  On  voit  donc  comment  ce  théorème  conduit 
à  la  solution  de  notre  problème. 

Je  considère  d'abord  les  systèmes  circulaires  correspondant  à  une 
valeur  intimaient  grande  de  x.  Comme  il  s'agit  de  l'étude  de  points 


~) 
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jouissant  d'une  propriété  projective,  je  puis  supposer  que  la 
courbe  U  n'a  à  l'infini  que  des  points  simples  ordinaires,  qui  ne 
soient  pasdes  points  sextactiques.  Chacun  des  systèmes  circulaires 
à  considérer  se  compose  d'une  seule  racine,  et  les  équations  (3)  se 

réduisent  à 

ç 

(4)    *  =  |-»,    jr  =  F(t)=  A/-'+B-fC/+...=  Aa;  +  B+-  4-.... 

x 

Soit  (3  l'ordre  de  y  relativement  à  un  tel  système  circulaire.  Je  cal- 
culerai tout  à  l'heure  ce  nombre.  Soit  m  le  degré  de  U.  D  y  a  m 
systèmes  circulaires  tels  que  (4).  La  somme  des  ordres  def  relati- 
vement à  ces  systèmes  circulaires  est  m  (3. 

Si,  en  un  point  deU,  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  j',  les  dé- 
rivées dey  sont  infinies  en  ce  point.  Pour  la  même  raison  que  tout 
à  l'heure,  on  peut  admettre  que  tous  les  points  analogues  sont  des 
points  à  distance  finie,  simples  et  non  sextactiques.  Soient  £,  n  les 
coordonnées  de  l'un  d'eux  5  les  deux  racines  y,  qui  coïncident  avec 
y  pour  x  =  £,  forment  le  système  circulaire 

x  —  ç>=  l7, 

y  —  vî  =  F(/)  =  kt  -f- B/J-f-  C l% H- . . . 

x  =A(*  —  É)*-f-B(*  —  Ç)  +  C(*  —  Ç)*-t-.... 

Soit  a  Tordre  def  relativement  à  un  tel  système  circulaire.  Je  cal- 
culerai tout  à  l'heure  ce  nombre.  Soit  c  la  classe  de  U.  Il  y  a  c  sys- 
tèmes circulaires  tels  que  (5).  La  somme  des  ordres  de  f  relative- 
ment à  ces  systèmes  est  c  a . 

Je  vais  calculer  maintenant  (3  et  a.  A  cet  effet,  je  forme  d'abord 
la  quantité  y. 

5.  La  fonction/ est  le  déterminant  composé  :  i°  de  la  ligne 

(A)  1,     x,     x\    y y     xy9    y7; 

20  des  cinq  lignes  obtenues  en  prenant  successivement  les  dérivées 
par  rapport  à  x  des  termes  de  (A). 

Il  ne  serait  pas  nécessaire  de  développer  ce  déterminant  pour 
résoudre  le  problème  ;  mais  il  se  présente  ici  une  circonstance  ana- 
lytique, qui  nous  échapperait  tout  d'abord  si  nous  ne  commencions 
par  faire  ce  calcul.  Je  vais  donc  effectuer  le  développement.  Je  re- 


marque  d'abord  que_fsi. 

râlu 

t  évidemment 

r" 

(*>■)"      (f<~ 

/= 

r" 

Wf  If-" 

f 

[Vf   (?')• 

On  pourrait  développer  les  dérivées  et  faire  ensuite  les  réductions. 
Une  remarque  permet  d'éviter  ce  calcul.  Conformément  à  une  ob- 
servation que  j'ai  déjà  eu  l'occasion  de  faire  (') 
que _/* ne  contient  ni  #j  ni  r,  BÏJ|/.  On  peut  doj 
trois  quantités  sont  nulles.  Posant  alors 


sait  d'avance 
:  supposer  que  ces 


(6j 

«,= 

j'ai  pour  y 

e  développement 

r=a,xi+  a, 

et  ensuite 

xy  =  a*x*- 

y  =  a\x* 

par  suite,  à 

un  facteur  numé 

niérique  près,/  se  réduit  à 


/= 


On  voit  que  f  se  décompose  en  deux  facteurs,  r/s  et  ç.  D'après  (6), 
lit  est  à  un  facteur  numérique  près  la  dérivée  seconde  )  ".  Eu  égalant 
i'i  zéro  ce  facteur,  on  a  l'équation  caractéristique  des  points  d'in- 
flexion. En  égalant  à  zéro  le  facteur  o,  on  a  l'équation  caractéris- 
tique des  points  scxtaliques. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  j'opérerai  sar  fvt  non  sur  y;  par  suite, 
pour  trouver  l'ordre  de  tp  relativement  à  un  -vstème  circulaire,  je 
chercherai  l'ordre  dc/*cl  celui  de  «,,  et  je  retrancherai  ce  dernier 
du  précédent.  La  différence  sera  l'ordre  de  o. 

(j.  Je  vais  calculer  [5,  c'est-à-dire  l'ordre  de  y  relativement  au 
système  circulaire  [4)-  On  voit  donc  que  "fi  est,  au  signe  près,  le 
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degré  de  la  partie  principale  de  <j>  où  Ton  substitue  &y  le  dévelop- 
pement 

r  =  Aar  +  Bh h. . . . 

'  .r 

Pour  le  facteur  at  ouj^7,  la  partie  principale  est  —  •  Elle  est,  en  x, 

du  degré  —  3;  en  £,  du  degré  3.  Ainsi  Tordre  de  at,  relativement 
au  système  circulaire  (4)9  est  égal  à  3. 

Pour  calculer  Tordre  de  f,  j'observe  que  par  des  combinaisons 
linéaires  on  amène  les  divers  termes  de  la  ligne  (A)  (n°  5)  à  avoir 
pour  parties  principales,  à  des  facteurs  constants  près, 

I*y»  «y*2  *Y*       I  **••"*  *y*~ """3 

Par  suite,  d'après  la  proposition  du  n°  3,  la  partie  principale  de  f 
est  du  degré  —  18  en  x,  ou  du  degré  1 8  en  t.  Si  j'en  retranche  le 
nombre  3,  ordre  de  af,  j'ai,  pour  Tordre  (3  de  y,  j3  =  i5. 

7.  Pour  calculer  a,  je  calcule  d'abord  Tordre  de^"  relativement 
au  système  circulaire  (5).  La  partie  principale  de  y"  est  du  de- 

3 

gré relativement  à  ( x  —  £),  ou  du  degré  —  3  relativement  à  t. 

L'ordre  de  y  est  ainsi  égal  à  —  3. 

Pour  calculer  Tordre  de/*,  je  ramène  par  des  combinaisons  li- 
néaires la  ligne  (A)  à  se  composer  de  termes  dont  les  parties  prin- 
cipales sont,  à  des  facteurs  constants  près, 

i,     (*-$)',     (x-î),     (*-&)*,     (*-$)*.    [x-lY.         . 
D'après  le  n°  3,  le  degré  de  la  partie  principale  de/est,  en  (x  —  £), 
égal  à •  Relativement  à  f,  son  degré  est  donc  —  i5.  Par  suite, 

Tordre  de  (f  est  —  1 5  -f-  3  ou  —  12.  Donc  a  =  —  12. 

Soit  S  la  somme  des  ordres  de  9  relativement  à  tous  les  systèmes 
circulaires  qu'il  nous  reste  à  envisager.  Conformément  au  théo- 
rème II,  on  a 

(8)  S—  12c  h-  i5m=~  o. 

8.  Soient 

x  —ïz==t»9    y_  „_-  F(l)  =  A/**" 4-  B r4*1^' -+- . .. 
iv.  5 


-  (iC  — 
les  équations  d'on  système  circulaire  pris  parmi  ceux  qu'il  nous 
reste  ù  considérer.  Pour  aucun  d'eux  la  tangente  n'est  parallèle  à 
l'axe  des  y\  ''s  répondent  d'ailleurs  à  des  valeurs  linies  de  xet 
dej-.  Donc  les  nombres  n,  r,  s,  . . .  sont  des  entiers  non  négatifs. 
Je  dis  qu'on  peut  supposer  que  r  ne  soit  pas  nul,  et  aussi  que  £  et  ïi 
soient  nuls.  Si,  en  etlet,  r  est  nul,  changeons  x  en  (x  -+-  £}  et  y  en 
[j-\-rt  -+-  \x).  Cette  substitution  réalise  notre  hypothèse;  mais  la 
fonction  y,  ne  contenant  ni  x,  ni  y,  ni  la  dérivée  première  )•',  n'est 
pas  altérée  par  cette  substitution.  Donc,  pour  calculer  l'ordre  de  la 
fouction^*  relativement  à  un  quelconque  des  systèmes  circulaires 
considérés,  on  peut  supposer  ce  dernier  ramené  à  la  forme 

(9)  x  —  t\    f  =  M*+r-i-Bt"+'+,-h..., 

où  r  est  positil.  En  d'autres  termes,  ou  peut  supposer  que  l'origine 
des  coordonnées  et  l'axe  des  x  soient  l'origine  et  la  tangente  du 
système  circulaire. 

Cela  étant,  je  commence  par  m'occuper  de  l'ordre  de  j" relative- 
ment an  système  circulaire  (9}.  11  est  clair  que  la  partie  principale 

de  y"  est,  en  x,  du  degré 1  par  suite,  en  r,  du  degré  [r  —  «). 

Nous  rappelant  que,  pour  la  fonction  y,  les  nombres  analogues 
à  S  et  à  *  sont  3  et  —  3.  nous  obtenons  incidemment,  d'après  1c 
théorème  11,  la  relation 

(10)  2(r—  a}—  3c-t-3m  =  0, 

où  le  signe  sommatoire  s'étend  à  tous  les  systèmes  circulaires  pour 
lesquels  les  nombres  n  et  r  sont  différents.  Si  l'on  remarque  que 
chaque  point  d'inflexion  ordinaire  (n  =  1,  r  =  2)  figure  pour  une 
unité  dans  cette  somme,  on  voit  que  cette  formule  donne  le  nombre 
des  points  d'inflexion  d'une  courbe  algébrique  quelconque. 

0.  Je  considère  maintenant  la  quantité  y.  La  première  ligne  de  ce 
déterminant  est 

(A)  1,    *,    *»,    y,    ter,    y- 

Je  cherche  son  ordre  relativement  au  système  circulaire  (9).  Je 
suppose,  en  premier  lieu,  que/-  soït  différent  de  n.  Comme/'  est 
positif,  on  voit  que  les  parties  principales  des  divers  termes  de  (A) 
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sont  toutes  de  degrés  différents,  savoir 

r  r  2r 

o,     i,     2,     i-f-->     2-f-->     an • 

n  n  n 

Par  suite,  d'après  la  proposition  du  n°  3,  la  partie  principale  dej 
est,  en  x,  du  degré 

r  r  ar        ~       4** —  in 

#  /»  /»  n 

Le  degré  en  t  ou  Tordre  dey  relativement  au  système  circulaire 
est  donc  (4^  —  jn). 

Si  Ton  n'avait  pas  effectué  le  calcul  du  n°  5,  ce  résultat  eût  averti 
que  j'"  est  en  facteur  dans  y.  En  effet,  si  l'on  suppose  n  =  1 ,  r  =  2, 
on  voit  que  l'ordre  de  f  est  l'unité*,  donc  f  s'évanouit  en  chaque 
point  d'inflexion. 

L'ordre  de  j^',  relativement  au  système  circulaire  considéré,  étant 
(r —  71),  celui  de  y  est  4^  —  7**  —  (*' —  /z)  =  3r —  6n. 

Considérant  successivement  tous  les  systèmes  circulaires  pour 
lesquels  les  nombres  n  et  r  sont  différents,  c'est-à-dire  toutes  les 
branches  de  la  courbe  qui  ont  avec  leurs  tangentes  des  contacts 
dont  l'ordre  diffère  de  l'unité,  je  pose 

(11)  G  =  2(3r  —  6/1),     r>n. 

Le  nombre  G  est  un  élément  de  la  somme  désignée  précédemment 
parS(n°7). 

10.  J'examine  maintenant  ce  qui  est  relatif  à  un  système  circu- 
laire pour  lequel  les  nombres  n  et  r  sont  égaux,  c'est-à-dire  défini 
par 

(la)  X=zP,     jr  =  A I*"  4- B  l1"**  + 

Les  branches  qui  composent  ce  système  circulaire  ont,  avec  leur 
tangente  à  l'origine,  des  contacts  du  premier  ordre.  Si  le  nombre  n 
est  l'unité,  le  système  circulaire  se  réduit  à  une  seule  branche. 

Je  considère  encore  la  ligne  (A)  du  déterminant  /  (n° 9).  Les 
parties  principales  des  divers  termes  de  cette  ligne,  sauf  le  terme  y, 
sont  respectivement  des  degrés  0,1,  a,  3,  4«  Quant  au  terme  jjr,  sa 
partie  principale  est  du  second  degré,  et  disparait  dans  le  détermi- 

5. 


nant.  Pour  la  faire  disparaître  immédiatement,  je  fais  une  combi- 
naison linéaire  des  termes  de  (A),  de  telle  sorte  que  la  partie  prin- 
cipale de  cette  combinaison  soit  d'un  degré  di lièrent  des  nombres  o. 
i ,  a,  3,  4-  Soit  C  cette  combinaison 

(i3)  C  =  n,r,+  by  +  vxy  +  <}y, 

et-  le  degré  de  la  partie  principale  de  C.  On  voit  alors  (n°  3)  que 
le  degré  de  la  partie  principale  de  /est,  e 

l'ordre  de/,  relativement  au  système  circulaire  {ia),cst  (à —  *3n). 
C'est  aussi  l'ordre  de  o,  car  celui  du  facteur  i  *  est  zéro. 

Je  considère  successivement  tous  les  systèmes  circulaires  pour 
lesquels  le  nombre  (A  —  ~>n)  n'est  pas  nul,  et  je  pose 

(■4)  L  =  Z(l-5n). 

L'équation  (8)  devient 

(i5)  G-t-L=i2C-i5m. 

Celte  dernière  relation  contient  la  solution  du  problème.  Pour  s'en 
convaincre,  il  suffit  d'examiner  la  signification  du  nombre  (X  —  5n) 
quand  on  suppose  n  =  i .  Dans  cette  hypothèse,  le  système  circu- 
laire (1a)  se  réduit  à  une  branche  unique.  D'autre  part,  la  quan- 
tité C  étant  infiniment  petite  de  l'ordre  A  quand  x  est  infiniment 
petit  du  premier  ordre,  la  conique  C  =  oa,  avec  la  branche  de 
courbe,  à  l'origine,  un  contact  d'ordre  (X  —  i). 

Il  est  manifeste  qu'en  général  X  est  égal  à  5,  et  le  nombre  (1  —  ?>n) 
est  alors  égal  à  zéro;  mais,  si  7.  est  égal  à  6,  le  nombre  (A  —  'Sri)  est 
égal  à  l'unité.  Donc  chaque  point  sextaclique  figure  pour  une  unité 
dans  L.  Si  ).  est  égal  à  (5  -f-  h)  (h  =  i,  a,  .  . .),  c'est  qu'alors  la 
courbe  a,  en  un  point,  avec  une  conique  un  contact  d'ordre  (4  -f-  h). 
Ce  point  figure,  dans  L,  pour  A  unités,  et  compte  pour  A  points 
sextactiques.  11  suffit  donc  de  calculer  directement  les  éléments 
(),  —  On)  relatifs  aux  valeurs  de  n  dillérentes  de  l'unité,  pour  con- 
clure de  l'équation  (i  5)  le  nombre  des  points  sextactiques,  les  nom- 
bres m,  c,  G  étant  supposés  connus. 

Les  éléments  (À  —  ha)  que  l'on  doit  calculer  directement  sont 
relatifs  uniquement  à  des  points  singuliers,  et,  dans  beaucoup  de 
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cas,  ils  sont  nuls.  Il  me  reste  à  dire  comment  on  peut  les  obtenir. 
Je  suppose  que  Ton  ait  reconnu  l'existence,  sur  la  courbe  considé- 
rée, d'un  système  circulaire  de  n  branches  [n  >  i),  ayant  avec  la 
tangente  des  contacts  du  premier  ordre.  Soient  alors  (12)  les  équa- 
tions qui  représentent  ce  système  circulaire,  ou  plutôt  soit 


«+•' 


(16)  j  =Ax*-+-Bx     "-h... 

le  développement  commun  qui  représente  ces  n  branches.  On  sait 
que,  dans  le  développement  prolongé  suffisamment,  on  rencontrera 
nécessairement  un  exposant  fractionnaire.  Si  le  premier  exposant 

fractionnaire  est  inférieur  à  5,  il  est  manifeste  que  le  nombre  - 

est  égal  à  cet  exposant.  Le  nombre  X  est  ainsi  trouvé  pour  ce  cas,  et 
Ton  voit  que  (X  —  5n)  est  alors  un  nombre  négatif.  Si,  au  con- 
traire, le  premier  exposant  fractionnaire  est  supérieur  à  5,  alors 

-  peut  être  égal  ou  supérieur  à  5,  et,  en  aucun  cas,  ne  peut  dépas- 

ser  cet  exposant.  Pour  reconnaître  la  valeur  de  X.  on  devra  calculer 
directement  les  coefficients  de  C,  de  manière  que  les  termes  du 

deuxième  au  quatrième  ordre  disparaissent.  Le  nombre  -  est  alors 

égal  à  l'ordre  minimum  des  termes  qui  subsistent.  On  voit  que, 
dans  ce  cas,  le  nombre  (X  —  5/z)  est  nul  ou  positif. 

Les  points  appelés  communément  points  de  rehroussement  de 
deuxième  espèce  nous  offrent  l'exemple  de  ces  divers  cas.  On  ob- 

tient  cette  singularité  en  supposant  que  n  soit  égal  à  2.  Soit 

le  premier  exposant  fractionnaire.  Il  sera  inférieur  ou  supérieur 
à  5  suivant  que  À"  sera  inférieur  ou  non  a  5.  Ainsi  les  rebrousse - 
ments 

r=Ax7-h  B-r*  -+-. .., 

/rrA^  +  B^  +  Cr  -4-.  .  ., 

9 

fournissent  au  nombre  L  les  éléments  —  5,  —  3,  —  1 . 
Au  contraire,  le  rebroussement 


1 1 


j'sA^+B^+C^-f-  I)x  M-Ex  4  -h. .. 


donne  généralement  /.  —  Un  =  a.  Mais  on  peut  a» 
Si,  par  exemple,  les  coefficients  B,  C,  D  sont  nuls  à  la  fois,  chacune 
des  deux  branches  du  rebroussement  a  un  contact  d'ordre  -  avec  la 
parabole^1  =  Aa:' ;  et  l'on  aX  —  5n  —  t. 

\  l .  Pour  fixer  complètement  les  idées  à  ce  sujet,  je  considère  la 
courbe  représentée  par  ce  dernier  développement,  ou  plutôt  la 
courbe  représentée  par  l'équation  en  coordonnées  triangulaires 

U  =  z[yz'—  Ax'z'—  Dxl  )'  —  ,r"  =  o. 

Cette  courbe  possède  deux  points  singuliers  : 

i°  Le  point  Y  (s  =  o,  x=  o).  En  ce  point  la  courbe  U  se  com- 
pose d'un  système  circulaire  dont  l'ordre  de  multiplicité  est  g.  Le 
développement  commun  aux  neuf  branches  constituant  ce  système 


circulaire  est 


Hir 


La  tangente  est  la  droite  z  =  o.  D'après  des  principes  connus, 

l'abaissement  que  ce  point  produit  dans  la  classe  est  égal  à  8  x  1 1 . 

a0  Le  point  Z(x  =  o,j-=  o).  Ce  point  est  un  rebroussement  : 


L'abaissement  produit  dans  la  classe  par  ce  point  est  égal  à 
1 1  ;  par  suite ,  le  degré  m  étant  égal  à  1 1 ,  la  classe  c  est  égale  à 
ioXii —  8  Xii  — ii,  c'est-à-dire  c  =  m  =  n. 

De  plus,  le  point  Y  est  l'origine  du  seul  système  circulaire  pour 
lequel  les  nombres  r  et  n  soient  différents,  et  l'on  a 
n  =  9,     r  =  n— 9=a. 

Donc,  en  premier  lieu,  la  formule  (10)  montre  que  la  courbe  U 
possède  sept  points  d'inflexion.  Ce  résultat  est  facile  à  vérifier  di- 
rectement. 

Le  nombre  G  est  ici  égal  à  —  3  Xi6,  le  nombre  (  \ic  —  i5wj) 
à  —  3  X  1 1 .  On  a  donc,  d'après  (i5), 
L=i5. 
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Par  suite,  d'après  les  remarques  du  numéro  précédent,  la  courbe  U 
a  quinze  points  sextactiques  ;  mais,  si  D  est  nul,  elle  n'en  a  plus 
que  quatorze. 

12.  Les  résultats  généraux  contenus  dans  la  formule  (i5)  peu- 
vent être  énoncés  de  diverses  manières.  La  forme  la  plus  simple 
s'obtient  comme  il  suit.  Dans  (i5),  je  remets  pour  G  son  expres- 
sion, et  j'ai 

L-+-  32(r  —  2/i)=:i2c  —  i5m. 

Combinant  cette  relation  avec  (10)  de  manière  à  éliminer  /',  et  dé- 
signant Z/z  par  la  lettre  N,  j'obtiens 

(17)  L  ~3(c  —  2#w  4-  N); 

d'où  l'énoncé  suivant  : 

Théorème  III.  —  Soient  m,  c  le  degré  et  la  classe  d'une  courbe  U, 
N  le  nombre  total  des  branches  de  cette  courbe  ayant  avec  leurs 
tangentes  des  contacts  d'ordre  différent  de  l'unité;  soit  enfin 
(4  -+-  /)  l'ordre  du  contact  d'une  branche  de  U  avec  sa  conique 
osculatrice,  en  un  point  ou  cet  ordre  diffère  de  4,  et  ou  le  contact 
avec  la  tangente  est  du  premier  ordre.  On  a 

2/=  3(c  —  2/n-f-N). 

13.  Exemples.  —  Pour  une  courbe  qui  n'a  aucune  singularité 
au  point  de  vue  des  coordonnées  ponctuelles,  on  trouve  ainsi 
m  (12  m  —  27)  pour  le  nombre  des  points  sextactiques.  On  conclut 
de  là  que  les  points  sextactiques  d'une  courbe  de  degré  m  et  de 
classe  c  sont  sur  une  courbe  de  degré  (12m  —  27),  et  que  les  tan- 
génies  de  la  courbe  en  ces  points  touchent  une  courbe  de  classe 
(12c—  27)(1). 

Pour  une  courbe  n'ayant  que  des  singularités  ordinaires,  N  est 
le  nombre  des  points  d'inflexion  augmenté  du  double  du  nombre 
des  points  de  rebrous  se  nient  ordinaires.  Soit  r  le  nombre  de  ces 
derniers,  on  en  conclut  pour  le  nombre  des  points  sextactiques  l'ex- 
pression 12c  —  i5m-h  gr*y  ou  encore  l'expression  corrélative 
12m  —  1 5  c  -f-  91,  i  étant  le  nombre  des  inflexions. 


(*)  Voir  Cayley,  Phil.  Transact.;  i865.  —  Painviïi,  Comptes  rendus  de  V Académie 
des  Sciences,  t.  LXXV1II. 


En  dernier  lieu,  pour  la  courbe  dont  l'équation  homogène  est 

p  cl  f  étant  des  entiers  positifs  premiers  entre  eux,  on  a 

m  =  c^p-i-q^îi; 

par  suite,  le  nombre  des  points  avx  tac  tiques  est  zéro,  résultat  qu'il 
était  aisé  de  prévoir. 

S  m. 

i  t.  En  un  point  quelconque  d'une  courbe  U,  on  peut  générale- 
ment  mener  une  cubique  ayant,  en  ce  point,  avec  U  un  contact  du 
huitième  ordre.  Trouver  le  nombre  des  points  en  lesquels  l'ordre 
le  plus  élevé  possible  du  contact  entre  V  et  une  cubique  surpasse  8  ; 
tel  est  le  problème  dont  je  vais  maintenant  [n'occuper. 

Je  suivrai  ici  exactement  la  même  marche  que  pour  le  problème 
précédent.  L'équation  différentielle  à  considérer  F  =  o  est  celle  des 
cubiques  dans  le  plan.  Elle  est  du  neuvième  ordre.  Son  premier 
membre  F  est  un  déterminant  composé  en  premier  lieu  de  la 
ligne  (B) 

(B)  i.  *,*',»*,  y,  xf,  x'r,  ,r*,  *y,  y*, 

et,  en  second  lieu,  des  neuf  lignes  obtenues  en  prenant  les  dérivées 
successives  des  termes  de  (B)  jusqu'au  neuvième  ordre  inclusi- 
vement. 

Je  considère,  comme  aux  nc*  4,5,6,  les  systèmes  circulaires  de 
branches  infinies  et  de  branches  dont  les  tangentes  sont  parallèles 
à  l'axe  desj'.  Je  désigne  par  S  la  somme  des  ordres  de  F  relative- 
ment aux  autres  systèmes  circulaires.  Par  un  calcul  entièrement 
analogue  à  celui  des  numéros  précités,  j'obtiens  l'équation  sui- 
vante, analogue  à  (8)  : 

(18)  •  S-45e  +  6om  =  o. 

Je  vais  maintenant  m'occuper  de  calculer  S.  A  cet  effet,  je  consi- 
dérerai, pour  les  mêmes  raisons  qu'au  n"  8,  des  systèmes  circu- 
laires réduits  à  la  forme 

(19)  x  —  f,    y  =  \t-"  +  B/"+r+'  + . .  ■ , 
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où  r,  5, ...  sont,  comme  tï,  des  entiers  positifs  qui  ne  peuvent  être 
nuls.  Le  problème  actuel  étant  plus  compliqué  que  le  précédent, 
on  ne  devra  pas  s'étonner  de  voir  se  multiplier  les  cas  qu'il  va  èlre 
nécessaire  de  distinguer. 

Je  suppose  d'abord  r  différent  de  tï,  c'est-à-dire  le  systèmq  circu- 
laire (19)  composé  de  branches  ayant  avec  la  tangente  des  contacts 
d'ordre  différent  de  l'unité.  Dans  la  question  précédente,  cette  sup- 
position donnait  lieu  à  un  résultat  simple,  qui  n'exigeait  pas  la 
distinction  de  plusieurs  cas.  Cette  simplicité  provient  de  ce  qu'alors 
les  coniques  osculatrices  se  réduisent  à  la  tangente  du  système  cir- 
culaire. Dans  la  question  actuelle,  les  cubiques  osculatrices  se  ré- 

duisent  aussi  à  la  tangente  si  l'ordre  -  du  contact  de  chaque  brandie 

avec  cette  tangente  ne  peut  être  reproduit  par  une  branche  de  cu- 
bique; mais,  dans  le  cas  contraire,  il  existe  effectivement  une  ou 
plusieurs  cubiques  osculatrices.  C'est  ce  qui  a  lieu  si  le  contact 

exceptionnel-  est  d'ordre  2  ou  d'ordre--  On  peut  ainsi  prévoir  » 

fi  .2 

d'avance  la  nécessité  de  distinguer  ici  trois  cas  : 

i°  -  différent  de  1 ,  de  2  et  de  -: 
n  7  2 


r 

2° 

n 

— — 

2} 

3° 

r 

__ 

1 

—  • 

n 

2 

J'aurai  ensuite  à  examiner  ce  qui  est  relatif  au  cas  où  les  nombres  r 
et  71  sont  égaux,  cas  dans  lequel  sont  comprises  les  branches  sim- 
ples ordinaires. 

15.  Les  parties  principales  des  termes  de  la  ligne  (B),  en  vertu 
des  relations  (19),  sont,  par  rapport  à  x,  des  degrés 

M  M  M  M  #•  Ê9 

(B')       O,     I,    2,    3,     I  +  -»     2+-<>     3+->    2  +  2-j    3  +  2-»     3  +  3  — 

s    '  n  n  n  n  n  n 

On  reconnaîtra  que  tous  ces  nombres  sont  différents  entre  eux 
si  -  est  différent  des  trois  nombres  1,  2  et—  D'après  la  proposi- 
tion du  n°  3,  il  en  résulte  qu'alors  le  degré  en  x  de  la  partie  prin- 
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cîpaledn  déterminant  F  est  égal  à  (  10 a5  ]  :  par  suite,  l'ordre 

de  F  relativement  au  système  circulaire  est  égal  à  (îo/-  —  a5n). 
Je  poSe 

H  =  I(,or-25»), 

la  sommation  s' appliquant  à  tous  les  systèmes  circulaires  pour  les- 
quels- dillcrc  des  nombres  i,  a,  -■  Le  nombre  H  esl  un  premier 
élément  de  la  somme  S. 

16.  Je  suppose  maintenant  -  —  a.  Les  nombres  qui  composent 

la  ligne  (B')  sont  les  suivants  : 

(B"j  o,   i,  2,  3,  3,  4,  5,  G,  7,  9. 

Le  nombre  3  est  répété  deux  fois.  On  doit  donc,  dans  le  détermi- 
nant F,  remplacer  le  tenue  correspondant  à  l'un  de  ces  nombres, 
le  second  par  exemple,  par  une  combinaîsou  linéaire  de  ce  terme 
avec  les  autres,  de  telle  sorte  que  le  degré  de  la  partie  principale 
de  cette  combinaison  soit  dînèrent  de  tous  les  autres  nombres  de 

Ja  ligne  (B").  Soit  8  ce  degré.  On  trouve  alors,  pour  l'ordre  de  F 

relativement  au  système  circulaire,  le  nombre  (fi  —  8n).Ce  résultat 
exige  quelques  observations. 

En  premier  lieu,  supposons  n  =  i .  Le  système  circulaire  envisagé 
se  réduit  alors  à  une  brandie  simple  ayant  une  inflexion  simple  à 
l'origine.  On  trouvera  généralement  alors  pour  f*  lenombre8;  d'où 
résulte  que  (u —  8n)  est  nul.  Ainsi,  pour  un  point  d'inflexion,  la 
quantité  F  ne  s'évanouit  pas.  C'est,  on  se  le  rappelle,  le  contraire 
qui  se  produit  à  l'égard  du  déterminanty,  considéré  dans  le  pro- 
blème précédent  (n°  9).  Soit 

C  =  a  x>  ■+-  by  +  cxy  -+-  dx'y  -t-  ey=  +fxf  -+-  gy* 

la  combinaison  des  termes  de  la  ligne  (B)  que  l'on  a  du  faire  pour 
obtenir  l'ordre  8  à  la  partie  principale.  J'observe  que  le  coefficient 
du  dernier  terme,  g,  est  entièrement  arbitraire,  nul  si  l'on  veut, 
puisque  jp*  est  du  neuvième  ordre.  On  a  donc  une  infinité  de  cu- 
biques, représentées  par  l'équation  C  =  o,  et  formant  un  faisceau, 


r> 
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dont  les  contacts  au  point  considéré  avec  la  courbe  sont  du  sep- 
tième ordre  ;  et  il  est  évident  qu'il  n'existe  aucune  cubique  ayant 
en  ce  point  avec  la  courbe  un  contact  du  huitième  ordre. 

En  déterminant  les  coefficients  a,  &, . . . ,  y* de  C,  de  manière  à 
faire  disparaître  les  termes  d'ordre  3,  4  v  •  •  >  7?  il  Peu*  arriver,  dans 
des  cas  particuliers,  que  les  termes  du  huitième  ordre  disparaissent 
aussi.  Alors  toutes  les  cubiques  du  précédent  faisceau  ont  avec  la 
courbe  des  contacts  du  huitième  ordre  ;  mais  on  peut  déterminer  g 
de  manière  à  faire  disparaître  aussi  les  termes  du  neuvième  ordre. 
Il  existe  donc  une  cubique  ayant  avec  la  courbe  un  contact  d'ordre 
égal  ou  supérieur  à  9.  En  outre,  la  combinaison  C  qu'il  faut  sub- 
stituer a  y  dans  la  ligne  (B)  répond  à  cette  dernière  cubique,  sans 
quoi  le  nombre  9  serait  répété  deux  fois  dans  la  ligne  (B")  trans- 
formée; donc,  dans  ce  cas,  le  nombre   (f*  —  8/i)  est  au  moins 

égal  à  2.  Ainsi  : 

• 

Théorème  IV.  —  En  un  point  d'inflexion  simple  d'une  cowrieU, 
l'ordre  le  plus  élevé  du  contact  que  l'on  puisse  établir  entre  cette 
courbe  et  une  cubique  est,  en  général,  égal  à  y.  Si  cet  ordre 
dépasse  le  nombre  7,  il  est  au  moins  égal  à  9. 

Soit  7  -+-  w  l'ordre  de  ce  contact  («=  1 ,  jx  =  8  4-  o>),  l'ordre 
de  F,  relatif  à  ce  point  de  la  courbe  U,  est  égal  à  &>. 

Cette  dernière  conclusion  subsiste  dans  le  cas  où  n  diffère  de  l'u- 
nité, avec  cette  modification  que  l'ordre  de  F  relativement  au  sys- 
tème circulaire  est  égal  à  ntù.  Quant  au  nombre  o>,  il  peut  être 
négatif  ou  positif  suivant  les  cas.  Si  le  premier  exposant  fraction- 
naire du  développement  de  y  suivant  les  puissances  ascendantes 

de  x  est  inférieur  à  8,  soit  -  cet  exposant  :  on  a  ci>  = 8,  et  co 

est  négatif.  Si  le  premier  exposant  fractionnaire  est  supérieur  à  8, 
a)  peut  être  nul  ou  positif,  mais  toujours  au  plus  égal  à  cet  expo- 
sant diminué  de  8.  En  résumé,  soit  (7  -f-  co)  l'ordre  de  contact  de 
la  cubique  osculatrice  avec  une  branche  de  la  courbe  U  en  un 
point  où  l'ordre  du  contact  de  cette  branche  avec  sa  tangente 
est  égal  à  2,  toutes  les  branches  analogues  figurent  dans  S  par 
l'élément  2o>. 

il.  J'examine  maintenant  le  troisième  cas,  savoir  —  ==-•  Les 

1  n       2 


nombres  qui  composent  la  ligne  (G')  sont  ici  les  suivants  : 
(R"j  o,      .,     a,     3,      *,      -,     2,      3,     4,      2. 

1         '  2  2  3  ^2 

Le  nombre  3  se  trouve  répété  deux  fois.  11  correspond,  à  la  dernière 
place,  au  terme  y*  delà  ligne  (B).  On  remplacera  donc  le  termei  * 
par  une  combinaison  C' 

C'  =  «.ï,-t-  bx'y-t-cj'  +  dxy'  -\~  e)1, 
dont  les  coefficients  seront  clioisis  de  manière  que  le  degré  de  la 
partie  principale  de  C'dilïère  des  nombres  3,  -*  4i  -■  Soit  — j  le 
degré  de  la  partie  principale  de  C.  Alors,  d'après  la  proposition 
du  n°  3,  on  trouvera  aisément  que  l'ordre  de  P  relativement  au 
système  circulaire  considéré  est  (v  —  46V).  Pour  calculer  le 
nombre  v,  on  peut  directement  former  C  ou  bien  encore  raisonuer 
comme  il  suit  : 

L'équation  C'  =  o  est  celle  d'une  cubique,  ayant  un  rebrousse- 
ment  au  point  considéré,  et  dont  les  brandies  ont,  en  ce  point,  le 
contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  possible  avec  les  brandies  du  sys- 
tème circulaire  envisagé.  Les  deux  branches  de  C  sont  représen- 
tées à  la  fois  par  le  développement  ambigu  suivant,  que  l'on  peut 
déduire  de  C  =  o  : 

(20)  y=xx>  +■  $x'  +  yx~-  -+-  ôx1  +e^'7+  .... 

Les  coefficients  de  ce  développement  dépendent  de  quatre  arbi- 
traires, à  savoir  les  rapports  des  coefficients  de  C.  D'autre  part,  le 
développement  de  r  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  pour 
la  courbe  U,  commence  par  un  terme  d'ordre  —  S'il  est   de   la 

forme 

on  pourra  prendre 

«  =  «..   ?  =  ?■.   ?  =  >..    *  =  *■; 

alors  e  et  les  coefficients  suivants  de  (20)  seront  déterminés.  D'après 
des  principes  connus,  si  e.  difiërc  de  r,,  on  verra  aisément  que  la 
cubique  C  a  alors  ior'  points  d'intersection  avec  U  confondus  à 
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l'origine.  Par  suite  le  nombre  v  est  égal  à  5/y.  C'est  aussi  ce  qu'on 
trouverait  en  considérant  directement  C.  On  voit  d'ailleurs  que, 
dans  des  cas  particuliers,  le  nombre  v  peut  dépasser  5.  Il  peut  aussi 
être  inférieur  à  5.  C'est  ce  qui  arrive  si,  dans  le  développement  (21), 

il  existe  un  terme  dans  lequel  l'exposant  de  x7  soit  fractionnaire 
et  inférieur  à  7.  Alors  —  est  égal  au  premier  de  ces  exposants  frac- 
tionnaires. 

Considérant  tous  les  systèmes  circulaires  de  branches  de  la 
courbe  U  ayant  de  même  avec  leurs  tangentes  des  contacts  d'or- 
dre -5  je  pose 

J  =  2(v  —  46r'). 

Le  nombre  J  est  l'élément  par  lequel  l'ensemble  de  ces  systèmes 
circulaires  figure  dans  la  somme  S. 

18.  J'ai  maintenant  à  examiner  ce  qui  est  relatif  aux  systèmes 
circulaires  où  les  nombres  r  et  n  sont  égaux,  c'est-à-dire  à  ceux 
dont  les  branches  ont  avec  leurs  tangentes  à  l'origine  des  contacts 
du  premier  ordre.  On  doit  s'attendre  à  trouver  ici  une  complication 
plus  grande  que  précédemment,  puisqu'il  s'agit  maintenant  de 
branches  de  courbe  dont  les  singularités  portent  sur  des  éléments 
d'ordre  plus  élevé. 

Dans  le  cas  actuel  (r  =  //),  les  nombres  de  la  ligne  (B;)  sont  les 
suivants  : 

(B,T)  o.   1,  2,  3,  2,  3,  4,  4,  5,  6, 

correspondant  à 

(B)  1,  x,  x\  x\  y,  xy,  x%y,  j%  xy\  y*. 

Les  nombres  2,  3,  4  sont  répétés.  Je  remplacerai  par  suite  : 
i°  Le  terme  x*y  par  la  combinaison 

D  =  a x%y  H-  bjr2 -4-  cxj*  4-  dy*l 
20  Le  terme  xy  par  la  combinaison 

(22)  E  =  a'x*+  b'3ry+c'xy-\-  d')*+  e?xy*+  f'y*\ 
3°  Le  terme  j-  par  la  combinaison 

(23)  G  =  u"x>  +  b'x* 4-  c"y  +  d"xy+  (fx*y  +  /">' -h  &"*>•' 4-  h"  1  \ 


On  remarquera  que  D  se  décompose  en  deux  facteurs  >  K,  savoir 

(  24  )  K  =  a x*  +  by-i-  cxy  +  dy*. 

L'équation  K  =  o  représente  une  tonique  touchant  la  courbe  U  k 
l'origine.  L'équation  E=o  représente  une  cubique  ayant  un  point 
double  à  l'origine,  et  dont  une  des  brandies  touche  U  en  ce  poiuk 
Enfin  l'équation  G  =  o  représente  une  cubique  ordinaire  touchant 
la  courbe  U  au  même  point. 

Les  degrés  des  parties  principales  des  termes  de  (lï),  qui  restent 
inaltérés,  sont  les  nombres  o,  1,  a,  3,  4,  5,  6.  Le  facteur  j-  de  D 
étant  du  second  ordre,  et  D  devant  être  d'un  ordre  différent  des 
nombres  4i  5,  fa',  il  en  résulte  que  l'ordre  de  K.  doit  d  itérer  des 
nombres  a,  3,  4i  par  suite  K.  =  o,  ou,  abrévîalivcment,  K  est  la 
conique  osculatriee  des  branches  du  système  circulaire  considéré, 
ou  bien  l'une  quelconque  des  coniques  osculatrices  s'il  en  existe 
une  infinité.  La  considération  de  la  conique  K  permet  de  classer 
les  résultats  cherchés  suivant  trois  cas,  savoir  : 

Premier  cas.  —  L'ordre  du  contact  de  chaque  branche  du  sys- 
tème circulaire  avec  la  conique  osculatriee  est  fractionnaire  et  quel- 
conque, ou  bien  encore  entier  et  supérieur  au  nombre  5. 

Deuxième  cas.  —  L'ordre  de  ce  même  contact  est  égal  à  5. 

Troisième  cas.  —  L'ordre  de  ce  même  contact  est  égal  à  4- 

Tous  les  cas  sont  embrasses  par  là  ;  car  l'ordre  de  ce  contact,  s'il 
est  entier,  ne  peut  être  inférieur  à  4-  Je  vais  examiner  successive- 
ment ces  trois  cas. 

19.  Premier  cas.  —  Soit  ( 1  )  l'ordre  du  contact  de  K  avec 

une  branche  du  système  circulaire  considéré.  D'après  les  hypo- 
thèses qui  caractérisent  le  premier  cas,  -  est  fractionnaire;  ou,  s'il 

^  r  n 

est  entier,  il  est  supérieur  à  G. 


L'ordre  de  K  est  -  ;  celui  de  D  est  2  H — 

Prenons  pour  E  la  combinaison  xK  ;  son  ordre  sera 

H Pre- 

nons  enfin  pour  G  la  combinaison  K  elle-même,  son 

ordre  est-. 

Les  trois  nombres -1   i+--  ■>.  -+-  -  sont  différents  cnli 

reçus  et  di(- 

r) 
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férents  des  autres  nombres  de  la  ligne  (B1T).  En  effet,  ils  sont  frac- 
tionnaires; ou,  s'ils  sont  entiers,  le  plus  petit  d'entre  eux  est  supé- 
rieur à  6  ;  donc,  dans  le  cas  actuel,  les  parties  principales  des  termes 
de  la  ligne  (B)  ont  les  degrés  suivants,  après  les  combinaisons  : 

o,  i,  2,  3,  4>  5,  6,    -i    n — i    2-f- -  • 
^  n  n  n 

Il  en  résulte  que  Tordre  de  F  relativement  au  système  circulaire 
considéré  est  égal  à  (3i  —  2i/i).  Pour  avoir  une  expression  plus 
simple,  je  désigne  par  (6  -h  a)  Tordre  du  contact  d'une  quelconque 
des  branches  du  système  circulaire  avec  K.  Alors  (3  X  —  2 1  n)  est  égal 
à  3/za;  et  Ton  peut  dire  simplement  que  Télément  du  nombre  S, 
relatif  à  toutes  les  branches  analogues,  est  32a. 

20.  Deuxième  cas.  —  L'ordre  du  contact  de  K  avec  chaque 
branche  du  système  circulaire  étant  égal  à  5,  la  partie  principale 
de  K  est  du  degré  6cn^;  donc  celle  de  D  est  du  degré  8.  En  pre- 
nant pour  E  la  combinaison  xK,  on  aura,  à  la  partie  principale,  le 
degré  7.  Il  reste  à  examiner  le  degré  de  la  partie  principale  de  G, 
pour  qui  Ton  ne  peut  prendre  la  combinaison  K.  Si,  dans  le  déve- 
loppement de  y  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  il  existe 
des  exposants  fractionnaires,  c'est-à-dire  si  n  n'est  pas  égal  à  l'unité, 
le  premier  exposant  fractionnaire  est  supérieur  à  6,  sans  quoi  K  ne 
pourrait  être  de  Tordre  6.  Si  ce  premier  exposant  fractionnaire  est 
inférieur  à  9,  il  est  manifeste  que  le  degré  de  la  partie  principale 

de  G  lui  sera  égal.  Soit  alors  -  ce  degré;  on  trouve  pour  Tordre  de 

F  relativement  à  ce  système  circulaire  le  nombre  (fx  —  9/1). 

Si  le  premier  exposant  fractionnaire  est  supérieur  à  9,  Tordre  f* 

de  G  peut  être  égal  à  9  ou  surpasser  ce  nombre,  sans  pouvoir  sur- 
passer le  premier  exposant  fractionnaire.  Dans  ce  cas,  comme  aussi 
dans  celui  où  n  est  égal  à  l'unité,  l'expression  (fi  —  9/2)  fournit 
Tordre  de  F.  Je  simplifie  cette  expression  en  désignant  par  (8  ■+-  b) 
Tordre  du  contact  de  chaque  branche  avec  la  cubique  osculatrice.  Il 
en  résulte  que  l'ensemble  de  toutes  les  branches  analogues  fournit  au 
nombre  S  Télément  Si.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  &,  s'il  est 
fractionnaire,  peut  être  négatif,  mais  non  inférieur  à  —  1  ;  il  est  nul 
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ou  positif  s'il  est  entier,  comme  on  le  voit  d'après  les  conditions 

imposées  a-- 

Par  exemple,  pour  un  point  sextactique  ordinaire,  le  nombre  A 
est  généralement  égal  à  zéro  ;  mais  il  peut  arriver  qu'en  un  point 
sextactique  le  contact  d'une  courbe  avec  une  cubique  puisse  s'élever 
au-dessus  du  huitième  ordre.  Alors  le  nombre  b  est  l'excès  de 
l'ordre  de  ce  contact  sur  le  nombre  8- 


21 .  Troisième  cas.  —  L'ordre  du  contact  de  K.  avec  chaque 
branche  du  système  circulaire  étant  égal  a  4,  la  partie  principale 
de  K  est,  en  x,  du  degré  5,  et  celle  de  I)  du  degré  y.  On  ne  peut 
plus  prendre  pour  E  la  combinaison  iK,  dont  l'ordre  serait  égal 
à  6'.  Je  considère  donc  la  combinaison  E  en  elle-même.  On  peut 
manifestement  y  faire  disparaître  les  termes  de  degrés  entiers 
jusqu'au  septième  degré  inclusivement;  donc  le  degré  de  la  partie 
principale  de  E  est  au  moins  égal  à  8,  s'il  est  entier.  S'il  est  frac- 
tionnaire, il  est  égal  à  l'unité  augmentée  du  premier  exposant  frac- 
tionnaire figurant  dans  le  développement  de  y.  Comme  la  partie 
principale  de  K  est  du  cinquième  degré,  ce  premier  exposant  frac- 
tionnaire surpasse  nécessairement  le  nombre  5 .  L'équation  E  =  o 
représente,  ainsi  que  je  l'ai  déjà  observé,  une  cubique  ayant  à  l'ori- 
gine un  point  double,  et  une  branche  tangente  à  la  courbe  U. 
L'ordre  du  contact  de  la  branche  de  cubique  avec  la  brandie  de 
courbe  U  est  inférieur  de  deux  unités  au  degré  en  x  de  la  partie 
principale  de  la  quantité  E.  Il  sera  nécessaire  de  subdiviser  le  cas 
actuel  en  plusieurs  autres  suivant  l'ordre  du  contact  de  la  branche 
de  courbe  avec  la  cubique  E,  osculairicc  au  point  considéré.  Dési- 
gnons par  i  l'ordre  de  ce  contact. 

i°  i  fractionnaire  et  inférieur  à  y.  —  Dans  le  développement 
de  y  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  le  premier  exposant 
fractionnaire  est  alors  (j -+-  i).  Le  terme  ailectéde  cet  exposant  ne 
peut  disparaître  dans  (i,  et,  comme  (i  H-  i)  est  inférieur  à  8,  ce 
nombre  est  précisément  le  degré  en  x  de  la  partie  principale  de  G. 
11  en  résulte  pour  l'ordre  de  Fia  valeur  ir[i  —  7),  qui  est  néga- 
tive. Je  pose,  pour  ce  cas,  i  =■  y  —  ,•*.  L'ensemble  des  systèmes 
circulaires  analogues  figure  donc  dans  la  somme  S  par  l'élément 
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a°  i  entier  et  inférieur  à  y.  —  J'ai  fait  observer  que  Tordre  de 
E,  s'il  est  entier,  est  au  moins  égal  à  8.  D'ailleurs,  cet  ordre  est 
(i  +  a);  donc,  si  i  est  entier  et  inférieur  à  7,  il  ne  peut  être  que  6. 
Dans  le  développement  de  y  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  x,  le  premier  exposant  fractionnaire  est  nécessairement  supé- 
rieur à  7.  S'il  est  en  même  temps  inférieur  à  9,  Tordre  de  G  lui  est 
nécessairement  égal.  Dans  le  cas  opposé,  Tordre  de  G  est  égal  ou 
supérieur  au  nombre  9.  On  en  tire  aisément  la  conclusion  suivante  : 
je  désigne  par  (8  -f-  d)  Tordre  du  contact  de  la  branche  de  courbe 
considérée  avec  sa  cubique  osculatrice  G.  L'ensemble  des  branches 
analogues  fournit  au  nombre  S  Télément  Ed.  On  ne  doit  pas  perdre 
de  vue  que  d  peut  être  négatif;  il  est  alors  fractionnaire  et  supé- 
rieur à  —  2. 

3°  i  égal  à  y.  —  Dans  ce  cas,  Tordre  de  E  est  égal  à  9.  Par 
suite,  le  premier  exposant  fractionnaire,  dans  le  développement 
de  y,  est  supérieur  à  8.  Il  en  résulte,  pour  G,  Tordre  8,  en  général  \ 
de  plus,  il  est  impossible  que,  dans  G,  le  terme  du  huitième  ordre 
disparaisse  de  lui-même  ;  car  alors  les  deux  cubiques  E,  G  auraient 
plus  de  neuf  points  d'intersection  réunis  à  l'origine,  ce  qui  ne  se 
peut.  Donc,  dans  ce  cas,  les  degrés  des  parties  principales  de  K, 
E,  G  sont  7, 9, 8.  Il  en  résulte  pour  F  Tordre  zéro;  donc  les  branches 
considérées  n'interviennent  pas  dans  la  somme  S. 

4°  i  supérieur  à  y.  —  Pour  la  même  raison,  Tordre  de  la  partie 
principale  de  G  est  égal  i  8.  Si  je  pose  i  =  7  -f-  e,  j'ai,  pour  Télé- 
ment fourni  à  la  somme  S  par  les  branches  analogues,  Télément  Se. 
On  voit  que  le  cas  précédent  est  compris  dans  ce  dernier,  où  Ton 
doit  faire  alors  e  =  o. 

22.  Les  résultats  des  numéros  précédents,  depuis  le  n°  15,  don- 
nent en  résumé  la  formule 

(*5)  H  H- J  -f-2w  +  32a  +  2b  -t-2d  -t-Ze  —  aZg=  %5c  —  60m. 

Dans  cette  formule,  chaque  point  simple  en  lequel  Tordre  du  con- 
tact de  la  courbe  U  avec  la  cubique  osculatrice  est  égal  à  9  ligure 
pour  une  unité  dans  Y*d.  Dans  le  cas  exceptionnel  où  ce  point  est 
en  même  temps*  sextactique,  il  ne  figure  pas  dans  Zrf,  mais,  pour 
une  unité  également,  dans  £&. 

Je  modifierai  quelque  peu  la  formule  (?5)  comme  il  suit.  Dési- 
iv.  6 


gîtant  provisoirement  par  T  la  somme 

T^2w  +  32a-t-2A-r-2rf  +  2f 
je  lecris 

(«6]  H+J+T  =  45c-6om 

On  a  (n"lScin) 

|  H=Iiior-i5n), 
I  J  =  2(»-46tJ). 


»7) 


Je  reprends  la  formule  (io).  Dans  £(/'  —  n),  je  dois  mettre  à  pan 
ce  qui  est  relatif  aux  systèmes  circulaires  qui  figurent  dans  J,  cl 
aussi  ce  qui  est  relatif  à  ceux  qui  figurent  dans  Eth 

Pour  ceux  qui  figurent  dans  J,  on  a  (n°  17)  n'=  a;';  donc  la 
partie  correspondante  dans  £(;■  —  n)  est  — S;J ', 

Pour  ceux  qui  figurent  dans  Sw,  on  a  (n"  15)  *■"  =  3/1".  La  partie 
correspondante  dans  E(r — n)  est  donc  En".  La  formule  (io) 
s'écrira  donc 

2(r— »]  -2^  +  211"=  3c-  3/n. 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  dernière  par  (io)  et  retran- 
chant de  (36),  j'obtiens,  en  vertu  de  (27}! 

T -i52n -t- 2(v  -  36r')  =  i5  (*  -  2m)  +  ioZb", 
ou 

Tt2(v-  36r')  =  i5(c-2m-i-2/(-+-2n*]  -52n'. 

La  somme  Era-(-  Z/i"-+-  aEH  est  ce  que  j'ai  appelé  plus  liaut  (n°  12) 
le  nombre  N .  C'est  le  nombre  total  des  branches  de  la  courbe  qui 
oui  avec  leurs  tangentes  des  contacts  dont  les  ordres  dillërent  de 
l'unité.  J'écris  donc  la  dernière  formule  comme  il  suit,  en  intro- 
duisant le  nombre  N, 

T  +  2(v-6*')=i5(c-*m-f-N)  —  5ïn". 

Enfin,  pour  dernière  transformation,  je  vais  introduire,  au  lieu  du 
nombre  v,  les  ordres  des  contacts  des  branches  correspondantes 
avec  les  cubiques  osculatrices,  douées,  dans  cecas,id'un  rebrousse- 
ment.  Dans  le  cas  d'un  rebroussemeut  ordinaire,  l'ordre  de  ce  con- 
tact est  e 
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5 
manière  générale  par-  -f-0.  On  a  alors 

r 

et  l'expression  2(v  — ôr7)  devient  Sar'fl  4-24/"'.  J'écris  le  môme 
nombre  plus  simplement  20  -4-  aZ/i'.  Posant  enfin 

2*'  =  N',    2w"  =  N", 

j'ai  la  formule  suivante 

T-h20  =  i5(c-2m  +  N)-2N'-5N", 

que  j'énonce  comme  il  suit  : 

Théorème  V.  — Soient  m,  c  le  degré  et  la  classe  d'une  courbelJ, 
et  N  le  nombre  total  des  branches  de  cette  courbe  ayant  avec 
leurs  tangentes  des  contacts  d'ordre  différent  de  l'unité;  distin- 
guons, en  outre,  sur  la  courbe  U,  les  particularités  suivantes,  sa- 
voir : 

î  °  Les  branches  ayant  avec  leurs  tangentes  des  contacts  d'or- 

dre  -  [elles  figurent  déjà  dans  N).  Soit  N'  leur  nombre;  soit 

aussi, pour  V une d' elles,  f  — h-  0  J  l'ordre  le  plus  élevé  du  contact 

que  l'on  puisse  établir  entre  cette  branche  et  une  branche  de  cu- 
bique (à  rebroussement). 

2°  Les  branches  ayant  avec  leurs  tangentes  des  contacts  d'or- 
dre a  (elles  figurent  également  dans  N).  Soit  JS"  leur  nombre; 
soit  aussi,  pour  l'une  d'elles,  (y+w)  l'ordre  le  plus  élevé  du 
contact  que  l'on  puisse  établir  entre  cette  branche  et  une  cubique 
(à  inflexion). 

3°  Les  branches  ayant  avec  leurs  tangentes  des  contacts  du 
premier  ordre,  et  avec  leurs  coniques  osculatrices  des  contacts 
dont  les  ordres  soient  ou  fractionnaires  et  d'ailleurs  quelconques, 
ou  entiers  et  supérieurs  à  5.  Soit,  pour  l'une  d'elles,  (6  4-  a)  l'or- 
dre de  ce  contact. 

4°  Les  branches  ayant  avec  leurs  coniques  osculatrices  des  con- 
tacts du  cinquième  ordre.  Soit,  pour  l'une  d'elles,  (8  -+-  b)  l'ordre 
de  son  contact  avec  la  cubique  asculatrice. 

G. 


5°  Les  branches  ayant  avec  leurs  coniques  osculntrices  des 
tacts  du  quatrième  ordre,  une  quelconque  d'entre  elles  ayant,  en 
outre,  au  même  point,  un  contact  du  sixième  ordre  avec  une 
branche  d'une  cubique  dont  ce  point  est  un  point  double.  Soit, 
pour  l'une  d'elles,  (8  +  d)  l'ordre  de  son  contact  avec  la  cubique 
osculatrice. 

6"  Les  branches  ayant  avec  leurs  coniques  osculatrices  des  con- 
tacts du  quatrième  ordre,  une  quelconque  d'entre  elles  ayant,  en 
outre,  au  même  point,  un  contact  d'ordre  fractionnaire  et  infé- 
rieur à  7  avec  une  branche  d'une  cubique  dont  ce  point  est  un 
point  double,  Soit  (7  —  g)  l'ordre  de  ce  contact. 

7°  J^es  branches  ayant  avec  leurs  coniques  osculatrices  des  con- 
tacts du  quatrième  ordre,  une  quelconque  d'entre  elles  ayant,  en 
outre,  au  même  point,  un  contact  d'ordre  égal  ou  supérieur  à  7 
avec  une  branche  d'une  cubique  dont  ce  point  est  un  point  double. 
Soit  (7  -+•  e)   l'ordre  de  ce  contact. 

On  a,  entre  tous  ces  nombres,  la  relation 

l  28-hZta  +  3ïa-hZb  +  2d-hïe  —  *I,g 
(a"  j      =i5(c-a«-i-N)-aN'-5N'. 

23.  La  relation  (37)  et  le  théorème  V  sont  assurément  bien 
compliqués;  mais  ils  ne  me  semblent  guère  susceptibles  d'être  sim- 
plifiés sans  restreindre  la  généraliLé.  On  remarquera  que  c'est  uni- 
quement parmi  les  particularités  4  et  5  que  se  trouvent  les  points  en 
lesquels  le  contact  entre  la  courbe  et  une  cubique  ordinaire  s'élève 
au-dessus  du  huitième  ordre.  L'existence  de  la  particularité  ij  exige 
une  condition,  tandis  qu'au  contraire  la  particularité  5  existe,  en 
général,  sur  toute  courbe  donnée. 

Je  me  contenterai  d'appliquer  la  formule  (27)  aux  exemples  du 
n°  13.  Pour  une  courbe  qui  n'a  aucune  singularité  au  point  de  vue 
des  coordonnées  ponctuelles,  tous  les  termes  du  premier  membre 
de  (37)  sont  nuls,  sauf  le  terme  2rf,  qui  est  le  nombre  des  points 
en  lesquels  le  contact  de  la  courbe  avec  une  cubique  est  du  neu- 
vième ordre.  Dans  le  second  membre,  K'  est  nul .  Les  nombres  N 
et  !N"  coïncident.  C'est  le  nombre  des  points  d'inflexion.  On  a 
ainsi  I,d  =  i5m(3m —  7). 

Pour  une  courbe  qui  n'a  que  des  singularités  ordinaires,  et  qui, 
en  outre,  en  ses  points  d'inflexion  et  de  rebrousse  m  eut,  n'a  pas  de 
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contact  exceptionnel  avec  une  cubique,  on  a 

2d=i5(c  —-  2/n4-i  4-2  r)  —  4**  — 5i, 

i  étant  le  nombre  des  inflexions  et  r  celui  des  rebroussements. 
Ces  deux  nombres  sont  liés  d'ailleurs  par  la  relation 

(~fr:3(c-m). 

En  dernier  lieu,  soit  la  courbe  dont  l'équation  homogène  est 

p  et  q  étant  des  entiers  positifs,  premiers  entre  eux.  On  doit  ici 
supposer,  en  outre,  p-\-q  différent  de  3.  Les  nombres  IV  et  lSff  sont 
nuls.  Le  second  membre  et,  par  suite,  Srf  se  réduisent  à  zéro. 


Note  sur  ta  division  mécanique  de  l'angle;  par  M.  Perrin. 

(Séance  du  21  juillet  1875.) 

M.  Brocard  a  communiqué  récemment  à  la  Société  le  principe 
d'un  compas  trisecteur  proposé  par  M.  Laisant,  et  comportant  sept 
tiges  articulées  et  six  articulations,  dont  une  à  glissière.  Je  me  pro- 
pose d'indiquer  ici  un  principe  fort  simple,  permettant  de  con- 
struire un  instrument  au  moyen  duquel  on  réaliserait  la  division 
d'un  angle  en  tel  nombre  de  parties  aliquotes  que  Ton  voudrait. 
Dans  le  cas  particulier  de  la  trisection,  cet  instrument  se  réduit  à 
la  combinaison  de  trois  tiges  articulées,  avec  trois  articulations  dont 
une  à  glissière. 

Voici  en  quoi  consiste  le  principe  dont  il  s'agit.  Soient  OX,  OY 
deux  tiges  articulées  faisant  par  conséquent  un  angle  arbitraire  cp. 
Sur  OX  prenons  une  longueur  arbitraire  OA,  et  imaginons  qu'en 
A  soit  articulée  une  tige  tx  de  longueur  AB  =  OA,  dont  l'extré- 
mité B  soit  assujettie  à  se  mouvoir  sur  OY  ;  puis,  qu'à  cette  extré- 
mité B  soit  articulée  l'origine  d'une  deuxième  tige  ft,  de  longueur 
BC  =  AB  =  OA,  dont  l'extrémité  C  soit  assujettie  à  se  mouvoir 
sur  OX *,  puis,  en  C,  une  troisième  tige  tz ,  toujours  de  même  longueur 
CD  =  OA,  dont  l'extrémité  D  soit  assujettie  à  rester  sur  OY,  et 


\ 
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ainsi  de  suite.  On  voit  sans  peine  que  l'angle  BAX  =  29,  que 
CBY  =  3<j,  DCX=4<fi  et  ainsi  de  suite,  c'est-à-dire  que,  d'une 
mauière  générale,  la  n"™"  lige  t„  l'ail,  avec  celle  des  deux  directions 
lises  OX,  OY  qui  passe  à  son  point  de  départ  (la  direction  de  f„ 
étant  comptée  en  marchant  de  („_,  vers  f^.,),  l'angle  (n-Hi)f. 
Pour  obtenir  mécaniquement  la  n'"""  partie  d'un  angle  donné  a,  il 
sullit  donc  de  déformer  et  de  placer  le  système  articulé  de  telle 
sorte  que  l'articulation  de  („_,  à  i„_,  soit  au  sommet  de  l'angle 
donné,  que  („_,  soit  dirigé  suivant  un  des  côtés  de  cet  angle,  et  que 
l'autre  côté  coïncide  avec  celle  des  deux  glissières  OX,  OY  qui 
passe  par  l'articulation  de  („_,  avec  („_,.  L'instrument  étant  ainsi 

placé  donnera  non-seulement -j  mais — 1  — )■■•;  îl  permet  donc 
r  n  n       a  * 

d'obtenir  non-seulement  une  partie  aliquote  quelconque,  mais  une 
fraction  quelconque  d'un  angle  donné. 

Le  fonctionnement  d'un  appareil  ainsi  construit  deviendrait  pra- 
tiquement d'autant  plus  difficile  que  le  nombre  des  tiges  serait  plus 
considérable-,  mais,  si  l'on  se  borne  à  demander  la  trisection  du 


l'angle,  l'appareil  se  simplifie  beaucoup;  car  on  peut  supprimer  la 
glissière  OY  et  ne  conserver  que  la  tige-glissière  OX  et  les  deux 
tiges  articulées  ÀB,  BC.  Pour  se  servir  du  compas  trisecteur  ainsi 
construit,  il  suffit  de  placer  l'articulation  B  au  sommet  de  l'angle 
donné  2,  la  tige  BC  sur  l'un  des  côtés  de  cet  angle,  et  de  déformer 
le  système  articulé  jusqu'à  ce  que  le  point  O  vienne  se  placer  sur 
le  prolongement  du  deuxième  côté  BY;  l'angle  XOY  est  égal  à  *• 
Pendant  cette  déformation,  le  point  A  décrit  un  cercle,  et  la  lon- 
gueur OA  restant  constante,  le  point  O  décrit  un  limaçon  de  Pascal 
ayant  BC  pour  axe,  C  pour  point  double,  et  B  pour  sommet  de  la 
boucle  intérieure.  L'emploi  de  ce  compas  trisecteur  revient  donc 
à  la  construction  géométrique  que  voici  :  Etant  donné  l'angle  YBC, 
construire,  sur  un  des  côtés  comme  axe,  un  limaçon  de  Pascal  dans 
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lequel  la  longueur  totale  de  Taxe  soit  égale  à  trois  fois  celle  de 
l'axe  de  la  boucle,  et  dont  le  sommet  de  la  boucle  coïncide  avec  le 
sommet  B  de  l'angle  ;  joindre  le  point  double  C  du  limaçon  au. 
point  O  où  cette  courbe  rencontre  le  prolongement  du  deuxième- 
côté  BY;  BOC  est  le  tiers  de  l'angle  donné. 


Ombre  portée  par  un  tore  sur  lui-même;  par  M.  Càhenv 

élève  de  l'École  Polytechnique. 

(Séance  du  a 3  férrier  1876.) 

Soit  un  tore  donné  par  son  axe  vertical  oz  et  son  cercle  méri- 
dien c.  Proposons-nous  de  trouver  l'ombre  portée  par  ce  tore 
sur  lui-même,  sans  avoir  recours  à  une  courbe  graphique. 

Soit  m  un  point  de  l'ombre  propre.  Cherchons  l'ombre  portée 
par  ce  point,  c'est-à-dire  l'intersection  du  rayon  lumineux  mk 
qui  passe  en  ce  point  avec  la  surface.  Pour  cela,  imaginons  qu'il 
tourne  autour  de  l'axe  oz.  Il  engendre  dans  ce  mouvement  un 
hyperboloïde  de  révolution  circonscrit  au  tore  et  le  coupant  sui- 
vant deux  parallèles  sur  lesquels  se  trouvent  les  points  cherchés. 
Pour  les  déterminer,  je  coupe  les  deux  surfaces  par  leur  plan 
méridien  principal.  J'obtiens  comme  sections  :  dans  le  tore,  le 
cercle  c,  et,  dans  l'hyperboloïdc,  une  hyperbole  tangente  à  ce  cercle 
au  point  m,  situé  sur  le  parallèle  du  point  m.  Nous  obtiendrons 
une  asymptote  et  par  suite  le  centre  de  cette  hyperbole  en  ame- 
nant la  droite  mk,  par  une  rotation  autour  de  oz,  h  être  parallèle 
au  plan  vertical  de  projection.  Pour  plus  de  simplicité,  nous  sup- 
poserons les  rayons  parallèles  entre  eux  et  au  plan  vertical  de  pro- 
jection :  mk  est  alors  une  asymptote  et  k  le  centre  de  l'hyperbole. 
Cherchons  les  deux  autres  points  d'intersection  at  et  bt  de  cette 
courbe  et  du  cercle.  Remarquons  pour  cela  que  la  droite  ax  bt  est 
parallèle  à  la  direction  symétrique  de  la  tangente  mxt  par  rapport 
à  l'axe  oz.  Elle  sera  donc  déterminée  si  l'on  en  a  un  point,  le 
point  milieu  par  exemple.  Or  celui-ci  est  à  l'intersection  de  cd  et 
de  kd,  ces  deux  droites  étant  en  direction  symétriques  de  cmi  et  de 
kntx  par  rapport  à  oz.  La  droite  axbx  étant  menée,  je  prendrai  ses 


points  d'intersection  «,  et  b,  avec  le  cercle,  je  mènerai  les  paral- 
lèles du  ces  points,  et  je  prendrai  leur  intersection  avec  mfc,  ce  qui 
me  donnera  les  points  cherches  a  et  b. 

La  même  construction  est  applicable  dans  le  cas  où  la  courbe 
méridienne  du  tore  est  une  conique  quelconque  ayant  uii  de  ses 
axes  parallèle  à  os. 

Revenons  au  cas  du  cercle,  et  remarquons  que  la  construction 
que  nous  avons  donnée  peut  être  simplifiée.  Menons,  en  cllcl,  l'autre 
asymptote  kl  de  l'hyperbole.  Prolongeons  la  tangente  en  m,  et  la 
sécante  «,£,  jusqu'à  leurs  points  de  rencontre  p  et  t,  q  et  r  avec 
les  asymptotes.  Le  quadrilatère  pijtr  est  inscriplible  dans  un  cercle 
ayant  pour  centre  le  point  c.  La  construction  reviendra  donc  à 
décrire  un  cercle  du  point  c  comme  centre  avec  ol  pour  rayon  et  à 
joindre  les  deux  points  d'intersection  q  et  r  de  ce  cercle  avec  le 
système  des  asymptotes.  Cette  construction  me  donne  la  droite 
a,b).  On  achèvera  comme  précédemment  la  détermination  des 
poiuts  a  et  b. 


Note  sur  l'épure  du  conoïde;  par  M.  Cauen,  élève  de  l'École 
Polytechnique. 

(Séance  du  a  3  février  ittyi.) 

Etant  donné  un  conoïde,  ayant  pour  plan  directeur  le  plan  ho- 
rizontal, une  droite  directrice  D  quelconque  et  un  cercle  direc- 
teur O  dans  le  plan  vertical  de  projection,  trouver  l'ombre  portée 
du  conoïde  sur  lui-même. 

Soit  un  point  m  de  l'ombre  propre,  situé  sur  la  génératrice  main,. 
Pour  avoir  l'ombre  portée  par  ce  point,  je  considère  un  para- 
boloïde  de  raccordement  le  long  de  la  génératrice,  et  ayant  pour 
plan  directeur  le  plan  horizontal,  pour  génératrices  la  droite  D  et  le 
rayon  lumineux  Km.  Ce  paraboloïde  coupe  le  conoïde  donné 
suivant  deux  autres  génératrices,  sur  lesquelles  sont  situés  les 
points  cherchés  et  que  nous  allons  déterminer.  Pour  cela,  je  coupe 
les  deux  surfaces  par  le  plan  vertical  de  projection.  La  section  dans 
le  conoïde  est  le  cercle  O  et  dans  le  paraboloïde  une  hyperbole  tan- 
gente au  cercle  au  point  ni,.  Nous  sommes  donc  ramenés,  comme 
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dans  l'épure  du  tore,  à  trouver  l'intersection  d'un  cercle  et  d'une 
hyperbole  tangente  en  un  point  donné. 

Nous  connaissons  les  directions  asymptotiques  de  cette  hyper- 
bole; il  suffirait  donc  d'en  avoir  un  point  pour  appliquer  une  con- 
struction déjà  donnée. 

Les  directions  asymptotiques  sont  les  traces  sur  le  plan  vertical 
des  deux  plans  directeurs.  L'une  d'elles  est  donc  la  ligne  de  terre. 
Cherchons  un  point  de  l'asymptote  correspondante.  Pour  cela,  re- 
marquons que,  si  nous  coupions  le  paraboloïde  par  une  série  de 
plans  horizontaux,  nous  obtiendrions  des  génératrices  dont  les 
traces  seraient  sur  l'hyperbole  en  question.  Une  de  ces  génératrices 
aura  sa  trace  à  l'infini,  au  moment  où  le  plan  auxiliaire  passera  par 
la  parallèle  au  plan  vertical  qui  rencontre  les  deux  droites  D  et  R m. 
Or  projetons  ces  deux  droites  sur  un  plan  de  profil,  et  le  point  de 
rencontre  de  ces  projections  sur  le  plan  vertical  :  l'asymptote  pas- 
sera par  ce  dernier  point. 

Supposons  cette  asymptote  st  déterminée.  Je  mène  la  tangente 


^4fefe 


Y -"" 

Ombre  portée  par  le  conolde  sur  lui-même.  —  Projection  verticale. 

Hit  t  au  cercle.  Du  point  O  comme  centre,  avec  O*  comme  rayon,  je  f 

décris  un  cercle  et,  par  son  point  de  rencontre  p  avec  la  tangente, 
je  mène  pq  parallèle  à  la  seconde  direction  asymptotique.  En  joi- 
gnant sq,  j'obtiens  les  points  cherchés  h  et  c.  Je  mène,  par  h  et  c, 
des  parallèles  à  la  ligne  de  terre,  et  je  prends  leur  point  de  ren- 
contre avec  R/n. 

11  peut  arriver  que  la  section  du  paraboloïde  par  le  plan  vevrêal 


\ 
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soit  parabolique,  ce  cjui  aura  lieu  toutes  les  fois  que  le  rayon  lui 
lieux  et  la  droite  directrice  D  seront  parallèles  à  un  plan  parallèlr 
lui-mèrac  à  la  ligne  de  terre.  On  sera  alors  ramené  à  chercher  l'in- 
tersection d'un  cercle  et  d'une  parabole  tangente  à  ce  cercle.  I. 
parabole  pourra  être  considérée  comme  déterminée  parce  point  m, 
avec  sa  tangente,  la  direction  de  l'axe,  qui  sera  la  ligne  de  terre,  et 
un  point  quelconque,  la  trace  g  delà  droite  D  par  exemple.  Nous 
ferons  alors  passer  par  Je  point  g  un  cercle  tangent  au  premier 
en  '/,\.  Nous  mènerons  par  g  une  corde  ggt  parallèle  a  la  direction 


Interjection  fl' 


■rcle  Un  no  il  t. 


symétrique  de  mlt  par  rapport  h  la  ligne  de  terre.  Par  A,  milieu 
de  cette  corde,  nous  mènerons  une  droite  parallèle  à  la  ligne  de 
terre,  et,  du  point  O,  nous  abaisserons  une  perpendiculaire  sur  ggt . 
Par  le  point  i  d'intersection,  nous  ferons  passer  une  parallèle  à  ggt 
qui  rencontrera  le  cercle  aux  points  b  et  c  cherchés, 


EXTRAITS  DES  PROCES -VERBAUX. 


SÉANCE    DU   MERCREDI  3   NOVEMBRE   1875, 

PRÉSIDÉE    par    ||.    MANNUEIM. 


Le  secrétaire  donne  lecture  de  la  liste  des  nouveaux  membres 
présentés,  ce  sont  : 

MM.  Archer  Hirst,  directeur  de  l'Ecole  navale  de  Greenwich 
(A,*d°tcrre);   Jung,   professeur  à  l'Institut  technique  de  Milan 
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(Italie);  Laquière,  capitaine  d'artillerie,  à  Rennes;  Claude-Lafon- 
taine,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  à  Paris;  Maurice 
Cabart,  garde  général  des  forêts,  à  Paris;  H.  Lez,  à  Lorrez-le- 
Bocage  (  Seine-c  t-  Marne  ) . 

L'élection  aura  lieu  dans  la  prochaine  séance. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  à  la  Société  une  communication 
Sur  le  papyrus  géométrique  Rhind  du  Musée  britannique,  et  Sur 
un  icosaèdre  du  Musée  égyptien  du  Louvre. 

M.  Fouret  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  la  transfor- 
mation de  contact  des  systèmes  des  courbes, 

M.  Halphen  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  il  NOVEMBRE  4  875, 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    JORDAN. 

Les  membres  présentés  dans  la  dernière  séance  sont  élus. 

M.  Fouret  complète  la  communication  faite  par  lui  dans  la  séance 
précédente. 

M.  Halphen  présente  quelques  observations  à  ce  sujet. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  à  la  Société  une  communication 
Sur  la  transformation  de  la  loi  de  Bode  et  sur  les  caractérisa 
tiques  numériques  dans  le  système  planétaire. 

M.  Jordan  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  la  résolution 
d'un  système  d'équations  indéterminées  du  premier  degré. 

M.  de  Polignac  présente  quelques  observations  au  sujet  de  la 
communication  précédente. 

M.  Halphen  fait  à  la  Société  une  communication  Sur  une  appli- 
cation des  fractions  continues  à  la  Géométrie. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  1er  DÉCEMBRE  1875, 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    JORDAN. 

Est  présenté,  comme   nouveau  membre,  M.  de  Comberousse, 
professeur  à  l'École  centrale,  à  Paris. 


M.  Picquet  fait  .i  la  Société  une  communication  Sur  u 
remarquable  du  huitième  degré. 

M.  Halphen  l'ait  à  la  Société  une  communication  Sur  la  conser- 
vation du  genre  des  courbes  planes  algébriques  dans  les  transfor- 
mations uniformes. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  13  DECEMBRE  1875 


M.  de  Comberousse  est  élu  membre  de  la  Société. 

M.  Chastes  fait  hommage  à  la  Société  de  la  réimpression  de 
l'.f perçu  historique. 

La  Société  vote  à  l'unanimité  des  rcmcrctmenls  à  M.  Chastes, 
avec  inscription  au  procès -verbal. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  communique  à  la  Société  une  note 
Sur  le  triangle  de  Shang-Kao,  et  une  note  Sur  la  géométrie  pan- 
imaginaire  à'— dimensions. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  un  procédé  uniforme  pour 
trouver  les  points  d'une  courbe  algébrique  à  singularités  quel- 
conques dont  les  coordonnées  et  leurs  dérivées  satisfont  à  une  équa- 
tion de  la  forme/ (x,^.  -*-■>••  ■  »  7^)  —  °« 

Le  secrétaire  donne  lecture,  de  la  part  de  M.  Brocard,  d'une 
Note  sur  la  détermination  d 'une  courbe  par  une  propriété  de  ses 
tangentes. 

SÉANCE  DU  MERCREDI  29  DÉCEMBRE  1875, 

PRÉSIDÉE    PAR    11.    MASM1EIH. 

Le  secrétaire  annonce  que  M.  Bîcnaymé  s'est  fait  inscrire  comme 
sociétaire  perpétuel. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  Sur  l'arith- 
métique pan-imaginaire  et  sur  la  correspondance  des  n  dimen- 
sions d'une  part  et  des  bases  numérales  à  n  chiffres  d'autre  pari. 


^y 
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M.  Catalan  annonce  à  la  Société  la  publication  récente  d'une 
Table  de  logarithmes  à  17  décimales,  ayant  26  pages  et  se  rap- 
portant à  tous  les  nombres  jusqu'à  43o  millions. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  présente  à  ce  sujet  quelques  observa- 
tions relatives  aux  travaux  antérieurs  de  M.  Koralek. 

M.  Halphen  fait  une  communication  Sur  le  contact  des  courbes 
planes  avec  les  coniques  et  les  courbes  du  troisième  degré. 

M.  Catalan  fait  une  communication  Sur  une  série  employée  par 
Legendre  pour  la  démonstration  de  l'incommensurabilité  de  tt. 

M.  Halphen  ajoute  quelques  mots  à  ce  sujet. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  Sur  le  signe 
de  la  division  chez  les  anciens  Egyptiens. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  12  JANVIER  1876, 

PRÉ3IDÉE    PAR    M.    DE    LA    GOURNERIB. 

Le  secrétaire  donne  lecture  d'une  lettre  de  M.  Bienaymé,  qui, 
frappé  d'une  grave  maladie  au  moment  où  la  Société  l'élisait  pré- 
sident, et  à  peine  remis  aujourd'hui,  fait  parvenir  à  la  Société  ses 
remerciments  en  même  temps  que  ses  regrets  de  n'avoir  pu  présider 
au  moins  une  des  séances. 

La  Société  procède,  par  la  voie  du  scrutin,  au  remplacement  des 
membres  sortants  du  bureau  et  du  conseil ,  qui  se  trouvent  ainsi 
constitués  : 

Président  honoraire M.  CHASLES. 

Président M.  DE  LA  GOURÏNERIE. 

M.  MANNHEIM. 

V,ce-Presidents  <    M    DARB0UX 

M.  ROUCHÉ. 

c      ^  t  (M.  BR1SSE. 

ScCTéUlre9 1   M.  LAGUERRE. 

„.      c      .,  .  j   M.  FOURET. 

Vice-Secrétaire. {   M    D£  SAINT_GERMAIN. 

Trésorier M.  ANDRÉ  (Désiré). 

Archiviste M.  HOUBIGANT. 


Membre*  du  Conseil  . . 


Membres  du  Ia.jim'i]  m 


M.  RIENAYMÉ. 

M.  BONNET  (Osilan). 
.  BOURGET. 
I   M.  CHASLES. 
I  M.  COLLIGNON. 
'   M.  HALPHEN. 

M.  HAÏ  ON  DE  LA  GOLPILUÈ1Œ. 

M.  JORDAN. 
|   M.  LEMOftMER. 
'    H.  LEVV  (Maurice}. 

M.  DE  POLIGNAC. 

M.  PUISELX. 

M.  AOUST  (l'abbe). 
I   M.  CLAVEUX. 
j    M.  PAKMENT1ER. 

M.  Ml  (Emile). 


/ 


Tliéorctne  concernant  Us  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure 
principaux  sont  liés  par  une  relation;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  8  raart  1878.) 

Les  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  en  chaque 
point  sont  liés  par  une  relation  satîsloul  à  une  équaliou  aux  déri- 
vées partielles  du  troisième  ordre,  indépendante  de  cette  relation. 
Le  théorème  que  je  désire  démontrer  ici  consiste  en  une  interpré- 
tation géométrique  très-simple  de  cette  équation.  On  obtient  ce 
théorème  en  substituant  aux  éléments  du  troisième  ordre  de  la  sur- 
face considérée  leurs  expressions  en  fonction  des  éléments  du  se- 
cond ordre  de  la.  surface  lieu  des  centres  de  courbure  principaux  de- 
là première.  Pour  faire  celte  substitution,  je  ine  servirai  de  divers 
résultats  que  j'ai  obtenus  dans  une  note  Sur  un  point  de  la  théorie 
des  surfaces  (Comptes  rendus  de  l'académie  des  Sciences,  aà  jan- 
vier 1875). 

Soit  (M)  une  surlace.  Je  considère  un  point  M  de  cette  sur- 
face et  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  A,  L  en  ce  point. 
Soient 


=  A  dx  •+■  B  dy, 


=  C  dx  ■+■  D  dy 


les  dillurcnticlles  totales  des  inverses  de  ces  rayons  de  courbure. 
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L'équation  aux  dérivées  partielles,  qui  exprime  que  A  et  L  sont 
liées  par  une  relation,  peut  s'écrire 

(i)  ÀD-BC  =  o. 

Pour  employer  les  mêmes  notations  que  dans  ma  note  précitée,  je 
désigne  par  fx  et  m  les  deux  centres  de  courbure  principaux  de  (M) 
au  point  M.  La  surface  des  centres  de  courbure  principaux  étant 
appelée  abréviativement  la  développée,  fx  et  m  sont  les  points  asso- 
ciés de  cette  développée  qui  correspondent  à  M.  Je  désigne  par  pt, 
p,  et  par  ;*t,  r,  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  développée 
en  fx  et  m,  et  enfin  par  r  et  t  les  courbures  des  sections  normales 
faites  dans  la  développée  en  ti  et  m  par  les  plans  des  sections  prin- 
cipales de  (M)  dont  les  rayons  de  courbure  sont  respectivement  A 
et  L.  Avec  ces  notations,  et  en  prenant  pour  axes  la  normale  et  les 
tangentes  principales  de  (M)  en  M,  j'ai,  suivant  la  note  précitée, 
les  formules  suivantes  : 

Ces  expressions  portées  dans  (1)  donnent 

(3)  r,r1p,p,=  (L  — A)4. 

Ainsi  : 

Théorème.  —  Soit  (M)  une  surface  dont  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  en  chaque  point  sont  liés  par  une  relation  ;  soient 
m,  xx  les  centres  de  courbure  principaux  relatifs  à  un  même  point 
de  (M).  Le  produit  des  quatre  rayons  de  courbure  principaux  de 
la  surface  lieu  des  points  m,  ix  en  deux  points  associés  est  con- 
stamment égal  à  la  quatrième  puissance  de  la  distance  de  ces 
points. 

Telle  est  la  proposition  que  j'avais  en  vue  d'établir.  Elle  devient 
illusoire  pour  deux  cas  particuliers  :  les  cas  où  (M)  est  une  surface 
de  révolution  ou  une  surface  développable.  Voici  maintenant  une 
remarque.  Dans  la  note  déjà  citée,  j'ai  indiqué,  pour  une  surface 
du  second  degré,  les  relations 

plPl=:-3(L-A)»£t     r,r,=  - 3(A-L)>j. 


^ 


On  en  conclut 

(4)  t,r,p,Pl=9(L 

Les  équations  (3)  et  (4)  sont  incompatibles.  On  en  conclut  que, 
parmi  les  surfaces  du  second  degré,  les  cylindres,  les  cônes  elles 
surfaces  de  révolution  sont  les  seules  dont  les  rayons  de  courbure 
principaux  en  chaque  point  soient  liés  par  une  relation.  On  sait 
aussi  qu'il  existe,  m  général,  sur  une  surface  quelconque,  des 
points  en  lesquels  cette  surface  a  un  contact  du  troisième  ordre 
avec  chaque  surface  du  second  degré  d'un  certain  faisceau.  Par 
suite,  si  les  rayons  de  courbure  principaux  en  chaque  point  de  la 
surface  considérée  sont  liés  par  une  relation,  ce  faisceau  se  com- 
pose de  cylindres,  de  cônes  ou  de  surfaces  de  révolution. 

Toute  équation  aux  dérivées  partielles  peut  être  considérée  à 
deux  points  de  vue  :  comme  définissant  une  famille  de  surfaces  ou 
comme  définissant  un  Heu  de  points  sur  une  surface.  A  ce  second 
point  de  vue,  l'équation  (i)  définit,  sur  une  surface  quelconque,  uu 
lieu  de  points  dont  on  peut  demander  la  propriété  géométrique 
commune.  Je  vais  l'indiquer  succinctement. 

En  chaque  point  d'une  surface,  il  existe  une  direction  dans  la- 
quelle une  des  courbures  principales  est  stalionnaïrc,  et  une  se- 
conde direction  dans  laquelle  l'autre  courbure  principale  est  éga- 
lement stationnaire.  En  tout  point  pour  lequel  la  relation  (i)  est 
satisfaite,  ces  deux  directions  coïncident.  J'ajoute  qu'aux  points 
correspondants  sur  la  développée,  la  relation  (3)  a  également  lieu, 
et  enfin  que  ce  lieu  de  points  n'existe  pas  sur  les  surfaces  du  se- 
cond degré. 


Sur  une  formule  de  la  théorie  des  surfaces;  par  M.  Ch.  IÎrisse. 

(Séance  du  11  mare  tS;C.) 

Soient 

les  éq ua Lions  d'une  surface,  et  supposons  qu'on  en  déduise  pom  le 
carré  de  l'élément  linéaire 
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Soient,  en  outre,  M,  N,  P,  Q,  R,  S  six  fonctions  de  u  et  de  v  assu- 
jetties à  vérifier  les  équations  de  Codazzi  : 

-j-  -h  GM  =  o,     -3 -j-  =  US  —  PQ, 

dv  dv        du  ^ 

ES  -f-  GR  =  o,     ~  -  ^  =  NP  -  MS. 

«f        du 

Si  l'on  considère  un  trièdrc  trirectangle  formé  par  les  tangentes  aux 
courbes  v=  const.,  u  =  const.,  et  par  la  normale  à  la  surface,  et 
un  second  trièdre  formé  par  la  tangente,  la  normale  principale  et 
la  binormale  d'une  courbe  tracée  sur  cette  surface  et  coupant  sous 
un  angle  i  les  courbes  e=  const.,  M.  Laguerre  a  montré  qu'en 
écrivant  que  la  position  des  deux  trièdres  était  déterminée  à  tout 
instant,  on  en  concluait  trois  relations  distinctes  contenant  le  rayon 
de  courbure  p,  le  rayon  de  torsion  r,  et  l'angle  u  de  la  normale 
principale  à  la  courbe  et  de  la  normale  à  la  surface  : 

ds 
dm =  (Vdu  +  Sdv)  sini -h  (Rcfa  +  Qf/p)cosi, 

ds=  (Prfa-4-  S</f  )cosi—  (Rcfa  -hQdv)  sini, 

ds  =  di-hMdu  -+-Ntft>, 

P 

l'angle  *  étant  lié  à  m  et  à  u  par  les  formules 

ds  cos  i  =  Edu,    dss\ni=G  dv. 

Ces  trois  relations  vont  nous  donner  également  trois  relations 
entre  certains  éléments  de  deux  courbes  tangentes  en  un  point  et 
tracées-sur  une  même  surface.  Eliminons  en  effet  du  et  rf*>,  M  et  K, 
elles  deviennent 

(i)  EG  (^--L\  =  ES  sin'i  +  (GP-+-  EQ)  sini  cosi  +  GRcos'/. 

(a)  EG  ^?=GPcos'i  + (ES  — GR)  sini  cosi  — EQsin'i, 

^~^  „^.  sincj  -,«  di       dE        .      rfG   .    . 

3  EG-— -  =—  EG  -T  +  -3-COSI—  -j-sini. 

v   '  p  ds       dv  du 

iv.  7 


Du  la  première  on  conclut,  pour  deux  courbes  S  et  L'  issues 
d'un  même  point  sur  une  même  surface;  et  tangentes  entre  elles, 
puisque  le  second  membre  ne  dépend  que  de  sîni  et  cosi, 


ds'  " 


'est  la  formule  de  M.  Ossian  Bonnet. 
De  la  deuxième  on  conclut  de  la  même  n 


c'est  le  tbcorèit 
De  la  Iroisîèi 


e  de  Meusnier. 
1e  on  conclut  enfin 


(fil 


dt'~ 


d'où  l'on  tire,  comme  nous  allons  le  faire  voir,  la  formule  de  M.  La- 
gnerre. 

DiiTérentions,en  eue t,  l'équation  (a), et,  tenant  compte  de  l'équa- 
tion (i),  isolons  les  termes  qui  ne  dépendent  que  de  sini  et  de  cosi, 
nous  en  conclurons 


/dm'        i  \  rfi'       S 

3\d7~7!)  Ô7~  ' 


iro'  drtf        oosig'    dp' 

>'    <i$'       p'    p't/*' 

sincr  <fe       COSBT    rfp 
p      ds  p     pds 


Multiplions  membre  à  membre  les  équations  (4)  et  (6),  et  retran- 
chons de  l'équation  (7)  le  double  du  résultat  obtenu,  nous  aurons 


p    \    ds      rj  p     pds 


Multiplions  enfin  membre  h  membre  les  équations  (5)  et  (8),  et 
nous  aurons  la  formule  cherchée 


pi/î 
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Note  sur  le  tracé  des  engrenages  par  arcs  de  cercle;  perfec- 
tionnement de  la  méthode  de  Willis;  par  M.  H.  Léauté. 

(Séance  du  8  mars  1876.) 

Le  but  de  ce  travail  est  d'indiquer  un  perfectionnement  de  la 
méthode  de  Willis,  pour  le  tracé  des  engrenages  par  arcs  de 
cercle. 

Ce  nouveau  procédé  conduit,  pour  la  forme  de  la  dent,  à  une 
approximation  qui  est  de  beaucoup  supérieure  à  celle  que  donne 
le  procédé  de  Willis,  et  cela  sans  modiûer  les  opérations  à  effectuer, 
sans  exiger  la  moindre  complication  dans  les  calculs;  l'odonto- 
graphe  est  conservé,  son  angle  seul  est  changé. 

Le  présent  Mémoire  est  divisé  en  deux  parties  :  dans  la  pre- 
mière, je  chercherai  quel  est  le  cercle  qui,  dans  une  étendue  déter- 
minée, épouse  le  mieux  la  forme  de  la  dent;  dans  la  seconde,  je 
remplacerai  le  cercle  de  Willis  par  un  autre  cercle  plus  avanta- 
geux, mais  assujetti  à  cette  condition  de  donner  lieu  à  une  suite 
d'opérations  exactement  de  même  nature  que  celles  du  tracé  de 
Willis. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

RECHERCHE  DU  CERCLE  QUI  DIFFÈRE  LE  MOINS  POSSIBLE  D'UN  ARC  d'ÉPICYCLOÏDE 
DANS   LE  VOISINAGE  DE  SON  POINT  DE  REDROUSSEMENT. 

Je  remarque  d'abord  que,  dans  le  voisinage  de  son  point  de  rc- 
broussement,  l'épicycloïde  diffère  très-peu  d'une  développante  de 
cercle,  c'est-à-dire  que  le  contact  entre  l'épicycloïde  et  la  dévelop- 
pante osculatrice  est  d'un  ordre  supérieur  à  celui  du  contact  ordi- 
naire d'une  courbe  avec  son  cercle  osculatcur.  L'écart  entre  les 
deux  courbes  sera  encore  diminué  si  l'on  considère  un  arc  fini, 
mais  petit,  et  que,  au  lieu  de  la  développante  osculatrice  au  point 
de  rebroussement,  on  prenne  une  développante  tangente  à  l'épicy- 
cloïde en  ce  point  et  ayant  même  rayon  de  courbure  moyen  dans 
les  deux  parties  qui  doivent  être  substituées  l'une  à  l'autre. 

Je  considérerai  donc  désormais  une  développante  de  cercle,  me 
réservant,  lorsqu'il  s'agira  d'une  épicycloïde,  de  déterminer  les  élé- 

7- 


A 

1 
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ruents  de  la  développante  par  les  éléments  moyens  de  l'épicy- 
cloïdc. 

Soient  A  WD  la  portion  de  la  développante  considérée,  Tl  le 
rayon  du  cercle,  i  l'angle  de  l'élément  situé  en  D  avec  le  rayon  AO, 
,v  la  longueur  de  l'arc  AD;  on  a 


La  courbure  de  la  développante  allant  constamment  en  diminuant 
à  partir  de  A,  ou  peut  toujours  trouver  un  cercle  ici  que  Arf  qui, 
partant  de  A,  coupe  la  développante  en  deux  autres  points  h  et  A' 
situés  entre  A  et  D.  La  distance  des  deux  courbes  aura  donc  deux 
maximums,  l'un  eu  i,  l'autre  en  b';  ce  sont  deux  maximums  ordi- 
naires, c'est-à-dire  que  la  dérivée  de  la  distance  des  deux  courbes 
s'y  annule.  Il  y  aura,  en  outre,  un  maximum  absolu  en  D,  à  l'ex- 
trémité de  l'arc  considéré. 

Le  cercle  le  plus  avantageux  sera  celui  pour  lequel  les  deux  plus 


grands  de  ces  maximums  seront  égaux;  car,  si  cette  condition  n'était 
pas  remplie,  on  pourrait  tracer  un  autre  cercle  diflérant  moins  de 
la  courbe  que  le  cercle  donné. 

Cela  posé,  soient  «„,  a',,  a,  les  valeurs  de  a  aux  maximums  b,  b', 
D;  ,o,p0i  p',i  pi  les  rayons  de  courbure  de  la  développante  aux 
points  a,  a0,  a',,  a,  ;  posons 


Nommons  {3  l'angle  d'un  élément  quelconque  du  cercle  qui  doi 
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« 

remplacer  la  développante  avec  la  ligne  AO,  et  représentons  un 
point  du  cercle  par  l'angle  /3  correspondant. 

Puisque  le  point  b  est  un  maximum  de  distance  pour  les  deux 
courbes,  la  normale  en  &  à  la  développante  est  aussi  normale  au 
cercle  ;  le  centre  de  ce  cercle  est  donc  sur  le  rayon  de  courbure  p0 
en  b.  Soit  pQ  t  le  rayon. 

Les  angles  a  et  (3  sont  toujours  petits,  de  sorte  que  Ton  peut 
prendre,  pour  mesure  de  l'écart  des  deux  courbes,  la  différence  des 
ordonnées  menées  perpendiculairement  à  AO;  de  plus,  comme  ces 
courbes  se  suivent  de  près,  on  pourra,  au  degré  d'approximation 
que  comporte  la  question,  comparer  les  points  qui  sont  à  une  môme 
distance  de  A,  ces  distances  étant  comptées  sur  les  arcs  de  courbe. 

L'ordonnée  mp  de  la  développante  est 


a 


Jl      s\n<x  ds, 
o 


ou,  si  Ton  veut,  à  cause  de  la  petitesse  de  a, 


x 


2 


arf5=~5.a..r3     (•). 


L'ordonnée  MP  du  cercle  est  de  môme 


La  différence  des  ordonnées  mesurant  l'écart  des  deux  courbes  est 
donc 

Z  = l OX  -4-  I  2  )  X1. 

12    \       r  / 


(')  Car  on  sait  que 


par  suite, 


Ra*       A     a 

s  = et    —  =  x  ; 

2  a. 


Ç   Kds=  j      Ra'rfa  =  f    Rajx'  dx  =  Ba|  ^  =  |/,  «. x9. 
(*)  On  a,  en  effet, 

S  —  Sa  2  «  —  I  S  fit  —  1  '       \ 

fi  =  a,  H !  =•  a, 1 =  a,  ( h  - — -  )  ; 
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Si  l'on  annule  la  dérivée  de  z,  ou  trouve  pour  racines 

x  =  i,     x  :=»£—  i, 
ce  qui  donne 

pourx  =  i,  x=x„      2  — :.-_*,«,, - 

.  ,  ».* —  (a«  — 0 

pourjr  =  2e  —  i,     a  =  a„     z  —  xt=*.t 

Il  suilit  maintenant,  pour  obtenir  le  cercle  clic  relié,  d'exprimer  que 
le  maximum  absolu  z,  à  l'extrémité  de  l'arc  est  égal  au  plus  grand 
des  deux  nombres  ze  et  z\. 

La  donnée  immédiate  du  problème  est s, ,  longueur  du  l'arc  con- 
sidéré, et  m,/;,,  ordonnée  de  l'extrémité  de  cet  arc;  mais  on  voit 
qu'on  arrivera  à  la  solution  en  supposant,^  ou  <x„  donné  et  cher- 
chant, parmi  les  cercles  tels  que  z,  soit  égal  à  20  ou  z\,  celui  pour 

lequel  l'erreur  relative  — —  est  la  plus  petite  possible. 

On  opérera  donc  de  la  manière  suivante  : 

a»  étant  supposé  constant,  on  tracera  une  suite  de  cercles  passant 
par  le  point  A  et  ayant  leurs  centres  sur  la  normale  au  point  b  cor- 
respondant à  2C  ;  chacun  de  ces  cercles  sera  supposé  terminé  au 
point  s,  tel  que  2,  soit  égal  à  la  plus  grande  des  deux  quantités  za 

et  z'.;  on  cherchera  ensuite  celui  pour  lequel  --  '—  est  le  plus 
peut. 

Cette  manière  d'opérer  a  ce  grand  avantage  qu'elle  n'introduit 
qu'un  seul  paramètre  variable  t,  au  lieu  de  deux  que  l'on  aurait 
eus  en  abordant  le  problème  directement. 

Il  est  bien  entendu  d'ailleurs  que,  lorsque  je  dis  qu'on  tracera 
une  suite  de  cercles,  il  ne  s'agit  pas  d'un  tracé  graphique,  mais  bien 
du  calcul  de  leurs  ordonnées   successives  ou  plutôt  du  calcul  de 


/' 


^.->-T]=-#'->-?]=....(<-f^)- 
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l'écart  z.  Ce  qui  va  suivre  prouvera  que  ce  calcul  n'est  pas  auss 
long  qu'on  pourrait  le  croire. 

Puisque  a9  est  le  maximum  le  plus  rapproché  de  Â,  les  seuls 
cercles  que  nous  ayons  à  considérer  sont  ceux  pour  lesquels 

*%  >  «#» 
c'est-à-dire 

26  — i>i     ou     -<*• 
Calculons  d'abord  les  z  correspondant  à  e  =  2,  et  posons 

12   J 

en  représentant  par  j-  la  quantité 


/3.r'-6       Q  \    , 

y=[ —  ox  +  12  j  x1. 


Nous  verrons  qu'il  est  ensuite  facile  de  conclure  de  ce  calcul  la 
valeur  de  z  pour  une  autre  valeur  de  e. 
Dans  le  cas  de  %  =  2, 


y  =  l  -  x* —  8x  -+-  9  j  x7. 


La  fonction  entre  crochets  se  calcule  rapidement  par  la  méthode 
des  différences  ;  nous  avons  réuni  dans  le  tableau  suivant  les  diffé- 
rentes valeurs  de  y  correspondant  à  des  valeurs  de  x  comprises 
entre  1  et  3  : 


X. 

a 

'  —  8*-+- 9. 

A. 

A*. 

S- 

1,0 

2,5oo 

-  o,485 

o,o3 

2,5oo 

',! 

2,Ol5 

—  0,455 

» 

2,438 

1,2 

i,56o 

—  0,425 

» 

2,246 

1,3 

i,i35 

—  0,395 

» 

1,918 

i,4 

0,740 

—  o,365 

» 

i,45o 

i,5 

0,375 

—  o,335 

» 

o,844 

1,6 

0,040 

—  o,3o5 

» 

0,102 

i,7 

— 

o,265 

—  0,275 

A 

—  0,765 

"S 

■A 


-  IN  - 

m 

lJ>_R.r+!). 

A'. 

1.8 

-  o,5{o 

-  o,445 

o.oî          -  1,749 

',9 

-  o,;85 

-    0,4l5 

-  4,834 

a,o 

—    1  ,0Ol) 

-  o,i85 

n                  —  4,000 

4,1 

-  I,i85 

-  o,i55 

—  5,aa6 

4,4 

-  i,34o 

-    Op.ïï 

»               —  6,486 

4,3 

—  1,465 

—  0,095 

-  7,750 

4.4 

—  i,56o 

-  Q.otS 

n              —  8,986 

4,5 

-  1,645 

-  o,o3S 

-to,r56 

4.C 

—  1,860 

-  a,oo5 

«              — n, a*» 

a>7 

—  1,665 

-+-  a,àaè 

-I4,i38 

4,8 

-  .,640 

~  o,o55 

iv               —14,858 

a.'J 

—  1,585      . 

■4-  o,o85 

»              -i3,33o 

3,o 

-  t.foo 

■f  o,m5 

•              —11,500 

Il  faut  main 

nnant  calculer  les 

valeurs  de  v 

correspondant  à  d'autres 

cercles,  c'est-à-dire  à  d'autres  valeurs  de 

Or  il  est 

évident  que,  pour  une  même 

valeur  de  .r  et  pour  des 

valeurs  de  - 

croissant  en  progression  arîl 

métiquc,  les  y  diffèrent 

par  une  quantité  constante  et 

égaleàx1^ 

x'—  6)  si  A-~i. 

Le  lablea 

1  suivant  donne  1 

s  valeurs  de 

ces  did'érences  pour  des 

7,a3 
8,5a 
9,«7 
11,28 


4,, ,17 

5a,ïia 
6i,97l 
79.687 

«6,513 
115,69» 

|3;,357 
.6..7a< 


La  détermination  de  x,,  et  par  suite  celle  de  3,,  pourra  se  faire  par 


i  V 

à; 
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un  tracé  graphique  (f).  On   commencera   par  construire  à  une 
échelle  suffisante  la  courbe  des  y  ayant  x  pour  abscisse,  relative  au 

cas  de  -  =  o, 5,  ce  qui  se  fait  par  le  premier  tableau.  On  en  déduit 

ensuite  autant  d'autres  cercles  que  Ton  veut  à  l'aide  du  deuxième  ta- 
bleau. Cette  opération  est  aisée,  car  il  suffit  de  prendre  sur  chaque 
ordonnée,  à  partir  de  la  courbe  initiale,  une  série  de  points  équi- 
distants  \  la  distance  de  ces  points  sera  le  centième  des  chiffres  portés 
sur  le  deuxième  tableau  si  Ton  veut  tracer  les  courbes  relatives  à 

des  valeurs  de  -  différentes  de 


6  100 

Ces  courbes  une  fois  tracées,  on  calcule  les  valeurs  de  y  relatives 
aux  deux  maximums  à  laide  des  formules 

et  Ton  cherche  sur  chaque  courbe  le  point  xt  pour  lequel  yx  est 
égal  à  la  plus  grande  des  valeurs  précédentes. 

Le  tableau  ci-dessous  donne  les  résultats  obtenus  pour  quatre 

valeurs  de  -  différant  de et  comprenant  la   valeur   inconnue 

e  100  * 

de  xt  : 


1 

— 1 

c 


y%*  /c  x\" 


o,5g  2,23  3,i4  2,985 

0,60  2,20  2,54  2,880 

0,61  2,17  2,o5  2>79<> 

0,62  2,14  i,54  2,720 

La  quantité  qui  doit  être  minimum  est  — —  ;  or  zt  est  propor- 
tionnel à  j^j  et  mt  pi  est  proportionnel  à  x\^  si  Ton  calcule  la  valeur 

(')  On  n'a  fait  figurer  dans  le  tableau  ci-dessus  que  les  valeurs  de  x  supérieures  à  3,  f 

car  on  cherche  la  valeur  xt  pour  laquelle  z%  est  égal  au  plus  grand  des  deux  nombres  f 

'z9  et  z'#;  or  cette  valeur  est  forcément  très-supérieure  à  l'abscisse  du  point  d'intersection 
de  la  développante  et  du  cercle  situé  le  plus  près  de  À,  lequel  point,  étant  à  peu  près 
symétrique  de  A  par  rapport  à  b%  a  son  abscisse  dans  les  environs  de  3. 


•M 
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de  — ri  on  trouve 
9\ 

;* 

JV 

ïj* 

o,59 
o,(k> 

3,l< 

a, 54 

0,1180 
o,io63 

0,6a 

a,  l\ 

0,0999 
0,1064 

Le  maximum  clicrcl 

é  correspond  don 

c  à  une  valeui 

de 

-  comprise 

entre  0,60  et  o,6"a  e 

voisine  de  0,61. 

Avant  d'aller  plu 

loin,  il   est  bon 

de 

'assurer 

que 

lorsqu'on 

augmente  x,  ,  l'crreu 

t  relative  ^uci 

augmentant. 

3 r  celte  erreur 

est  proportionnelle  i 

■M-0 

ï,~ 

8, 

([nautile  dont  le  ruai 

mu  in  est  donné  par 

*,=  t^7^ 

S- 

Cette  valeur  de  a\  est  réelle  lorsque 

e  est 

plus  gra 

ad, 

ue  0,5,  ce 

qui  est  le  cas  actuel.  A  partir  de  ce  minimum,  la  fonction  est  con- 
stamment croissante  avec  a",  ;  or  ici  t  est  plus  petit  que  — tt  ou,  si 

l'on  veut,  que  1,7;  le  minimum  a  donc  lieu  pour  une  valeur  de  x, 
plus  petite  que  2,2,  c'est-à-tlire  inférieure  à  la  plus  petite  des  va- 
leurs inscrites  dans  le  tableau  ci-dessus;  par  suite,  quand  r,  aug- 
mente, l'erreur  relative  ^-J  va  bien  en  augmentant,  ce  qui  est  né- 
cessaire pour  que  la  solution  trouvée  réponde  à  la  question. 

On  peut  calculer  avec  plus  d'approximation  la  valeur  de  C  qui 
correspond  au  minimum  en  faisant  passer  une  parabole  dont  1  axe 
est  parallèle  à  Oy  par  les  trois  points 

a-  =  o,Go,         arr=o,6i,         x  =  o,6?, 
^•=o,ro63,    ^-  =  0,0999,    7-^0,1064, 

et  cherchant  le  point  le  plus  bas  de  celle  parabole. 


On  trouve  alors 
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-  =  0,609, 


d'où  il  résulte 

6  zz:  l  ,642,      ^,=  2,78,       —  =  0,36, 

valeurs  qui  conduisent  à  la  règle  suivante  : 

Pour  remplacer  par  un  cercle  une  épicycloïde  ou  une  dévelop- 
pante dans  une  portion  Ad  voisine  de  son  point  de  rebrousse- 
ment  A,  il  faut  prendre  sur  la  courbe  un  point  b  tel,  que  l'angle  de 
la  normale  en  ce  point  avec  la  normale  en  A  soit  les  o,36  de  l'angle 
de  la  normale  en  d  avec  cette  même  normale  en  A,  mener  la  nor- 
male en  b  et  décrire  un  cercle  ayant  son  centre  sur  cette  normale, 
passant  par  A,  et  dont  le  rayon  soit  égal  à  i,642fo?  en  désignant 
par  p0  le  rayon  de  courbure  en  £. 

Cette  règle  permettrait  évidemment  d'obtenir  dans  chaque  cas 
particulier  le  cercle  le  plus  avantageux  pour  le  profil  d'une  dent  ; 
mais  cela  exigerait  quelques  raisonnements,  et  le  but  que  nous  nous 
proposons  est  d'arriver  à  un  tracé  identique,  comme  opérations  à 
effectuer,  au  tracé  de  Willis.  La  seconde  partie  de  ce  travail  con- 
duira à  ce  résultat. 


SECONDE  PARTIE. 

TRACE  PRATIQUE  DES  DENTS  D'ENGRENAGE  PAR  ARCS  DE  CERCLE. 

On  peut  admettre  que  la  saillie  des  dents  en  dehors  de  la  circon- 
férence primitive  est  d'environ  les  o,3i  du  pas.  C'est  la  moyenne 
des  proportions  données  par  les  différents  auteurs. 

On  sait  aussi  que  dans  les  engrenages  à  épicycloïde,  engendrés 

par  le  cercle  qui  a  pour  rayon  — ?  a  étant  le  pas,  c'est-à-dire  dans 

les  engrenages  adoptés  par  Willis,  l'amplitude   de  prise  ax  est 

donnée  par  la  formule  suivante,  si  l'on  prend  le  pas  pour  unité  :  r 


V       7T  N  +6 


-v    • 


) 


h  étant  le  rapport  entre  la  saillie  des  dents  et  le  pas,  N  le  nombre 
de  dents. 

La  plus  petite  valeur  de  N  étant  ta,  on  voit  (jue  îj,  varie  depuis 
o,b'3  jusqu'à  0,77;  l'amplitude  de  prise  est  donc,  en  moyenne,  les 
0,70  du  pas. 

Ainsi  l'are  Ad  de  la  circonférence  primitive  déterminé  par  la 
normale  d  D  à  l'extrémité  de  la  dent  peut  être  regardé  comme  égal 
aux  0,70  du  pas. 

Pilais,  si  je  considère  un  point  m  quelconque  sur  le  profil  de  la 
dent,  il  esl  évident  que  l'are  ÀM  déterminé  sur  la  circonférence 
primitive  par  la  normale  ffxM  en  m  est  proportionnel  à  l'angle  de 
m  M  avec  la  tangente  en  A  à  la  circonférence  primitive,  c'est-à-dire 
à  l'angle  que  nous  avons  nommé  a. 

Or  il  faut  trouver  un  point  b  tel  que  l'angle  x  correspondant  soit 
les  o,3ti  de  celui  qui  correspond  à  l'extrémité  D;  pour  cela,  i! 
suiHt,  d'après  ce  qui  précède,  de  prendre 

AB=o,36Arf, 

et,  comme  Ad  est  égal  à  0,70*1,  il  en  résulte 


""-4 

Il  faut  maintenant  connaître  la  normale  Bb;  or  cette  normale,  in- 
terceptant sur  le  cercle  générateur  un  arc  égal  à  -y  de  la  circonfé- 
rence, l'angle  de  B£  avec  la  tangente  en  B  à  la  circonférence  pri- 
mitive esl  de 

3fio 


Nous  prendrons  donc  pour  angle  fixe  de  l'odontographe  7°3o'  au 
lieu  de  t  j  degrés  que  prend  Willis,  et  tandis  qu'il  place  le  sommet 

de  cet  instrument  en  un  point  distant  de  À  de  -1  nous  le  placerons 
au  point  distant  seulement  de  y 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  trouver  la  grandeur  du   rayon  avec 
lequel  on  doit  tracer  l'arc  de  cercle.  Or  nous  avons  vu  que  ce  rayon 


/ 
V 
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était  égal  à  i,64p<»  en  désignant  par  pQ  le  rayon  de  courbure  en  b \ 

mais  on  sait  que 

\7.a   .     r  /N+6\ 
?•  = Sin  -7  (  c > 

c'est-à-dire  sensiblement 


-    N-f-6 

po  =  0,00  _T tf. 

Le  rayon  du  cercle  devra  donc  être 

.     nr    ,     t*    N-f-6          Q    N-t-6 
a  X  1,64  X  o,5o^T  — =  0,82^ a. 

^  N-f-ia  N  -f- 12 

Cette  formule  est  identiquement  de  même  forme  que  celle  de 
Willis,  de  sorte  que  non-seulement  les  opérations  manuelles  du 
tracé,  mais  encore  les  calculs,  sont  les  mêmes  que  dans  le  procédé 
de  Willis. 

Nous  n'avons  considéré  dans  tout  ce  qui  précède  que  la  face  de 
la  dent  5  pour  passer  au  tracé  du  flanc,  il  suffit  de  changer  N  en 
—  N,  ce  qui  donne  pour  le  rayon  du  cercle 

0,O2- «• 

N  —  12 

En  résumé,  voici  comment  on  tracera  par  le  nouveau  procédé  un 
engrenage  de  pas  a,  à  n  dents  : 

i°  Pour  la  face,  —  On  prendra  un  arc  ÀB  égal  à  -;  on  mènera 

par  Todontographe  la  droite  BC  faisant  avec  la  circonférence  pri- 
mitive un  angle  de  70  3o',  et  Ton  décrira  un  arc  de  cercle  passant 

A                                           t>^                                «N-f-6 
par  A,  ayant  son  centre  sur  I3L  et  pour  rayon  0,02  ^ a\ 

20  Pour  le  flanc.  —  On  prendra  un  arc  AB'  égal  à  -ji  on  mè- 
nera B'C'  faisant  avec  la  circonférence  primitive  un  angle  de  7°3o', 
et  Ton  décrira  uu  arc  de  cercle  passant  par  A,  ayant  son  centre  sur 

N  —  6 
B'C  et  pour  rayon  0,82  ^ a. 

En  somme,  on  fera  identiquement  la  construction  de  Willis, 


v 
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mais  eu  remplaçant  l'arc  -  par  l'arc  71  l'odonlograplie  à  ij  degrés 

...  .     ,ji.        ,  ,        „     N±  6 

par  I  ouon  lograplie  a  7  Mo  ,  cl  le  rayon  de  o,jo  m^p —  a  par  un 

1        a      N±6 
lavon  de  0,0a  ij— i a. 

Grâce  :'t  ces  modifications,  l'approximation  sera  considérable- 
ment augmentée;  on  peut  s'en  rendre  compte  aisément. 

L'écart  entre  l'épieycloïde  et  le  cercle  est,  en  elTct,  comme  nous 
l'avons  vu, 

Pour  comparer  le  procédé  de  Willis  au  procédé  proposé,  il  suffit  de 
comparer  dans  les  deux  cas  les  valeurs  de  celte  quantité. 

Les  erreurs  les  plus  fortes  se  produisent  dans  les  deux  procédés 
pour  l'extrémité  de  la  deul  :  c'est  ce  <jui  fixe  la  valeur  de  x;  dans 
le  tracé  de  Willis,  x=  1,4,  s  =  1,  «0  =  — ?  dans  le  tracé  proposé, 
.£  =  2,78,  £  =  i,6'4a,  a^==-.  Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans 

l'expression  ci-dessus,  on  trouve  tjue  l'approximation  obtenue  est 
plus  de  six  fois  plus  forte  par  le  nouveau  procédé  que  par  le  pro- 
cédé de  Willis. 


Sur  les  courbes  du  troisième  ordre;  par  M.  L.iGUEiiitE. 

(Séance  du  3  février  i8;."i.) 

1.  Soit  une  cubique  fondamentale  V  =  o;  en  adoptant  les  nota- 
tions de  M.Salmou  [Wgher  plane  curvas,  p.  1 83  et  sniv.),  je  dési- 
gnerai par  S  et  T  les  deux  invariants  de  U,  par  If  son  liessien  et 
par  F,  P  et  Q  ses  contre  va  riants  principaux.  La  bessieune  de  la 
courbe  aura  donc  pour  équation  H  =  o;  l'équation  tangcnticlle  de 
la  courbe  elle  même  sera  F  =  o  ;  el  l'équation  langeulicllc  de  la  cay- 
leyenne  P  =  o. 

La  cubique  fondamentale  et  sa  bessîenne  déterminent  un  fais- 
ceau (U)i  une  courbe  quelconque  de  ce  faisceau  a  pour  équation 
U  ■+-  6f>  Il  =  o  ;  je  la  désignerai  par  la  notation  Uf . 
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Je  considérerai  en  même  temps  le  faisceau  tangentiel  des  courbes 
déterminées  par  l'équation  F  —  6pT?*  =  o,  et  je  désignerai  par  la 
notation  F?  la  courbe  de  ce  faisceau  qui  correspond  à  une  valeur 
déterminée  de  p . 

2.  Un  système  de  trois  points  étant  déterminé  sur  une  droite 
par  les  racines  d'une  équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  un  po- 
lynôme du  troisième  degré 

ax%  •+■  3bx7  -+-  3cx  •+-  d> 

j'appellerai  points  covariants  du  système  les  points  déterminés 
sur  la  droite  par  les  racines  de  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro 
le  polynôme  du  second  degré 

[ac  —  b*)  x*  +  [ad  —  be)  x  4-  [bd  —  c2) 
covariant  du  précédent. 

3.  Cela  posé,  on  a  les  propositions  suivantes  : 

I.  Une  droite  quelconque  D  du  plan  de  U  rencontrant  cette 
courbe  en  un  système  de  trois  points,  les  deux  points  covariants  de 
ce  système  sont  situes  sur  une  même  cubique  du  faisceau  (U). 

Cette  cubique  rencontre  D  en  un  troisième  point  que  j'appellerai 
le  centre  de  la  droite, 

II.  Par  tout  point  M  du  plan  passent  quatre  droites  ayant  le 
point  M  pour  centre  ;  je  les  appellerai  les  rayons  du  point  M. 

III.  Si y  d'un  point  quelconque  M  de  la  cubique  Up,  on  mène 
des  tangentes  à  la  conique  polaire  de  M  par  rapport  à  U,  ces  tan- 
gentes enveloppent  la  courbe  de  sixième  classe  Fe. 

IV.  Des  six  tangentes  que  Von  peut  mener  d'un  point  M  de  L 
à  la  courbe  F?,  deux  sont  les  tangentes  menées  du  point  M  à  sa 
conique  polaire  relativement  à  U,  les  quatre  autres  sont  les  rayons 
du  point  M. 

V.  Si  une  droite  se  meut  tangentiellement  à  F  ,  son  centre  dé- 
crit la  cubique  Ue. 

VI.  Si  une  droite  touche  Fp  au  point  A  et  rencontre  Up  aux 

points  a,  /;,  c,  les  quatre  points  A,  rt,  i,  c  forment  un  système  har-  f 

monique.  * 


V 
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4.  Voici  quelques  conséquences  de  cette  dernière  proposition  : 
Étant  donnée  une  cubique  (J,  si  l'on  cherche  les  courbes  jouissant 
de  la  propriété  qu'une  quelconque  de  leurs  tangentes  est  partagée 
harmoniquement  par  leur  point  de  contact  et  les  trois  points  où 
elle  rencontre  la  cubique  U,  on  trouve  que  ces  courbes  sont  algé- 
briques, et  il  est  facile  d'en  obtenir  une  construction  géomé- 
trique ('). 

A  toute  cubique  U  se  rattache  en  efl'el  une  intégrale  elliptique 
J"d\  (\u\  jouit  de  la  propriété  suivante:  Désignons,  en  général,  par  (M} 
la  valeur  de  cette  intégrale  prise  depuis  un  point  convenablement 
choisi  jtisqii  à  un  point  M  pris  arbitrairement  sur  celle  courbe;  la 
condition  nécessaire  et  suffisait  te  pour  que  trois  points  A,  B,  C  de  la 
courbe  soient  en  ligne  droite  peut  s'exprimer  par  la  relation 

(i)  +  (»)+(C)«o, 

le  signe  de  la  congruence  indiquant  que  la  somme,  qui  se  trouve 
dans  le  premier  membre,  est  de  la  forme  mp  ■+■  ntf,  m  et  n  désignant 
des  nombres  entiers,  p  et  ij  les  deux  périodes  de  l'intégrale. 

Si  une  droite  tourne  autour  d'un  point  A  de  la  courbe,  en  dési- 
gnant par  11  et  C  les  deux  points  variables  où  cette  droite  mobile 
coupe  la  courbe,  on  aura,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 


(BJ+(C)-o, 

ce  qui  donne  géométriquement  l'intégrale  de  l'équation 

rfV  -4-  rfV  =  o. 

Si  maintenant  on  désigne  par  A' le  point  conjugué  harmonique 
de  A  relativement  à  B  et  C,  on  voit  que  la  droite,  en.  tournant  illum- 
inent peu  autour  du  point  A',  décrit  sur  la  courbe  deux  segments  in- 
finiment petits  égaux  à  ceux  qu'elle  décrivait  en  tournant  autour  du 
point  A,  l'un  de  ces  segments  étant  décrit  dans  un  sens  contraire. 
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On  a  donc,  dans  ce  cas, 

équation  dont  l'intégrale  est  (B)  —  (C)  =  o. 

D'où  cette  conclusion  : 

Si  une  courbe  est  telle,  qu'une  quelconque  de  ses  tangentes  ren- 
contrant la  cubique  U  en  trois  points  À,  B,  C,  son  point  de  contact 
soit  le  conjugué  harmonique  du  point  À  relativement  à  B  et  à  C, 
les  points  variables  B  et  C  sont  reliés  par  la  relation 

(B)-(C)  =  o. 

De  là  encore  une  construction  géométrique  simple  de  ces 
courbes. 

Soient,  en  effet,  b  et  c  deux  points  fixes  pris  sur  la  courbe  et  M 
un  point  mobile  décrivant  cette  courbe.  Menons  les  droites  Mb  et 
Me  et  appelons  B  et  C  les  points  où,  elles  coupent  respectivement 
U;  je  dis  que  la  droite  BC  enveloppe  une  courbe  jouissant  de  la 
propriété  énoncée.  Les  trois  points  M,  4,  B  étant  en  effet  en  ligne 
droite,  ainsi  que  les  points  M,  c,  C,  on  a 

(M)-H6)  +  (B)  =  o, 
(M)  +  (c)4-(C)  =  o; 

d'où 

(B)-(C)=3(c)-(i)™const. 

Il  est  clair,  d'ailleurs,  que,  pour  obtenir  toutes  les  courbes  cher- 
chées, il  suffit,  un  des  points  b  étant  choisi  arbitrairement  et  res- 
tant fixe,  de  faire  varier  le  point  C. 

5.  Quelque  simple  que  soit  la  construction  géométrique  que  je 
viens  de  donner,  elle  se  prêterait  peut-être  difficilement  à  la  re- 
cherche de  l'équation  générale  des  courbes  elles-mêmes. 

Le  théorème  VI  donné  ci-dessus  (3)  permet  d'y  arriver  facile- 
ment. 

On  voit,  en  effet,  qu'étant  donnée  une  cubique  Up,  la  courbe  de 
sixième  classe  F?  est  une  solution  de  la  question-,  or,  Up  étant  une 
courbe  déterminée,  comme  on  peut  prendre  pour  cubique  fonda- 
mentale une  quelconque  des  cubiques  du  faisceau  (U),  on  voit 
iv.  8 


\ 


qu'il  lui  correspond  une  infinité  de  courbes  Ff  dont  l'e 
donne  la  solution  complète  du  problème. 

Pour  achever  la  solution,  changeons  D  en  U  -f-  61H,  X  étant  — 
nombre  indéterminé  ;  H,  P  et  F  deviennent  alors  respectivement, 
(Salhok,  loc.  cit.,  p.  189  et  suiv.) 

(-aSX-TX'+8S'X')C-l-(i-i-iaSX'-f-aTX')H, 
P  t-  QX-iaSPX'  +  4(SQ-TP)X* 
et 

(i  +  a4SX'  +  8TX'— 48S'X')F 

-  a4  (X  +  aTX«)  P-~  a4(X- -4SX'}PQ -8X'Q»; 
par  suite,  Up  devient 

U[i-aSX  — TX«  +  8SOi']-t-6H[X+p(i  +  iaSX>  +  aTX')],    • 
ou  simplement  U,  si  l'on  détermine  p  par  la  condition 

_  -X 

P~n-iaSX,  +  aTX'* 

En  effectuant  la  même  transformation  dans  F,,  cette  expression 
devient,  réductions  faîtes, 

(■  ■+■  24SX'  -4-  8TX*  -  48S'X«  )  t> 

X[(i  +  iaSX*  +  aTX')F  —  18XP' -  i2X]PQ  —  =X'Q']; 

l'équation  générale  des  courbes  considérées  est  donc 

(i  +  I2SX'  +  aTX')F— i8XP'-iï>.1PQ-2X]Q'  =  o. 


Construction  de  la  chaînette  par  points,  et  division  d'un  arc 
de  cette  courbe  en  n  parties  proportionnelles  à  des  segments 
donnés;  par  M.  G.  Jukc. 


11  est  conuu  que  la  chaînette  est  la  courbe  diamétrale  de  deux 
logarithmiques  égales  et  symétriquement  placées  autour  de  son 
axe  de  symétrie.  Cette  propriété  peut  même  servir  à  la  construction 


«s 
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de  la  chaînette  par  points,  pourvu  que  les  deux  logarithmiques 
soient  tracées  d'avance. 

Je  me  propose  dans  cette  Note  de  donner  de  la  chaînette  une 
construction  par  points  qui  n'exige  la  construction  effective  que  de 
Tune  des  deux  logarithmiques  et  qui  me  paraît  très-simple.  Je 
donnerai  aussi  une  règle  pour  la  division  d'un  arc  de  chaînette 
en  n  parties  égales  et  pour  la  réduction  de  son  aire  à  une  base  don- 


née. 


\ .  Soit 


(•) 


r=z\ 


n 


l'équation  de  la  chaînette  rapportée  à  son  axe  de  symétrie  (jm) 
supposé  vertical,  et  à  un  axe  (x)  horizontal  et  distant  du  point 
le  plus  bas  A  de  la  courbe,  d'un  segment  égal  à  c. 
Posant 


(*) 


y9  =  cec,     J\=ce 


on  aura 


r=' 


n 


Soient  (Jig.  i)  m,  mv  et  M  les  points  des  logarithmiques  (2)  et  de 


la  chaînette  (1)  correspondant  à  la  même  abscisse  x  =  OP5  et 
soit  ml le  point  de  la  seconde  logarithmique  correspondant  à  l'ab- 
scisse x  =  —  OP  =  OP/. 

On  a  évidemment  mM  =  M/n,  (*)  et  m!P=  /W|P}  et,  puisque  le 

(')  Si  5  est  la  longueur  de  l'arc  de  chaînette  AM,  on  a  évidemment 


#  s=  — — —  =  tnM  =  fât/t., 
3  * 


8. 
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segment  wi'/w,  est  rencontré  par  l'axe  ()  )  à  son  point  milieu,  cet 
axe  (i  )  rencontrera  le  segment  mm'  aussi  n  son  point  milieu  h,  el 
la  droite  »M  sera  parallèle  à  l'axe  {->■).  Donc  : 

/,rt  conta    t/iii  unit   deux  points    m,  ni  de  ta    logarithmit/tie 

j-(=ce*',  correspondant  à  deux  abscisses  égales  et  opposées, 
rencontre  l'axe  [y)  en  un  point  n  r/ui,  projeté  Iiorizontaluntt-ttt 
sur  tes  ordonnées  extrêmes    de    la   torde,  fournit   deux  points 


*  M,  m  de  fa  chaînette 


y-iV+.-% 


2.   Sur  ce  lliéoi 


B  est  fondée  la  méthode  suivante 


P01 


-la 


structiou  de  la  chaiiicltc  par  points.  Soit  O  [fi g,  i)  l'intersection 


des  axes  rectangulaires  (x)  et  (j);  sur  [x),  des  deux  côtés  de  O, 
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prenons  les  segments 

x9  =  o$    jt,  =  Oi  =  c,      xt  —  O2  =  a . c,   ..,     Xi=i{)iz=  i.c, 


^  =  01  =  —  c,     x',  =  02'=-2.c,...,     x't  =  Oi'=  — -i.c, 

et  sur  (j  )  les  segments 

y9=Oo  =  c,    j,  =  Oir=c.<?,    ja  =  O2  =  ce',.., ,    rl==U/  =  c.e/, 
yt  =  07  =  ce-',    /,  =  0?  =  cir-», . . .  t    ji  =  07  =  ce-', 

e  étant  la  base  des  logarithmes  naturels  (!). 

Construisons  les  points  mt  (oc^ji)  et  tt/^x] ,  j  \ \)  (*),  et  tirons  la 

corde  ///,//*/ qui  rencontre  Taxe  (y)  au  point  nt  (3).  Ce  point  se 
projette  horizontalement  sur  les  ordonnées  de  m4-  et  m\  en  M,-  et 
Ml  (v)  qui  appartiennent  à  la  chainette. 

3.  Interpolation.  —  Soient  i  et  1  •+- 1  les  projections  sur  les  axes 
(x)  et  (y)  des  deux  points  M,-  et  Ml  +  i  ainsi  construits  de  la  chai- 
nette, c'est-à-dire  soient  xh  yk  et  xi+i ,  j)rl+1  les  coordonnées  des 
points  de  la  logarithmique  qui  ont  même  abscisse  que  M,-  et  M,+i, 
et  que  l'on  se  propose  de  trouver  un  autre  point  i\Jr  de  la  chai- 
nette compris  entre  ces  deux  derniers  points  (5). 

Posons 


xr= et     rr  =  \  /- î 

2  V    ïi 


le  point  r,  extrémité  de  xr  sur  (,r),  sera  équidistant  des  points  i  et 
/  +  1  ;  et,  yr  étant  la  moyenne  géométrique  entre  j^  et  /«•  + 1,  son  ex- 


(*)  Pour  la  construction  d'une  série  de  segments  égaux  aux  produits  du  segment  c 

par  les  puissances  d'un  rapport   —  »  voir  Culuamn,  Die  graphische  Statik,  2e  édition, 

p.  i5  et  suiv.,  et  Cremotm,  Elémenti  di  Calcoto  grafîco,  p.  36  et  suiv.  Ici  il  suffît  do 
prendre  m  =  2,718/?,  n  étant  un  segment  arbitraire. 

(*)  Dans  la  figure,  ces  points  m-,  m\  sont  indiqués  simplement  par  les  indices  1,  /'. 

(')  Dans  la  figure,  ce  point  ni  est  indiqué  par  *,. 

(*)  Dans  la  figure,  ces  points  Mit  M4'  sont  indiqués  par  les  indices  1,  i'  en  chiiïrcs 
romains. 

(')  Dans  la  jig.  a,  on  a  interpolé  les  points  S  (et  S')  entre  O  et  l  (et  les  symétriques); 
R  (el  R' )  entre  1  et  II  (et  les  symétriques). 


t 


■v 
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trémité  r  sur  (j  )  sera  telle  que 

Ûr  —  U77  x  O.n-i. 

Les  xr,yr  ainsi  obtenus  sont  les  coordonnées  d'un  point  »,  de 
la  logarithmique,  compris  entre  mt  et  flïj+t. 

De  la  môme  manière  on  trouve  les  coordonnées  du  point  m'r  de 
la  logarithmique  compris  entre  m',  et  tu]  +L  et  qui  a  son  ahseisse 
égale  et  opposée  à  celle  de  mr:  la  corde  mrm'r  rencontre  {_)*•)  au 
point  nr  {')  qui,  projeté  sur  les  ordonnées  de  mr  et  m'r,  donne  un 
point  M,  (et  le  symétrique  M[.)  de  la  chaînette  compris  entre  M,. 
etM;  +  1  (M;  et\i;+1rcsp.). 

i.   De  l'équation  (i)  on  tire 

Si  donc  [fig.  3)  on  fait  .mr  (j)  la  projection  horizontale  de 

Fin.  3. 


M  en  M»flï  si,  avec  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  y  =  OM0,  on 
coupe  la  droite  (z)  (tangente  à  la  courbe  en  A)  en  M',  on  aura 

À~M'=arc.AM. 

Et  si,  de  M,  on  tîrc  MT  perpendiculaire  à  OM',  la  droite  MT 
sera  la  tangente  à  la  courbe  en  M. 


(■)  Dana  la  figure,  ce  point  nr  est  indique  par  r,. 
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5.   Division  d'un  arc  MN  de  chaînette  en  parties  proportion" 
nelles  à  des  segments  donnés.  —  Soient  {Jig.  4)  AM'=  arc  AM, 


Fiç.  4. 

«'?/) 

'''        Mo 

;n 

■::::::/' 

\t) 


U) 


AN'  =  arc  AN  les  segments  de  {z)  déterminés  comme  précédem- 
ment. 

Divisons  le  segment  M'N'  enn  parties  proportionnelles  aux  seg- 
ments donnés,  et  soient  i',  1', .  . . ,  nf  —  1  les  points  de  division. 
Avec  des  circonférences  de  centre  O  et  des  rayons  égaux  à  Oi', 
O'/,  .  .,resp.,  coupons  (y)  aux  points  i0,  20,  ...,  n0,  —  1: 
ces  points  se  projettent  horizontalement  sur  la  courbe  en  1, 
2,  . . . ,  n  —  1,  et  ces  points  divisent  l'arc  donné  MN  en  n  parties 
proportionnelles  aux  segments  donnés. 

6.  Réduction  de  l'aire  de  la  chaînette  à  une  base  donnée  b  (  *  ). 
—  Soit  u  Taire  comprise  entre  les  axes  (x)  et  (y),  la  cliainctte  et 

l'ordonnée  du  point  M  \  alors 

u  =  es. 


Donc  le  segment  A  M'  représente  cette  aire  réduite  à  la  base  c. 
Si  la  base  de  réduction  b  est  diiFérenle  de  c,  on  prendra  sur  (z) 

le  segment  AB  =  i,  et  Ton  tirera  du  point  M'  (jig.  4)1*  parallèle 
à  OB  qui  rencontre  (y)  en  M*.  Le  segment  AM"  représentera  évi- 
demment Taire  u  réduite  à  la  base  b. 


(')  C'est-à-dire  recherche  d'un  segment  y*,  tel   que  bf  soit  égal  à  cette  aire.  Voir 
Cclmaxn,  /.  c,  p.  i.'i,  85  et  suiv.;  Cremona,  /.  c,  p.  5o  et  suiv. 
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JVote  sur  les  substitutions  linéaires;  par  M.  C.  de  Polickac. 
(Séance  ilu  S  avril  iSjfl,) 

SI  l'un  réputé  îndéiiniment  [a  substitution  linéaire 


on  aura  toujours  un  résultat  de  la  forme 

Qt  +  S 
P*-t-K' 

L'expression  générale  il<;  P,  Q,  H,  S,  en  fonction  de  a,l>,e,d, 
peut  se  mettre  sous  une  forme  assez  simple. 

Tout  d'abord  la  nature  même  de  l'opération  parlaquelle  on  passt- 
d'une  substitution  PQ1ÎS  à  la  suivante  P'Q'R'S'  donne 

P'  =  6P  +  aR,     R'  —  rfP  +  cR, 
Q'  =  6Q-t-flS,     S'  =  tfQ4-cS, 

mais  ces  formules  peuvent  se  transformer.  Je  dis  qu'on  aura,  quel 
que  soit  le  rang  de  la  substitution  considérée, 


Admettons  le  fait  jusqu'à  P,Q,R,S;  les  fora 
donnent  les  relations 

P'-,P      „      Q'-ft'_6Q-c-R      S' 


Egalant  d'abord  la  pi 

J-  +  R-Q 


re  et  la  troisiei 


=  0-. 
oblicr 


par  hypotlièsc,  ou 
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donc 

P'      S' 

Quant  à  la  deuxième  relation,  elle  se  transforme  ainsi 
Q'-R'      (6-c)Q  +  g(Q-R)_^  ,   „S 

-j^r= r-^r ~Q  +  Cd 

par  hypothèse,  ou 

Q'-R'S'. 

b  -  c   ~"  d  ' 

la  généralité  est  donc  établie. 

Au  moyen  de  cette  remarque,  on  exprimera  P7  et  Q*  en  fonction 
de  P  et  Q 

(i)  P'  =  aQ  +  cP,     Q'  =  £Q  +  £/P; 

R'  et  S' s'obtiendront  ensuite  en  fonction  de  P/  et  Q'. 
En  général,  on  aura 

P«+„  =  P.  Q»  +  R«  P«,    CU»  =  Q„  Q,  +  Sm  P„, 

formules  dans  lesquelles  les  indices  sont  permutables.  Pour  m  =tî, 
la  première  donne 

P»  =  P.(Q.-f-R.); 
on  trouvera  encore 

(Q'R'  -  P'S')  =  [bc  -  ad)  (QR  -  PS), 

d'où  Ton  conclura 

(a)  Q<,R.--P.S.  =  (&c--a</}", 

et  les  propositions  suivantes  s'établiront  de  proche  en  proche. 
PfoQ>nR/nSn  sont  homogènes  et  de  degré  /1  en  a,&,c,  J; 

P„  contient  a  en  facteur  commun  et  est  symétrique  par  rapport 
à  b  et  c  \ 

Pu 

Les  lettres  a  et  d  n'entrent  point  seules  dans  ~^et  Q„,  mais  tou- 
jours leur  produit  ; 


Q„  et  R„  ne  diilèrcnt  que  par  le  changement  de  b  en  c  et  vice 
Enfin  de  l'équation  [■>.)  on  tire,  pour  c  =  b,d—  n, 

0  —  Pï  =  (fi'  — «J,"i 
)ù  l'un  conclura,  dans  cette  hypothèse, 

0„+P„=j6  +  fl;",     Q„  —  P.=  (A  — a)-. 

1  aisément,  pour  f/= 


D'ailleurs  les  formules  générales  donnerai! 
=  i, 

P,  =  nab--',    Q„=6- 


L'ensemble  île  ces  remarques  nous 
dec  ~  b,  aux  formules  suivantes  : 


■nduil  toujours,  dans  le  cas 


,P„  =  „    "4~+- 


(3) 


0.>=i)(»-A)J»-4>i 


—  ••]• 


1.3.4 


Pour  avoir  l'expression  générale  de  \\  cl  de  Q„,  il  suffira  de  dé- 
composer les  coefficients  des  puissances  de  ad  eu  fonctions  de  b  et 
de  c,  d'après  la  loi  de  formation.  Ces  fonctions  seront  symétriques 
dans  l\. 

Désignons  par  la  notation 

(6-c.-')(<k/J*P. 

le  coefficient  de  i~c"'{ ad)'  dans  le  développement  général  de  P„, 
on  aura,  eu  égard  aux  formules  (i), 

(5]         {lrc"')(ad),P^[h"c*'->){ad)tP._,  +  {b~(r'){ed)tQ,,-., 
fi)      {^•<f'}{ad)lQ^,=[lr-,L'')(ad)tQ^,+(b-tr'i{ad'lt-'Vl^,. 

Ces  formules  permettront  de  conclure  de  proche  en  proche  les  va- 


—  123  — 

leurs  suivantes: 

(7)  (^^[^P^^4"1'^^'-^4*!  (m'+\)[m'+*)...[m'+li)i 

1 .?....  /r  I  •  2  ■  .  .  /r 


avec  m  -f-  m'  -f-  2  A ;  -î-  1  =  /1  -, 


(  [bw')[adfQm  = 


(/iï-f-i)(m-f-a\..;/f?-r-/i) 


1    '  ■  (m'-M)(m'-f-aU  .(ro'-f-/.---i1 

1.2...  (/r—  1) 

avec  m  -f-  ir/  -f-  a  A  =  /*  (  '  ) . 

Eu  effet,  admettons  (hypothèse  qui  se  justifiera  des  les  premiers 
essais)  que  Ton  ait  trouvé  (bmcmf)  (ad)1'1  Pn_s  sous  la  forme  d'un 
produit  d'une  fonction  de  m  par  une  fonction  de  m',  soit  fi-i(m) 
par  fi_t  (m'),  fonctions  identiques,  puisque  P  est  symétrique  par 
rapport  à  b  et  c.  Observant  que  m'  est  constant  dans  la  formule 
relative  à  Q,._i,  on  aura 

(^^/)(«rf)*0--.=(A^,<^)(«rf/QM+/*-.(m:x/*-.(m'), 

(6--«6-')(arf)'Q-_2=(6-^6-')(^//Qw_,4-/*_Iim--i)x/*-,  (m'), 
> 

(  b  c"')  («rf )»Q_  =  (  c""  )  (  a</)*Q__,  +/«_,(!)  X/j-,  (  m' }, 
(C)  [ad)>Q ,=/,_, (o)  X/*_,(m'); 

d'où,  en  ajoutant, 

(6-c-')(arf;l0^,=/i_1(»i')xy./»-i('n)- 


o 


Remplaçant  dans  la  formule  relative  à  P„  et  faisant  cette  fois  varier 
#7/ jusqu'à  zéro,  on  trouvera  exactement  de  même,  observant  qu'ici 


i 


(')  P„  et  Q„  sont  homogènes  et  de  degré  n  ;  mais  PN  contient  a  en  facteur  commun, 
c'est  pourquoi  la  somme  m  -h  m'  est  moindre  dans  P„  que  dans  Q„.  1 


\ 
% 


(4-e")  («J)'I'.  =  ^/1.,(m;x^/,-,;m')=/,(mix/i(m' 


On  retrouve  donr,  pour  le  coeflicienl  du  terme  général  en  («./)',  une 
expression  de  la  même  forme  ijm  pour  (a<7/-',  ce  qui  permettra 
de  répéter  le  calcul  indéfiniment. 

La  valeur  même  de  f  s'obtiendra  en  faisant  successivement  A=o 
elA=i.  Le  premier  cas  M  traitera  directement  et  de  proche  en 
proche  au  iiu.yen  des  formules 


et  l'on  verra  aisément  que 


Q  '^fcQ-i-rfP, 


termes  indépendants  de  ad  s 
Dans  P„  les  termes  du  développement    .  _      ; 


Dans  (,)„,  b"  simplement. 
En  faisant  ensuite  À=  i  dans  la  formule  (G),  on  aura 

(i- (."')«</.(}_,  =  (6— 'c"'}(k/Q,_,-»-i. 

Faisant  varier  m  jusqu'à  zéro  dans  le  premier  membre,  et  ajouta  ni 
comme  ci-dessus,  on  obtiendra 

(»-e-')WQ._,=  m  +  i, 

et,  en  remplaçant  dans  la  formule  (a),  on  aura  de  même 

{t-e-')o</P.=  (m  +  .)(m'+,)- 
On  a  doue 

f,[m)  =  m+i; 

on  en  conclut,  eu  égard  aux  remarques  qui  précèdent, 


/.(« 


=  S/.<-i=Si. 


_  (m +_■)(* 


/.(»)=£/■.(«■)=' 


:  )  (  m  4-  Q 1  f  » 
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d'après  les  propriétés  connues  des  nombres  figurés,  et  ainsi  de 
suite. 

La  comparaison  des  formules  (7),  (8)  avec  (3),  (4)  conduit  aux 
égalités  suivantes  : 

m*  =  0 

V^  (m-f-0(m-«-2l...(m-f-/r)   (m'-f-i)(/n'-J-a)...(///'-f-/r) 

Za  i  .  2 . . .  /r  1 . 2 . . .  k 

(9)        \w,=0 

n  { n  —  1  ) . . .  fn  —  2  h  ) 

1 . 2 . . .  (  2  k  -1- 1  ) 


avec  m  -f-  m'+  2 k -f- 1  =  w, 


(10) 


m'=o 

(  m  H- i)(m -4- ?.)•..["* -*-/•)  (/n'-J-i)(m'-f-2l...(m'-*-/»-  — 1) 
1 .2. . .  k  1 .2. . .  [k —  1) 


m  =  o 


n  (n  —  1). . .  (n  —  2/r-f-i) 
1.2.*..  a/r 


avec  /«  +  m'+?.A=/i. 

On  peut  déduire  des  formules  (7)  et  (8)  une  règle  extrêmement 
simple. 

La  formule  ( 7 )  donne  cliaque  coefficient  de  bm cm'(ad)k  sous  forme 
d'un  produit  de  deux  nombres  appartenant  chacun  à  la  (k  H-  i)ième 
ligne  horizontale  du  triangle  arithmétique  de  Pascal,  et  dont  la 
somme  des  rangs  est  constante.  Pour  faire  ce  produit,  on  peut 
prendre  le3  nombres  m  sur  la  (/:-+-  j)ième  colonne  du  triangle,  et 
les  nombre  mr  sur  la  (k  -h  i)ième  ligne,  d'où  la  règle  suivante  : 

Pour  P„.  Ecrire  horizontalement  et  verticalement  la  (A  — f-  iyème 
ligne  du  triangle  de  Pascal,  puis  former  avec  ces  nombres  une 
table  de  multiplication  de  Pythagore.  Les  hypoténuses  qui  joi- 
gnent les  nombres  de  même  rang  sur  les  deux  côtés  donneront 
les  coefficients,  facteurs  de  [ad)k,  dans  le  développement  de  P„, 
pour  toutes  les  valeurs  de  n. 

Exemple.  —  Termes  en  d'à*  dans  P„.  La  troisième  ligne  du 
triangle  arithmétique  est 

1     3    6     10     i5  . . .; 


5  formons  le  tableau 


i  3  6  io     r5    . 

3  9  18  3o     45 

G  |8  36  fia 

io  3o  Go 


g  ...   ,5    <5 


Hr^ 


A  chaque  puissance  de  ad  correspond  un  tableau  distinct  qui 
sert  pour  toutes  les  valeurs  de  n. 

La  règle  pour  les  termes  du  développement  de  Q„  est  analogue. 

Pour  Qh.  Former  la  table  de  Pythagore  avec  la  (/--r-i)'™"  co- 
lonne et  la  A'""10  ligne  du  triangle  de  Passai  :  les  hypoténuses  don- 
neront les  termes  facteurs  de  [ad)1. 

Exemple.  —  Termes  en  a*  dl  dans  l^„.  Nous  prenons  la  troi- 
sième colonne  de  la  deuxième  ligne 


4  ■■ 


et  nous  aurons 

Q,=  *,+  (...)«</ 4- (6ft'  +  6ic  4- 3c1  a*d'-h.  ... 

Les  égalités  (9)  et  (  10)  expriment  que  la  somme  des  nombres 
de  chaque  hypoténuse  dans  les  deux  Tables  donne  un  nombre  fi- 
guré du  triangle  arithmétique. 
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On  obtient  aisément,  par  la  règle  précédente, 


P.= 


a(b-hc),     Q,=  b1  +  ad; 
a(6'-f-  bc-hc'+ad), 

b'-+-  (26  -t-  c)ad; 

r^«_r<  -1 

a  lb-c  +  ('' fr  +  a  r)  arfJ  ' 

b*  +  (36= -t-  26c  ■+■  c1}  ad  -f-  W: 


Pi=  a \-rzTT  +  (3 6'+  4 4c  -f-  3«5)  ad  -h  a'd'   , 
Q,=  i»+ (443-t- 36'c -f- a6c2  + c»)  arf+ (36 -•- 2c,)a,rf'; 


P«= 


0.= 


p, 


-+{Zb  +  Zc)dld2 

b<+(bb'+-/\b*c-h  365cî-f-26c3-hc4)ad 
-h  (66'-b  66c  4-  3  c2)  «'cfM-  as</*; 

b'  —  c' 


... 


-f-  (564-+-  863c  -+-  gft'c'-f-  8Acs-h  5c4)  arf 


(662  -h  96c  4-  6c2)  a'  d7  -4-  WJ 


Q> 


6'4-(66&-f-564c-f-463cî4-36'c3-f  zbc*-hch)ad 
(io68-f-  i2^c?+  96c,-f-4cS)a2^3-f-(4*  -4-3c)a3tf\- 


Remarque.  —  Dans  ces  formules,  la  somme  des  coefficients  doit 
toujours  être  égale  à  2n~1^  formules  (3)  et  (4) 5  ou  directement 
par  la  loi  même  de  formation. 
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note  de  génération  des  surfaces  du  troisième 
degré;  par  M.  H.  Picqeet. 


i.  Considérons  le  lieu  des  points  de  «mlact  des  tangentes  me- 
nées d'un  point  P  à  toutes  les  eonicjues 

d'un  faisceau  délïni  par  les  deux  coniques 

C,  =  o,     C,  =  o, 

et  dont  toutes  les  courbes  ont  quatre  points  communs  réels  ou  ima- 
ginaires. Ce  lieu  peut  encore  être  déliui  comme  le  lieu  des  couples  de 
points  conjugués  communs  à  toutes  les  courbes  du  faisceau,  points 
situés  sur  les  droites  issues  du  point  P.  De  cette  double  façon  d'en- 
visager le  lieu,  il  résulte,  par  des  considérations  élémentaires  de 
géométrie,  que  c'est  une  courbe  du  troisième  degré  passant 

i°  Par  le  point  donné  P; 

a"  Par  les  quatre  points  A,  H,  C,  I)  réels  ou  imaginaires  qui  ser- 
vent de  base  au  faisceau  :  les  tangentes  en  ces  points  sont  les  droites 
PA,  PB,PC,PD; 

3°  Par  le  point  de  concours  Q  des  polaires  du  point  P  par  rap- 
port aux  coniques  du  faisceau; 

4°  Par  les  sommets  F, G,  U  des  trois  couples  de  droites  qui  font 
partie  du  faisceau  :  les  tangentes  en  ces  points  sont  les  droites  QF, 
QG,  QH  et  la  quatrième  tangente  issue  du  point  Q  de  la  cubique  à 
cette  même  courbe  est  la  droite  QP  qui  est  tangente  en  P. 

En  comptant  la  tangente  en  uu  point  pour  deux  points,  on  con- 
naît donc  en  tout  dix-sept  points  de  la  courbe,  dont  il  est  facile  de 
voir  que  neuf  au  moins  sont  réels  dans  tous  les  cas.  L'équation  de 
la  courbe  est  d'ailleurs 

P,C.-P,C,  =  o, 

P,  =  o  et  Pj  =  «  étant  les  équations  des  polaires  du  point  P  par 
rapport  aux  coniques  Ct  et  C,. 
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Cela  étant  rappelé,  considérons  une  cubique  fixe,  et,  par  un 
point  P  de  cette  courbe,  menons-lui  quatre  tangentes  qui  la  touchent 
en  A,  B,  C,  Dj  imaginons  le  faisceau  des  coniques  qui  passent  par 
ces  quatre  points  réels  ou  imaginaires.  Si,  par  rapport  à  ce  faisceau 
et  au  point  P,on  détermine  le  lieu  précédent,  on  aura  une  cubique 
qui  aura  avec  la  proposée  les  cinq  points  communs  P,A,B,C,D, 
ainsi  que  les  tangentes  en*  A,B,C,D,  qui  sont  les  droites  PA,  PB, 
PC,  PD,  et  qui,  par  conséquent,  coïncidera  avec  elle  (*).  Elle  pas- 
sera donc  par  les  points  F,  G,  H,  par  le  point  Q,  et  sera  tangente  en 
F, G,  H  et  P  aux  droites  qui  joignent  ces  quatre  points  au  point  Q. 
Nous  obtenons  ainsi  une  propriété  connue  de  la  cubique  tangente 
en  quatre  points  donnés  à  quatre  droites  concourantes  (*),  ainsi 
qu'un  mode  important  de  génération  des  courbes  du  troisième  de- 
gré dû  à  Maclaurin  (8),  et  dont  nous  avons  dû  donner  la  démon- 
stration qui  précède  pour  l'intelligence  de  ce  qui  va  suivre. 

2.  Avant  de  poursuivre,  indiquons  deux  théorèmes.  Si  le  point  P 
varie  dans  toute  l'étendue  du  plan,  l'équation  de  la  cubique  ren- 
ferme au  premier  degré  deux  paramètres  variables  qui  sont  les  coor- 
données du  point  (1)  ;  on  obtient  donc  un  réseau  linéaire  :  c'est  le 
réseau  des  cubiques  passant  par  les  points  A,B,C,D,F,G,H.  Si  le 
point  se  meut  sur  une  droite,  on  n'a  plus  qu'un  faisceau,  et  les 
deux  autres  points  communs  sont  les  points  de  contact  de  la  droite 
avec  les  deux  coniques  du  faisceau  ABCD  qui  lui  sont  tangentes  ; 
d'où  il  résulte  que  : 

Théorème  I.  —  Les  quatre  sommets  d'un  quadrilatère,  les  trois 
points  de  rencontre  des  couples  de  côtés  opposés,  et  les  deux  points 
conjugués  communs  à  toutes  les  coniques  circonscrites,  situés  sur 


(')  11  se  pourrait  néanmoins  que  les  neuf  points  (dont  huit  sont  confondus  deux  à 
doux)  communs  à  ces  deux  courbes  fussent  les  neuf  points  communs  aux  cubiques 
d'un  faisceau.  Mais,  comme  nous  Ta  fait  remarquer  M.  Darboux,  cela  est  impossible  ; 
car  si,  pour  acheter  de  déterminer  une  cubique  du  faisceau,  on  se  donne  un  point 
sur  la  droite  PA,  par  exemple ,  cette  droite ,  ayant  quatre  points  sur  la  courbe,  en 
fera  partie  tout  entière  :  il  resterait  donc  une  conique  à  laquelle  on  pourrait  mener 
du  point  P  trois  tangentes. 

(')  Salmon,  Higher  pleine  curves,  1873,  p.  129. 

(•)  Voir  de  Jonquibrbs,  Mélanges  de  Géométrie  pure,  p.  330,  à  la  proposition  XIII 
de  la  traduction  du  traité  de  Maclaurin  Sur  les  courbes  du  troisième  degré. 

ir.  y 


» 
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une  droite  arbitrairement  choisie,  sont  les  neufs  points  communs 
à  un  faisceau  de  cubiques. 

Il  résulte  encore  (1)  de  la  seconde  manière  de  considérer  le  Heu 

Théorème  II.  —  Lorsque  cinq  couples  de  points  conjugues,  si- 
tués sur  des  droites  concourantes,  ne  sont  pas  distincts,  c'est-à- 
dire  ne  déterminent  pas  une  conique,  les  dix  points  sont  situés 
sur  une  même  cubique  passant  par  le  point  do  concours  des 
droites. 

3.  Ainsi  toute  cubique  peut  être  considérée  d'une  infinité 
de  manières  comme  le  lieu  des  points  de  contact  des  i.iiijentes  me- 
nées d'un  point  donné  aux  coniques  d'un  faisceau.  Le  point  donné 
est  sur  la  cubique  et  les  coniques  se  coupent  sur  la  cubique;  le 
faisceau  correspond  au  point,  et  l'on  peut  dire  que  c'est  son  fais- 
ceau conjugué.  Outre  les  quatre  points  qui  lui  servent  de  base, 
chaque  conique  du  faisceau  coupe  la  cubique  en  deux  points  qui 
sont,  par  définition,  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du 
point  P  à  la  conique,  et  la  corde  qui  les  joint,  polaire  du  point  P, 
passe  par  le  point  fixe  Q  de  la  cubique,  en  vertu  de  la  définition  du 
point  Q  (1),  lequel  n'est  autre  d'ailleurs  que  le  tangentiel  de  P('). 

La  cubique  est  aussi  le  lieu  des  points  conjugués  communs  à 
toutes  les  coniques  du  faisceau,  points  situés  sur  les  droites  issues 
du  point  P.  Si  donc  on  considère  arbitrairement  une  de  ces  courbes, 
les  deux  points  et  et  (3  où  une  sécante  quelconque  issue  de  P  ren- 
contre la  cubique  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
points  a  et  b  où  elle  coupe  la  conique;  et  sî,  la  sécante  venant  à 
tourner,  le  point  a  décrit  la  cubique,  le  point  p,  conjugué  harmo- 
nique de  «  par  rapport  à  a  et  A,  décrira  aussi  la  cubique.  En  d'au- 
tres termes,  si,  par  rapport  au  pôle  P  et  à  la  conique  considérée,  on 
applique  à  la  cubique  la  transformation  à  laquelle  M.  Hirst  a 
donné  le  nom  d'inversion  quadrique  ('),  la  cubique  se  transfor- 
mera en  elle-même. 


(')  Le  tangentiel  d'un  point  d'une  cubique  est  le  Iroisième  poinl  de  rencontre  i< 
Il  rourbe  de  la  tangente  en  ce  point.  (Salmos,  ibid,,  p.  137.) 

{')  On  ihc  ijiiadric  inversion  0/ plane  eurvei  (Proceedings  0/  the  Royal  Socle 
iB6S,p.9t). 
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A  ce  point  de  vue,  on  peut  dire  que  la  cubique  est  anallagma- 
tique  en  donnant  à  ce  terme  un  sens  plus  général  que  celui  qu'il  a 
reçu  jusqu'à  présent.  Il  suffirait,  en  effet,  que  la  conique  fût  un 
cercle  ayant  pour  centre  le  point  P  pour  que  la  transformation  in- 
diquée ne  différât  pas  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  ré- 
ciproques. On  peut  dire  aussi  que  la  conique  est  pour  la  cubique 
une  conique  à* anallagmasie  par  rapport  au  pôle  P. 

On  peut  dès  lors  se  demander  quelles  sont  toutes  les  coniques 
qui  remplissent  cetle  condition  par  rapport  à  une  cubique.   On 
voit  que,  si  le  point  P  décrit  la  cubique,  le  faisceau  conjugué  sera 
affecté  d'une  indétermination  du  premier  ordre  et  conséquemment 
engendrera  un  réseau,  mais  ce  réseau  ne  sera  pas  linéaire.  Considé- 
rons en  effet  un  point  a  de  la  cubique  :  à  chaque  position  du  point  P 
sur  la  cubique  correspondra  un  faisceau  conjugué  dont  une  conique 
passera  par  le  point  a;  de  plus,  lorsque  le  point  P  sera  le  tangen- 
tiel  de  a,  a  sera  un  des  points  communs  aux  coniques  du  faisceau. 
Toutes  les  coniques  d'anallagmasie  passant  par  le  point  a  seront 
donc  :  i°  celles  du  faisceau  conjugué  du  tangentiel  de  <x\  2°  celles 
qui  correspondent  individuellement  à  chaque  position  du  point  P 
sur  la  cubique.  Parmi  toutes  ces  courbes,  si  nous  cherchons  celles 
qui  passent  par  un  second  point  |3  de  la  cubique,  il  y  a  deux  cas  à 
examiner.  Nous  savons  en  effet  que  les  points  d'intersection  d'une 
conique  d'anallagmasie  avec  la  cubique  sont  :   i°  les  quatre  points 
communs  au  faisceau  dont  fait  partie  la  conique  considérée  \  a°  les 
points  de  contact  des  tangentes  issues  à  la  conique  du  pôle  de  trans- 
formation. Si  donc  (3  est  un  des  quatre  premiers,  en  général  il  n'en 
sera  pas  de  même  de  a,  car  les  tangentes  en  ces  deux  points  n'iront 
pas  concourir  sur  la  cubique-,  et  alors  le  pôle  sera  le  tangentiel 
de  (3,  fournissant  un  faisceau  conjugué  dans  lequel  une  seule  co- 
nique passe  par  le  point  a.  Si  (3  est  un  des  deux  derniers,  alors  a 
peut  appartenir  aux  premiers  et  le  pôle  est  de  même  le  tangentiel 
de  a,  fournissant  une  seule  conique  passant  par  |3.  Enfin,  si  a  et  (3 
sont  les  deux  derniers,  la  corde  aj3  passe  par  le  tangentiel  du  pôle; 
si  donc  on  cherche  le  troisième  point  Q  d'intersection  de  a(3  avec 
la  cubique,  et  si  de  ce  point  Q  on  lui  mène  quatre  tangentes,  les 
quatre  points  de  contact  sont  des  pôles  répondant  à  la  question  et 
fournissant  chacun  une  conique  passant  par  les  points  a  et  (3. 

Théorème  III.  —  Les  coniques  d'anallagmasie  d'une  cubique 

9- 
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forment  un  réseau  tel,  que  par  deux  points  de  la  cubique  passent 
six  coniques  du  réseau.  Les  pôles  correspondants  sont  les  tangen- 
tiels  de  chacun  des  deux  points  et  les  points  de  contact  des  quatre 
tangentes  menées  à  la  cubique  par  le  troisième  point  d'intersec- 
tion avec  cette  courbe  delà  droite  qui  joint  les  points  donnés. 

Il  est  évident  que,  sur  ces  six  coniques,  les  quatre  dernières 
seules  satisfont  à  la  condition  que  le  pôle  de  transformation  soit 
le  pôle  par  rapport  à  la  courbe  de  la  droite  qui  joint  les  doux 
points  donnés  sur  la  cubique. 

Dans  le  faisceau  conjugué  du  point  P  se  trouve  la  conique  po- 
laire de  ce  point,  puisqu'elle  passe  par  les  points  de  contact  des 
tangentes  issues  de  P  à  la  cubique;  ses  deux  auLres  points  d'inter- 
section avec  la  cubique  sont  confondus  en  P.  Ainsi  : 

Théorème  IV.  —  Les  coniques  polaires  des  points  de  la  cubique 
font  partie  du  réseau  d'anallagmasie. 

4.  Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  passer  de  la  transfor- 
mation quadrique  à  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. Il  faut  pour  cela  chercher  si,  parmi  les  coniques  d'anal- 
lagmasie, il  n'y  a  pas  de  cercle  ayant  son  centre  au  pôle.  Puisque 
la  cubique  passe  par  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du 
pôle  à  toute  conique  d'anallagmasie,  on  voit  de  suite  qu'elle  devra 
passer  par  les  points  circulaires  de  l'infini,  qui  sont  les  points  de 
contact  des  tangentes  menées  au  cercle  par  son  centre;  et  puisque  la 
corde  de  contact  passe  par  un  point  fixe  Q  qui  est  le  tangentiel  du 
pôle  P,  on  voit  encore  que  ce  point  fixe  devra  être  le  troisième 
point  à  l'infini  de  la  cubique,  de  sorte  qu'il  y  aura  quatre  positions 
pour  le  pôle  P,  à  savoir  les  quatre  points  de  contact  des  tangentes 
menées  par  Q,  c'est-à-dire  parallèlement  à  l'asymptote  réelle. 

Réciproquement,  si  la  cubique  passe  par  les  points  circulaires 
de  l'inCni,  il  y  a  six  coniques  d'anallagmasie  passant  par  ces  deux 
points,  c'est-à-dire  six  cercles;  mais,  seuls,  les  quatre  précédents 
ont  leur  centre  au  pôle  de  transformation  (3):  ces  quatre  cercles 
constituent  donc  la  solution  de  la  question  :  c'est  le  théorème  de 
M.  Moutard. 

Si  maintenant  le  troisième  point  à  l'infini  de  la  cubique  est  pris 
pour  pôle  P,  le  faisceau  conjugué  aura  pour  base  les  centres  des 
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quatre  cercles,  et  toutes  les  coniques  du  faisceau  seront  conjuguée 
par  rapport  aux  points  cycliques,  qui  sont  les  points  d'intersection 
avec  la  cubique  d'une  certaine  sécante  issue  du  pôle  P  ;  toutes  ces 
coniques  seront  donc  des  hyperboles  équilatères  :  d'où  il  résulte 
que  les  centres  des  quatre  cercles  sont  les  points  communs  à  un 
faisceau  d'hyperboles  équilatères,  sommets  d'un  triangle  et  point  de 
rencontre  des  hauteurs,  ce  qui  est  la  seconde  partie  du  théorème 
de  M.  Moutard;  d'où  il  résulte  aussi  que  :  Toute  anallagmatique 
du  troisième  degré  est  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  parallèlement  à  V asymptote  réelle  à  toutes  les  hyperboles 
équilatères  qui  passent  par  les  quatre  pôles  principaux  (  *  ).  Et  l'on 
peut  ajouter,  en  prenant  pour  pôle  l'un  des  pôles  principaux  : 

Théorème  V.  —  Toute  anallagmatique  du  troisième  degré 
peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  d'un  pôle  principal  à  toutes  les  coniques  qui  pas- 
sent par  les  quatre  points  d'intersection  situés  à  distance  finie  de 
la  courbe  avec  le  cercle  de  transformation  correspondant. 

Extension  à  l'espace  des  propriétés  précédentes. 

5.  Cherchons  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
d'un  point  P  à  toutes  les  surfaces  du  second  degré 

Xi  Si  -+-  XtSj  =  O 

appartenant  à  un  faisceau  défini  par  les  deux  surfaces 

Si  =  o,     Sa  =  o, 

et  qui  passent  toutes  par  une  biquadratique  gauche. 

Les  points  de  contact  d'une  droite  avec  les  deux  surfaces  du  fais- 
ceau qui  lui  sont  tangentes  sont  les  points  conjugués  communs  à 
toutes  les  surfaces  du  faisceau  situées  sur  cette  droite.  Le  lieu  peut 


(')  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Fouret,  qui  nous  l'a  communiqué,  et  c'est  dans  le  but 
de  Tétendre  à  l'espace  que  ce  t ratai  1  a  été  entrepris.  Pour  saisir  l'analogie  du  théo- 
rème qui  en  est  la  généralisation  (10),  nous  énoncerons  le  premier  ainsi  qu'il  suit  : 
Toute  anallagmatique  du  troisième  degré  est  le  lieu  des  couples  de  points  conjugués 
communs  à  toutes  les  hyperboles  équilatères  passant  par  les  quatre  pèles  principaux, 
couples  situés  sur  des  parallèles  à  V asymptote  réelle. 


) 
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donc  encore  être  défini  comme  le  lieu  des  couples  de  points  conju- 
gués communs  à  toutes  les  surfaces  du  faisceau,  points  situés  sur 
les  droites  issues  du  point  P.  De  cette  double  façon  d'envisager  le 
lïcu,  il  résulte  : 

i°  Que  c'est  une  surface  du  troisième  degré  passant  par  le 
point  P.  lin  eil'ct,  sur  chaque  droite  issue  du  point  P  nous  connais- 
sons déjà  deux  points  du  Heu.  D'ailleurs,  pour  que  le  point  P  ap- 
partienne au  lieu,  il  faut  que  la  surface  correspondante  passe  par 
le  point  P;  or  il  y  a  une  surface  du  laisceau  et  une  seule  passant 
parce  point  ;  c'est  donc  uu  point  simple  du  lieu,  qui  dès  lors  se 
trouve  être  du  troisième  degré,  puisqu'il  a  trois  points  sur  toute 
droite  issue  du  point  P; 

a°  Que  cette  surface  passe  par  la  biquadralique  B\  et  est  tan- 
gente tout  le  long  de  cette  courbe  au  cône  C4  ayant  celle  courbe 
pour  base  et  le  point  P  pour  sommet  ;  car,  sur  toute  droite  issue 
du  point  P  et  passant  par  un  point  a  de  Iî(,  les  deux  points  conju- 
gués communs  sont  confondus  en  a  ; 

3°  Qu'elle  passe  par  la  droite  D  commune  aux  plans  polaires  du 
point  P  par  rapport  aux  surfaces  du  faisceau  ;  car,  sur  toute  droite 
issue  du  point  P  et  passant  par  un  point  Q  de  D,  les  deux  poiuts 
conjugues  communs  sont  P  et  Q.  Tout  plan  passant  par  cette 
droite  D  coupe  en  outre  la  surface  cubique  suivant  une  conique, 
courbe  de  contact  du  cône  de  sommet  P  circonscrit  à  la  surface  du 
faisceau  pour  laquelle  le  plan  considéré  est  le  plan  polaire  de  P. 
Nous  connaissons  donc  une  des  vingt-sept  directrices  de  la  surface, 
et  le  système  des  coniques  correspondantes,  lesquelles  par  défini- 
tion même  appartiennent  au  lieu.  Deux  autres  directrices  s'obtien- 
dront en  remarquant  que,  parmi  les  coniques  en  question,  celle 
qui  se  trouve  dans  le  plan  de  la  droite  D  et  du  point  P  est  la  courbe 
de  contact  du  cône  de  sommet  P  avec  la  surface  du  faisceau  qui 
passe  par  le  point  P,  cône  qui  se  réduit  au  plan  tangent  de  celte 
surface  en  P  et  dont  la  courbe  de  contact  devient  les  deux  géné- 
ratrices suivant  lesquelles  le  plan  coupe  la  surface.  Ainsi  les  deux 
génératrices  en  P  de  la  surface  du  faisceau  [P.  B\]  qui  passe  par  ce 
point  appartiennent  au  lieu;  leur  plan  passe  par  la  droite  Del 
coupe  alors  la  surface  cubique  suivant  trois  droites;  c'csl  un  des 
quarante-cinq  plans  trîlangcnts  :  d'ailleurs,  ces  deux  génératrices 
étant  sur  la  surface  [P.  Ii4]  rencontrent  chacune  en  deux  points  la 


courbe  gauche  B4  ;  ce  sont  donc  les  deux  sécantes  doubles  que  Ton 
peut  mener  du  point  P  à  B4,  ou  encore  les  deux  génératrices  dou- 
bles du  cône  C*  ; 

4°  Quelle  passe  par  les  sommets  F,G,H,K  des  quatre  cônes  du 
faisceau;  car  la  droite  PF,  par  exemple,  peut  être  considérée 
comme  tangente  en  F  au  cône  de  sommet  F.  Le  plan  du  point  F  et 
de  la  droite  D,  plan  polaire  de  P  par  rapport  au  cône  considéré, 
coupe  ce  cône  suivant  deux  droites  qui,  d'après  ce  qui  précède 
(3°),  sont  sur  la  surface  cubique;  c'est  donc  le  plan  tangent  en  F, 
et  nous  avons  ainsi  découvert  les  cinq  plans  tangents  que  l'on  peut 
mener  à  la  surface  par  la  droite  D  (DP,DF, DG, DH,  DK),  en  même 
temps  que  onze  directrices  rectilignes  de  cette  surface.  Les  seize 
autres  s'obtiennent  en  remarquant  que,  si,  par  une  des  deux  direc- 
trices D,,D,  qui  se  croisent  en  P  et  qui  rencontrent  deux  fois  B4, 
on  mène  un  plan  quelconque,  il  coupera  B*  en  deux  autres  points 
a  et  (3,  et  par  suite  la  surface,  outre  la  directrice  considérée,  suivant 
une  conique  qui  passera  par  a  et  (3;  si  le  plan  est  tangent  à  B*  en  y, 
il  renfermera  la  tangente  de  B*  en  y,  mais  il  renferme  aussi  la 
droite  Py  qui  est  également  tangente  à  la  surface,  puisqu'elle  est 
sur  le  cône  C*  ;  le  plan  est  donc  tangent  à  la  surface  en  y,  et  la  co- 
nique se  réduit  à  deux  droites  qui  se  croisent  en  y.  Par  chaque 
droite  D,D,,  corde  de  B4,  on  peut  ainsi  lui  mener  quatre  plans 
tangents,  ce  qui  fournit  les  seize  autres  directrices  de  la  surface. 

L'équation  de  la  surface  est  d'ailleurs 

P,S,-  P,S,  =0, 

P4  =  o  et  P,  =  o  étant  les  équations  des  plans  polaires  du  point  P 
par  rapport  aux  surfaces  Si  et  Sf.  11  suffit,  en  effet,  pour  l'obtenir, 
d'éliminer  Xt  et  X,  entre  l'équation  d'une  surface  quelconque  du 
faisceau 

X1S1  -4-  XaSi  —  -  O 

et  celle  du  plan  polaire  de  P  par  rapport  à  cette  surface 

X,P,  -4-  XaP,  =  0. 

Nous  résumerons  ces  résultats  dans  l'énoncé  suivant  : 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point 
donné  aux  surfaces  du  second  degré  d'un  faisceau  est  une  surface 
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du  troisième  degré  passant  par  le  point  donné,  par  la  biquadra- 
tique commune  aux  surfaces  du  faisceau  et  tangente  tout  le  long 
de  cette  courbe  au  cône  ayant  cette  courbe  pour  base  et  le  point 
donné  pour  sommet  ^  passant  par  les  sommets  des  quatre  canes  du 
faisceau,  et  par  la  droite  commune  aux  plans  polaires  du  point 
donné  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  faisceau»  Les  cinq 
plans  tangents  menés  par  cette  droite  à  la  surface  sont  les  plans 
qui  joignent  la  droite  aux  sommets  des  quatre  cônes  du  faisceau  et 
au  point  donné.  Les  vingt-sept  directrices  rectilignes  de  la  surface 
sont  :  i°  la  droite  précédente;  a°  les  deux  sécantes  doubles  que 
ton  peut  mener  par  le  point  donné  à  la  biquadratique,  base  du 
faisceau,  et  les  huit  droites  suivant  lesquelles  les  cônes  du  faisceau 
sont  coupés  par  les  plans  joignant  leurs  sommets  respectifs  à  la 
première  droite;  3°  seize  droites,  situées  deux  à  deux  dans  les 
huit  plans  tangents  que  Von  peut  mener  à  la  biquadratique  par 
les  deux  sécantes  doubles  issues  du  point  donné. 

Toutes  ces  propriétés,  sauf  celle  qui  concerne  le  cône  C*  qui  est 
circonscrit  à  la  surface  tout  le  long  de  la  biquadratique  B4,  ont  été 
énoncées  par  Steiner,  et  démontrées  par  M.  Cremona  dans  deux 
Mémoires  remarquables  qui  ont  fait  époque  dans  l'histoire  des  dé- 
couvertes relatives  aux  surfaces  du  troisième  degré  (*).  Steiner  eu 
a  conclu  sans  démonstration  l'existence  des  vingt-sept  droites  ;  il 
semble  donc  avoir  été  en  possession  de  la  proposition  inverse,  à 
savoir  que,  réciproquement,  toute  surface  du  troisième  degré  peut 
être  engendrée  de  la  façon  précédente.  M.  Cremona  a  démon tré 
cette  réciproque  sur  laquelle  nous  allons  revenir,  en  nous  servant 
de  la  propriété  du  cône  C4,  et  nous  obtiendrons  alors  un  premier 
mode  de  génération  des  surfaces  du  troisième  degré,  auquel  nous 
donnerons  le  nom  de  mode  de  génération  Steiner- Cremona. 

6.  Considérons  à  cet  efFct  une  surface  cubique  fixe  Ss.  Le  cône 
circonscrit  à  cette  surface  d'un  point  quelconque  de  l'espace  est 
du  sixième  degré  $  il  est  tangent  à  la  surface  tout  le  long  d'une 


(*)  Steiher.  —  Ueber  die  F  lâche  n  dritten  Grade*  {Journal  de  Crelfe,  t.  53,  p.  i34) 
et  Cremona.  —  Mémoire  de  Géométrie  pure  sur  les  surfaces  du  troisième  ordre  (même 
Journal,  t.  68,  p.  71  et  100). 
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courbe  du  sixième  degré,  et  la  coupe  en  outre  suivant  uue  autre 
courbe  de  même  degré,  lieu  des  points  où  chaque  tangente  issue 
du  sommet  rencontre  la  surface  sans  la  toucher;  la  première  courbe 
est  également  la  courbe  d'intersection  avec  la  surface  cubique  de  la 
surface  du  second  degré  Ss  polaire  du  point  par  rapport  à  la  surface 
cubique.  Supposons  le  point  P  sur  S8,  et  choisissons  un  des  cent 
trente-cinq  points  de  la  surface  qui  sont  à  l'intersection  de  deux 
directrices  rectilignes. 

Comme  pour  tous  les  points  de  la  surface,  la  surface  polaire  Sf 
sera  tangente  à  S8  en  P,  et  aura  les  mêmes  lignes  osculatrices;  mais 
ici  les  lignes  osculatriccs  de  la  première  sont  ses  deux  génératrices 
rectilignes,  celles  de  la  seconde  sont  ses  deux  directrices  :  c'est 
donc  dire  que  la  surface  polaire  de  P  passe  par  les  deux  directrices 
de  Sj  en  P;  le  reste  de  l'intersection  sera  donc  une  biquadra tique, 
et  une  biquadratique  à  deux  points  doubles,  car  si  elle  en  avait 
trois,  la  surface  S,  qui  la  renferme  couperait  en  outre  S8  suivant 
deux  droites  qui  ne  se  rencontrent  pas,  ce  qui  n'a  pas  lieu,  puisque 
les  deux  directrices  se  croisent  en  P.  Cette  biquadratique  B4  a  donc 
deux  points  doubles  apparents,  et  les  deux  sécantes  doubles  issues 
de  P  qui  est  sur  St  ne  peuvent  être  que  les  deux  génératrices  rec- 
tilignes de  Sj  en  P,  c'est-à-dire  les  deux  directrices  de  S8  qui  se 
croisent  en  P.  Le  cône  circonscrit  du  point  P  à  S8  se  composera 
donc  du  cône  C*  qui  s'appuie  sur  cette  biquadratique  84  et  qui  a 
les  deux  directrices  pour  génératrices  doubles,  et  du  plan  de  ces 
deux  directrices,  plan  tangent  en  P,  dont  nous  ferons  abstraction. 

Imaginons  maintenant  le  faisceau  des  surfaces  du  second  degré 
qui  passent  par  la  biquadratique  84.  Si  l'on  cherche  le  lieu  des 
points  de  contact  des  tangentes  menées  à  ces  surfaces  par  le  point  P, 
on  aura  une  surface  cubique  passant  par  le  point  P  et  inscrite  dans 
le  cône  C*  tout  le  long  de  la  biquadratique  B*  (5).  Cette  surface 
coïncide  avec  la  surface  S8-,  car,  si  on  la  coupe  par  un  plan  quel- 
conque passant  par  le  point  P,  ce  plan  coupera  les  deux  surfaces 
suivant  deux  courbes  du  troisième  degré  passant  par  le  point  P  et 
tangentes  aux  mêmes  points  à  quatre  droites  issues  de  P,  lesquelles 
coïncident  par  conséquent  (1  ).  On  en  conclut  le  mode  de  généra- 
tion Steiner-Cremona  : 

Toute  surface  du  troisième  degré  non  réglée  peut  être  consi- 


1 


\ 
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durée  comme  le  Heu  des  points  de  contact  dus  tangentes  tnenéi-j 
d'un  point  choisi  sur  In  surface,  à  l'intersection  de  deux  des 
vingt-sept  directrices  rectilignes,  à  toutes  tes  surfaces  du  second 
degré  d' un  faisceau  i/tti  aurait  pour  buse  la  biquadralique  gauche 
suivant  laquelle  le  cône  circonscrit  à  la  surface  par  le  point  con- 
sidéré touche  la  surface,  La  surface  peut  être  ainsi  engendrée  de 
cent  trente-cinq  façons  différentes. 

La  surface  passe  par  les  sommets  Jus  quatre  cônes  du  Faisceau  et 
par  la  droite  I)  commune  aux  plans  polaires  de  P  par  rapport  aux 
surfaces  du  faisceau;  chacune  de  ces  dernières,  outre  la  biquadra- 
lique Rt,  coupe  la  surface  Sj  suivant  une  conique  dont  le  plan,  plan 
polaire  de  P  par  rapport  à  une  surface  du  faisceau,  passe  par  D,  ce 
quî  donnerait  lieu  à  un  énoncé  complétant  le  précédent  (');  mai» 
on  peut  lui  donner  une  forme  plus  générale,  eu  ce  sens  que  la  bi- 
quadratique,  base  du  faisceau,  n'a  pas  besoin  d'être  la  cotirbe  de 
contact  d'un  cône  circonscrit,  et  l'on  peut  dire  : 

THtonÉME  VI.  —  Lorsqu'un  faisceau  de  surfaces  du  second 
degré  a  pour  base  une  biquadralique  située  sur  une  *surface  du 
troisième  degré,  chaque  surface  du  faisceau  coupe  en  outre  la 
dernière  suivant  une  conique  dont  le  plan  passe  par  une  des 
■vingt-sept  directrices  restiltgnes,  fixe. 

La  première  partie  du  théorème  résulte  immédiatement  du  théo- 
rème analogue  de  Géométrie  plane;  il  suffit  de  couper  toute  la  figure 
par  un  plan  quelconque,  variable. 

7.  Si  nous  revenons  au  cas  précédent,  nous  voyons  que  la  sur- 
face cubique  pour  laquelle  uous  venons  d'obtenir  un  premier  mode 
de  génération  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  couples  de 
points  conjugués  communs  à  toutes  les  surfaces  du  faisceau,  points 
situés  sur  les  droites  issues  du  point  P.  Si  donc  on  considère  arbi- 
trairement une  de  ces  surfaces  St,  les  deux  points  a.  et  (5  où  une 
sécante  quelconque  issue  de  P  coupe  la  surface  cubique  sont  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  aux  points  a  et  £  où  elle  rencontre 
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Ss,  et  si,  la  sécante  venant  à  tourner,  le  point  a  décrit  S8,  le 
point  (3,  conjugué  harmonique  de  a  par  rapport  à  a  et  ô,  décrira 
aussi  S8.  En  d'autres  termes,  si,  par  rapport  au  pôle  P  et  à  la  sur- 
face du  second  degré  considérée,  on  applique  à  S8  la  transformation 
quadrique,  la  surface  S8  se  transformera  en  elle-même,  et  Ton  peut 
dire  que  la  surface  Ss  est  anallagmatique  par  rapport  au  pôle  P  et 
à  la  surface  Sf ,  laquelle  sera  une  surface  & anallagmasie . 

D'après  ce  qui  précède,  ces  surfaces  forment  cent  trente-cinq 
faisceaux  distincts.  Chacune  d'elles  coupe  la  surface  S8,  outre  la 
biquadratique  B*,  suivant  une  conique  dont  le  plan  passe  par  une 
directrice  rectiligne  D  de  S8,  et  le  pôle  P  correspondant  est  le  point 
de  contact  de  l'un  des  cinq  plans  tangents  menés  par  D  à  S8;  enfin, 
par  la  définition  même  de  S8,  la  conique  est  la  courbe  de  contact 
du  cône  de  sommet  P  circonscrit  à  la  surface  du  second  degré  con- 
sidérée 5  de  sorte  que,  par  une  conique  Ct  de  S8,  passent  cinq  surfaces 
d'anallagmasie,  les  biquadratiques  B*  correspondantes  étant  les 
courbes  de  contact  des  cônes  circonscrits  à  S8  de  chacun  des  points 
de  contact  Pdcs  plans  tangents  menés  par  D  à  S8.  À  chacune  des 
directrices  t)  correspondent  ainsi  cinq  faisceaux  d'anallagmasie, 
pour  un  desquels  le  pôle  est  un  des  cent  trente- cinq  points  P. 
Ainsi  : 

Théorème  VIL  —  Les  surfaces  d'anallagmasie  d'une  surface 
du  troisième  degré  forment  cent  trente-cinq  faisceaux  distincts. 
Il  en  passe  en  général  cent  trente-cinq  par  un  point  donné  de 
l'espace;  par  une  conique  de  la  surface,  il  en  passe  cinq,  et  les 
pôles  correspondants  sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents 
menés  à  la  surface  par  la  directrice  de  la  surface  correspondant 
à  la  conique  considérée. 

8.  Considérons  maintenant  toutes  les  surfaces  du  second  degré 
appartenant  à  un  même  système  linéaire  du  quatrième  ordre,  sur- 
faces dont  l'équation  générale  serait 

(i)  X  S,  -h  X,S,  -+■  X  8,4-^84  -1-^^  =  0, 

St  =  o,  . . . ,  S3  =  o  étant  les  équations  de  cinq  surfaces  quelcon- 
.    ques  du  système. 

Un  plan  quelconque  détermine  dans  le  système  un  système  plan 
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de  même  ordre,  dont  les  coniques  renferment  aussi  quatre  imlélcr- 
minées,  et  conséquemment  sont  assujetties  à  une  condition  ;  on  sait 
que  cette  condition  est  d'être  harmonique  ment  circonscrites  à  une 
conique  fixe  C  dont  on  peut  écrire  l'équation  lorsque  l'on  connaît 
cinq  coniques  du  système  :  c'est  la  conique  liarmouiquement  in- 
scrite à  ces  cinq  courbes  (').  Cela  posé,  supposons  que  le  plan 
sécant  vienne  à  tourner  autour  d'une  droite  fixe  D,  et  cherchons 
la  surface  lieu  des  coniques  C.  Remettant  à  une  autre  occasion 
l'étude  géométrique  de  cette  surface  qui  exige  au  préalable  une 
étude  spéciale  du  faisceau,  du  réseau  et  des  systèmes  du  troisième 
et  du  quatrième  ordre,  nous  nous  bornerons  à  constater  analyli- 
quement  quel  en  est  le  degré.  Rappelons  pour  cela  que,  si 

{2)  Aa'-!-B|S1-t-Cy'+aF|3)'  +  aG)'3  +  aHaP  =  o 


1 

J 


a,ar"+  à,y+  c,  z'-h  if,ys  +  a/j-,  sx  ■+■  a/i,a:/  =  o 

sont  les  équations  tangentïelle  et  ponctuelle  de  deux  coniques,  la 
condition  pour  que  la  première  soït  harmonique  nient  inscrite  à  lu 
seconde,  ou  la  seconde  harmoniquement  circonscrite  à  la  première, 
est 

\a,  +B4,  +  Ce,4-  ztf.  +  iGg,^  aHA,  =  o. 

Si  la  première  doit  également  être  harmoniquement  inscrite  à  quatre 
autres  coniques,  on  aura,  entre  les  coefficients  tangentiels  de  cette 
courbe,  quatre  conditions  analogues,  et,  en  éliminant  ces  coeffi- 
cients entre  l'équation  (a)  et  les  cinq  équations  de  condition,  on 
aura,  pour  l'équation  tangentïelle  de  la  conique  harmoniquement 
inscrite  aux  cinq  coniques  données,  l'équation 
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dans  laquelle  les  mineurs  correspondant  aux  éléments  de  la  pre- 
mière rangée  sont  précisément,  au  signe  près,  les  coefficients  tan- 
gcntiels  A,  B,  C,  a  F,  2  G,  2  H,  et  l'équation  ponctuelle  de  la  même 
courbe  sera,  comme  on  le  sait,  en  faisant  z  =  1 ,  pour  revenir  aux 
coordonnées  cartésiennes, 


(3) 
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Revenons  maintenant  au  système  (1),  et  supposons  que 


ax  x*  +  6,7* -h  Ci  z*  -+-  dx  -4-  iUyz  -+■  im%  zx 

-4-  2/I1  xjr  -4-  2.px x  4-  zqi'y  -4-  zrtz  =.  o 

soit  l'équation  ponctuelle  de  la  surface  S, .  Considérons  un  plan 
quelconque 


(4) 


z=zlyf 


passant  par  Taxe  des  x\  il  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  dont 
la  projection  sur  le  plan  des  xy  a  pour  équation 

at «ra-t-(6,4-  2/,X  +  c,  V)ja4-  2 (m,  X  -h  nx)xy 

-4-  ipKx  -f-2(gi+  r, X)  j-f-  dx  =  o. 

On  aura  de  même  les  projections  sur  le  même  plan  des  coniques 
d'intersection  des  quatre  surfaces  S,,  S8,  S*,  SB  avec  le  même  plan 
sécant,  et  l'équation  tangentielle  de  la  conique  harmoniquement 
inscrite  aux  cinq  premières,  projection  sur  le  plan  des  xy  de  la 
courbe  génératrice  du  lieu  dans  le  plan  (4),  s'en  conclura  comme  il 
a  été  dit-,  l'équation  ponctuelle  (3)  en  résultera  de  même.  Élimi- 
nant ensuite  X  entre  cette  équation  et  l'équation  (4),  on  aura  la 
surface  cherchée,  lieu  des  coniques  du  système  contrevariant  du 
système  (1),  coniques  situées  dans  les  plans  passant  par  l'axe  des  x. 


ment  circonscrite  à  une  autre,  celle-ci  est  harmoniquement  inscrite  à  la  première; 
et  la  conique  harmoniquement  inscrite  à  cinq  coniques  données  joue  dans  le  plan  un 
rôle  tout  à  fait  analogue  à  celui  que  joue  sur  une  droite  le  couple  des  points  conju- 
gués communs  à  deux  «couples  donnés. 


r 


nt  aux  éléments  de 


Maison  peut  commencer  par  remplacer  A  par  sa  valeur  dans  les 
coefficients  A,  B,  C,  F,  G,  M  de  l'équation  tangenlielle,  de  sorte 
que  l'équation  n'est  autre  que  l'équation  (3)  dans  laquelle  A,  B, 
a  H,  aG,  a  F,  C  seraient  les  mineurs,  pris  alternativement  avec  le 
signe  -+-  et  le  signe  — ,  corrcspoi 
ligne  du  déterminant 

aty'     b,yt-+-*llyz+c,z'    j(n,7+m,z)    /t,^'    /(^r"1-  r> z)     <*•/* 

Tous  ces  coellicienls  seront  du  dixième  degré  et  homogènes  eu  y 
atZi  A,  G,  C  serout  divisibles  parj  ',  H  et  F  par  y7,  B  par^y*.  Fi- 
nalement, l'équation  (3),  qui,  développée,  peut  s'écrire 


«■IBC-F'J  - 
-*-a*(HF- 


■/»(CA-cj-»-a*rtro- 

BG)-^a;r(GII  —  AF}+, 


Cil 


paraît  être  du  vingt-deuxième  degré;  mais  le  binôme  coefficient  de 
y*  est  divisible  parj",lescoefficienlsde  xy  et  de  y  parj",  et  ceux 
des  termes  indépendants  de  y  par  y'k,  de  sorte  qu'en  somme  l'équa- 
tion est  divisible  par  j'";  elle  s'abaisse  au  huitième  degré  et  peut 
s'écrire,  en  désignant  par  A,,  B,,  C,,  Fj,Gi,  H,  les  coefficients  di- 
visés chacun  par  la  plus  haute  puissance  possible  de_y, 


(5) 


H,     G,     * 


7s 


A,,  Bt,  C,  sont  du  quatrième  degré,  H|  et  F,  du  troisième,  B[  du 
second  vn  y  et  z. 

Ainsi  la  surface  cherchée  est  du  huitième  degré;  par  suite  l'axe 
des  x  est  une  directrice  singulière  du  sixième  ordre  ;  elle  renferme 
en  outre  dix  autres  directrices  rectilignes.  Ou  sait  en  effet  que  le 
lieu  des  droites  de  l'espace  sur  lesquelles  se  trouvent  deux  points 
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conjugués  à  toutes  les  surfaces  du  système  (i)  est  une  surface  réglée 
du  dixième  degré  (,).  Chacun  de  ces  couples  de  points  est  une 
conique  inGnimcnt  aplatie,  harmoniquement  inscrite  au  système  ; 
comme  Taxe  des  x  rencontre  cette  surface  en  dix  points,  il  y  aura 
dix  plans  passant  par  l'axe  des  x  pour  lesquels  la  conique  généra- 
trice delà  surface  (5)  se  réduit  à  deux  droites  confondues. 

Si  les  surfaces  du  système  (1)  ont  un  point  commun,  toute  droite 
passant  par  ce  point  les  coupe  suivant  des  couples  de  points  conju- 
gués par  rapport  à  deux  points  confondus  au  point  fixe,  et  peut 
dès  lors  être  considérée  comme  conique  infiniment  aplatie,  harmo- 
niquement inscrite  au  système. 

U  en  résulte  immédiatement  que  le  plan  passant  par  Taxe  des  x 
et  le  point  fixe  fera  tout  entier  partie  de  la  surface  (5),  laquelle 
enfin,  s'abaissera  au  troisième  degré,  si  toutes  les  surfaces  (i)  ont 
cinq  points  communs.  La  droite  fixe  qui  est  ici  Taxe  des  ,r,  étant 
une  fois  dans  chacun  des  plans  suivant  lesquels  se  décompose  la 
surface  complète,  demeure  une  fois  sur  la  surface  cubique,  et 
chacun  des  cinq  plans  est  tangent  à  la  surface  au  point  corres- 
pondant. 

Théorème  VIII.  —  Le  lieu  de  la  conique  harmoniquement  in- 
scrite aux  coniques  du  système  du  quatrième  ordre  que  l'on  ob- 
tient en  coupant  par  un  plan  tournant  autour  d 'une  droite  fixe 
toutes  les  surfaces  du  second  degré  passant  par  cinq  points  est 
une  surface  du  troisième  degré  passant  par  la  droite  fixe.  Les 
cinq  plans  tangents  menés  à  la  surface  par  cette  droite  sont  les 
cinq  plans  qui  la  joignent  aux  cinq  points,  lesquels  sont  les  points 
de  contact. 

9.  Réciproquement,  si  Ton  considère  une  surface  cubique  S%  et 
une  directrice  D  de  cette  surface,  on  sait  que  parmi  tous  les  plans 
passant  par  cette  droite,  lesquels  sont  bi tangents  à  la  surface,  il  y 
en  a  cinq  qui  la  touchent  encore  une  fois  en  dehors  de  la  droite.  Si, 
relativement  à  la  droite  et  aux  surfaces  du  second  degré  passant 
par  les  cinq  points  de  contact  tt,  on  cherche  le  lieu  précédent,  on 
obtiendra  une  surface  cubique  passant  comme  la  première  par  la 


(')  Darbocx,  Bulletin  des  Sciences  mathématique*  et  astronomiques,   t.  I,  p.  357. 


droite  D,  et  tangente  à  cette  surface  aux  cinq  points  t..  Ces  deu* 
surfaces  satisfont  à  dix-neuf  conditions  linéaires  communes,  savoir 
quatre  provenant  de  la  droite  D  et  trois  de  chaque  point  de  contact. 
Elles  ne  peuvent  donc  que  coïncider,  à  moins  que  ces  dix-neuf 
conditions  ne  soient  pas  distinctes.  Faute  de  démonstration  suffi- 
samment rigoureuse,  nous  admettrons  que  ces  conditions  sont  di- 
stinctes, sauf  à  justifier  cette  proposition  par  ses  conséquences  (10). 
La  surface  Si  considérée  peut  donc  être  engendrée  comme  le  Heu 
précédent,  relativement  à  chacune  de  ses  vingt-sept  directrices,  cl 
l'on  obtient  ce  nouveau  mode  de  génération  : 

Théorème  IX.  —  Toute  surface  du  troisième  degré  peut  étrt> 
considérée  de  vingt-sept  façons  différentes  comme  le  Heu  de  la 
conique  harmoniijuemc.nl.  inscrite  aux  coniques  du  système  du 
quatrième  ordre  obtenu  en  coupant  par  un  plan  tournant  autour 
d'une  droite  fixe  des  surfaces  du  second  degré  ayant  cinq  points 
communs.  La  droite  fixe  est  une  des  vingt-sept  directrices,  et  les 
cinq  points  communs  sont  les  points  de  contact  des  cinq  plans  tan- 
gents que  l'on  peut  mener  à  la  surface  par  cette  droite. 

Il  est  bien  entendu  que  la  conique  génératrice  de  la  surface  ne 
peut  être  réelle  si  la  directrice  correspondante  est  imaginaire; 
mais,  comme  il  y  a  toujours  au  moins  une  directrice  réelle,  ce 
mode  de  génération  peut  convenir  pour  toutes  les  surfaces  du  troi- 

10.  Cela  posé,  si  l'on  veut  qu'une  surface  cubique  soit  anallag- 
malique  dans  une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
il  faut  chercher  s'il  n'y  a  pas,  dans  les  faisceaux  d'anallagmasie  (7), 
de  sphères  ayant  leur  centre  au  pôle  de  transformation.  On  voit 
d'abord  que  la  surface  devra  passer  par  le  cercle  de  l'infini,  puis- 
qu'elle est  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  du 
pôle  à  toutes  les  surfaces  du  faisceau  d'anallagmasie  correspondant, 
et  que,  pour  la  sphère  considérée  en  particulier,  les  points  de  con- 
tact des  tangentes  menées  du  centre  sont  sur  le  cercle  de  l'infini. 
Réciproque  nient,  si  la  surface  passe  par  le  cercle  de  l'infini,  H  y  a 
eînq  surfaces  d'anallagmasie  passant  par  celle  courbe,  c'est-à-dire 
cinq  sphères.  Les  pôles  correspondants  sont  les  points  de  contact 
des  cinq  plans  taugents  menés  par  la  droite  à  l'intini  de  la  sur- 


face  (7)  et  sont  les  centres  des  cinq  sphères,  puisque  le  cercle  de 
l'infini  est  alors  pour  Tune  d'elles  la  courbe  de  contact  du  cône  cir- 
conscrit dont  le  sommet  est  le  pôle  de  transformation  (5). 

Ainsi  toute  surface  du  troisième  degré  qui  passe  par  le  cercle  de 
l'infini  est  anallagmatiquc  par  rapport  à  cinq  pôles  de  transforma- 
tion par  rayons  vecteurs  réciproques.  C'est  la  première  partie  du 
théorème  de  M.  Moutard;  la  seconde  consiste  en  ce  que  ces  cinq 
points  sont  les  sommets  et  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un 
tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent  :  elle  résulte  de  ce  qui 
précède,  si  l'on  admet  notre  mode  de  génération. 

En  eiïet,  d'après  ce  mode  de  génération,  tout  plan  passant  par 
la  droite  à  l'infini  de  la  surface  ou,  si  l'on  veut,  parallèle  à  la  di- 
rection de  plans  déterminée  par  cette  droite,  coupe  encore  la  sur- 
face suivant  une  conique  harmoniquement  inscrite  à  toutes  les 
coniques  suivant  lesquelles  il  coupe  toutes  les  surfaces  du  second 
degré  qui  passent  par  les  cinq  pôles,  lesquelles  coniques  sont  alors 
harmoniquement  circonscrites  à  la  première. 

En  particulier,  le  plan  de  l'infini  coupe  toutes  ces  surfaces  sui- 
vant des  coniques  harmoniquement  circonscrites  au  cercle  de  l'in- 
fini qui  est  la  conique  à  l'infini  de  la  surface  cubique  :  c'est  dire 
que  toutes  ces  surfaces  sont  des  hyperboloïdes  équilatères  (*).  Pour 
tous  les  couples  de  plans  passant  par  les  cinq  points,  cette  condi- 
tion se  traduit  par  la  perpendicularité  :  donc,  tout  plan  passant 
par  deux  des  points,  et  par  suite  la  droite  qui  joint  ces  deux  points, 
sont  perpendiculaires  sur  le  plan  des  trois  autres  ;  donc  quatre  quel- 
conques des  cinq  points  sont  les  sommets  d'un  tétraèdre  dont  les 
hauteurs  se  rencontrent  au  cinquième. 

Si,  au  contraire,  on  admet  cette  relation  réciproque  entre  les  po- 
sitions des  cinq  points,  elle  confirme  notre  mode  de  génération,  en 
tant  qu'il  paraîtrait  reposer  sur  une  hypothèse  gratuite  (9),  et  le 
démontre  alors  rigoureusement.  Si,  en  effet,  les  cinq  points  satis- 
font à  cette  relation,  toutes  les  surfaces  du  second  degré  qui  les 


(')  Voir  notre  Mémoire  déjà  cité,  p.  iq33.  Il  y  est  démontré  que,  si  la  conique 
a  l'infini  d'une  surface  du  second  degré  est  harmoniquement  circonscrite  au  cercle 
de  l'infini,  la  somme  des  carrés  des  coefficients  des  variables,  en  coordonnées  carté- 
siennes rectangulaires,  est  nulle. 

IV.  10 


ri 
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renferment  sont  des  hyperboloïdes  équilalèrcs  f  '  ),  et  par  suite  som 
harmonique  ment  circonscrites  à  la  conique  à  l 'infini  de  la  surface 
cubique.  Au  moyen  d'une  transformation  homograpbiquc,ce  théo- 
rème devient  : 

Théorème  X.  —  Si  un  plan  coupe  une  surface  du  troisième 
degré  suivant  une  conique  et  une  droite,  et  si,  par  la  droite,  on 
mène  tes  cinq  plans  tangents  à  la  surface,  toutes  les  surfaces  du 
second  degré  passant  par  les  cinq  points  do  contact  sont  liarmo- 
niauement  circonscrites  à  la  conique  (*). 

Ce  qui  n'est  qu'une  autre  manière  d'énoncer  le  mode  de  généra- 
tion; il  suffit,  pour  le  voir,  de  faire  tourner  le  plan  autour  de  la 
droite.  Applique  à  la  conique  à  l'infini  d'une  surface  anallagnia- 
tique,  ce  théorème  devient  la  généralisation  du  théorème  de  RI.  Fou- 
ret,  et  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Théorème  XI.  —  Toute  surface  anallagmatique  du  troisième 
degré  peut  être  considérée  comme  le  lieu  de  la  conique  liarmom- 
quement  inscrite  aux  hjperboloïdes  èquilatères  passant  par  les 
cinq  pôles  principaux,  conique  située  dans  des  plans  parallèles 
dont  la  direction  est  déterminée  par  la  droite  à  l'infini  de  la 
mrface. 

Les  pôles  principaux  sont  les  points  de  contact  des  cinq  plans 
tangents  menés  à  la  surface  par  une  de  ses  directrices  rectiligncs, 
qui  est  la  droite  à  l'infini  de  la  surface  :  ils  font  donc  partie  des 
cent  trente-cinq  points  auxquels  on  peut  appliquer  le  mode  de  gé- 
nération Stciner-Oemona.  On  obtient  ainsi  la  généralisation  d'un 
théorème  précédent  (i)  : 


(')  Voir  noire  Mémoire  déjà  cité,  p.  nîÇ.  Si  un  hjperboloîde  équilalère  cal 
circonscrit  k  un  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent,  il  passe  par  le  point  de 
rencontre  des  hauteurs,  d'où  résulte  la  réciproque  que  nous  invoquons-  Elle  peut 
d'ailleurs  se  voir  directement  en  remorquant  que,  si  cinq  surfaces  d'un  système  du  qua- 
trième ordre  sont  dos  hyperboloïdes  èquilatères,  il  en  est  évidemment  do  mémo  de  toutes 
jes  autres;  or  toutes  les  surfaces  du  second  degré  passant  par  les  cinq  pointa  forment 
un  pareil  système  dont  tous  les  couples  de  plans  étant  rcctangulairea  sont  des  hyper- 
bololde*  équilatèrea. 

(')  C'est-à-dire  coupent  Te  plan  da  la  conique  aniinnl  une  conique  qui  lui  eat  har- 
in  uniquement  circonscrite.  (  Voir  notre  Mémoire  déjà  cité,  p.  niG.| 
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Théorème  XII.  —  Toute  surface  anallagmatique  du  troisième 
degré  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  menées  d'un  pôle  principal  à  toutes  les  surfaces  du 
second  degré  qui  passent  par  la  biquadratique,  courbe  d'inter- 
section à  distance  finie  de  la  surface  et  de  la  sphère  de  transfor- 
mation correspondante. 

Nous  ne  terminerons  pas  sans  faire  ressortir  l'importance  du 
théorème  sur  lequel  est  basé  le  dernier  mode  de  génération  des 
surfaces  du  troisième  degré.  Il  permet  en  effet  de  construire  la  sur- 
face du  troisième  degré  qui  passe  par  une  droite  et  qui  est  tangente 
en  cinq  points  à  cinq  plans  menés  par  cette  droite.  Si,  en  effet,  on 
considère  les  traces  sur  un  plan  fixe  mené  par  la  droite  des  couples 
de  plans  passant  par  les  cinq  points,  on  aura  des  couples  de  droites 
qui,  étant  harmonique  ment  circonscrits  à  la  conique  d'intersection, 
seront  conjugués  par  rapport  à  cette  courbe.  L'une  des  droites  d'un 
couple  est  la  trace  sur  le  plan  du  plan  passant  par  trois  des  points 
donnés  ;  la  seconde  est  la  trace  d'un  plan  quelconque  passant  par 
la  droite  qui  joint  les  deux  autres.  On  a  donc  sur  le  plan  considéré 
deux  droites  conjuguées  dont  l'une  est  fixe  et  l'autre  est  variable, 
eu  tournant  autour  d'un  point  :  c'est  dire  que  le  point  doit  être  le 
pôle  de  la  droite  fixe. 

Ainsi  le  pentagone  des  cinq  points  de  contact  est  conjugué  à  la 
conique  cherchée,  puisque  la  trace  sur  le  plan  de  la  conique  du 
plan  passant  par  trois  quelconques  des  cinq  points  est  la  polaire  du 
point,  trace  sur  ce  plan  de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres,  et 
l'on  sait  construire  par  la  règle  et  le  compas  la  conique  située  dans 
un  plan  donné  et  conjuguée  à  un  pentagone  gauche.  Le  théorème 
peut  alors  s'énoncer  ainsi  : 

Théorème  XIII.  —  Le  lieu  de  la  conique  conjuguée  à  un  pen- 
tagone gauche,  conique  située  dans  un  plan  tournant  autour  d'une 
droite  fixe,  est  la  surface  du  tt%oisième  degré  passant  par  la  droite 
et  tangente  à  chaque  sommet  du  pentagone  au  plan  passant  par 
ce  point  et  par  la  droite  fixe. 

Ce  qui  donne,  pour  le  théorème  de  M.  Fouret  étendu  à  l'espace, 
ce  nouvel  énoncé  : 

Théorème  XIV. —  Toute  surface  anallagmatique  du  troisième 

10. 


> 
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degré  peut  être  considérée  comme  te  Heu  de  la  conique  conju- 
guée au  pentagone  des  cinq  pôles  principaux .  conique  situer 
dans  des  plans  parallèles  dont  la  direction  est  déterminée  par  la 
droite  à  l'infini  de  la  surface. 


EXTRAITS  DES  PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE    DD   MERCREDI   26  JANVIER   1876, 

PRÉSIDENCE  DE  H.  DE  LA  GO0  ANEAIE. 

Est  présente,  comme  nouveau  membre,  M.  Vicaire,  ingénieur 
îles  mines,  à  Saint-Etienne. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  Sur  les 
stéréo-imaginaires  ou  solides  êvanescents,  et  donne  quelques  dé- 
tails sur  les  polyèdres  antiques  conservés  dans  les  musées  de  Lyon, 
de  Vienne  et  de  Rouen. 

M.  Jordan  fait  une  communication  Sur  certains  caractères  des 
courbes  gauches  et  des  surfaces,  se  rapportant  à  la  géométrie  de 
situation. 

MM.  de  la  Gournerie,  Rouelle  et  Halphen  ajoutent  quelques  mots 
à  ce  sujet. 

M.  Fouret  donne  une  démonstration  élémentaire  d'un  théorème 
déjà  connu  et  relatif  au  rapport  an  harmonique  des  quatre  points  de 
rencontre  d'une  transversale  avec  un  tétraèdre. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  9  FÉVRIER  1876, 

PRBSIDENCB   DE    M.    DE    LA    GOURNERIE. 

M.  Vicaire  est  élu  membre  de  la  Société. 

M.  Cahen,  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  communique  une 
Construction  nouvelle  de  la  courbe  d'ombre  portée  par  un  tore  sur 
lui-même. 


-  149  - 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  Sur  les  cubo- 
octaèdres  du  British  Muséum  et  du  Louvre. 

M.  Jordan  fait  une  communication  Sur  une  question  de  géo- 
métrie de  situation. 

M.  Halphen  fait  une  communication  sur  le  même  sujet. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  23  FÉVRIER  1876, 

PRÉSIDÉE    PAR    M.    MANNHEIH. 

Est  présenté,  comme  nouveau  membre,  M.  Caron,  chef  des  tra- 
vaux graphiques  à  l'Ecole  Normale,  à  Paris. 

M.  Jordan  fait  une  communication  Sur  les  équations  différen- 
tielles linéaires  du  second  ordre,  dont  les  intégrales  sont  algé- 
briques, 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  communique  une  Généralisation 
d  une  propriété  du  tore. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  8  MARS  1876, 

PRÉSIDENCE  DE  M.   DE   LA  GOURNERIB. 

M.  Caron  est  élu  membre  de  la  Société. 

M.  Désiré  André,  ne  disposant  plus  du  temps  nécessaire  pour 
remplir  ses  fonctions  de  trésorier,  prie  la  Société  de  vouloir  bien 
accepter  sa  démission. 

M.  Houbigant,  ne  disposant  plus  du  temps  nécessaire  pour  remplir 
ses  fonctions  d'archiviste,  prie  la  Société  de  vouloir  bien  accepter 
sa  démission. 

M.  Jordan  fait  une  communication  Sur  une  question  de  géomé- 
trie de  situation  relative  à  la  décomposition  d'un  contour  fermé 
en  plusieurs  autres. 

M.  Halphen  communique  à  la  Société  un  Théorème  concernant 
les  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  liés  par 
une  relation. 
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^ 


M.  Ma i m hei m  présente,  de  la  part  de  M.  Léauté,  une  Note  sur 
le  tracé  des  en^i'-nagcspar  arcs  de  cercle;  perfectionnement  de  la 
ttuhhodc  de  WilUs. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  32  MARS  1876, 

PRÉSIDENCE  DE  M.  DE  LA  001  RNERIE. 

La  Société  procède,  par  la  vole  du  scrutin,  au  remplacement  du 
trésorier  et  de  l'archiviste. 

M.  Claude-Lafontaine  est  élu  trésorier. 

M.  Maurice  Cabart  est  élu  archiviste. 

M.  Ch.  Brisse  fait  une  communication  Sur  une  formule  du 
la  théorie  des  surfaces. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  Sur  tus  ca- 
ractéristiques planétaires. 

M.  Halphen  fait  une  communication  Sur  les  polygones  inscrits 
:ritsà  deux  coniques. 


SEANCE  DU  MERCREDI  5  AVRIL  187G, 

PRÉSIDÉE  PAR  H.  MANNI1EIM. 

Le  Secrétaire  annonce  que  M.  Hirst  s'est  fait  inscrire  comme 
sociétaire  perpétuel. 

M.  liaton  de  la  Goupillière  fait  une  communication  Sur  les 
transformations  qui  conservent  une  relation  invariable  entre  les 
dérivées  d'un  même  ordre  quelconque. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  Sur  un  do- 
décaèdre antique  conservé  au  British  Muséum. 

M.  Darboux  communique  Quelques  propriétés  du  mouvement 
d'une  figure  invariable,  relatives  aux  aires  et  aux  arcs  des  courbes 
décrites. 

M.  Fourct  présente  quelques  observations  sur  le  même  sujet. 

M.  Jordan  donne  la  démonstration  d'un  des  théorèmes  énoncés 
par  M.  Darboux. 
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SÉANCE  DU  MERCREDI  19  AVRIL  1876, 

PRÉSIDENCE  DE  M.   DE  LA  GOURNERIB. 

M.  G.  Jung  adresse  à  la  Société  une  Note  Sur  la  contraction  de 
la  chaînette  par  points  et  sur  la  division  d'un  arc  de  cette  courbe 
en  n  parties  proportionnelles  à  des  segments  donnés. 

M.  Haton  de  la  Goupillière  fait  une  communication  relative  au 
problème  inverse  des  brachistochrones  envisagé  dans  un  système 
de  coordonnées  curvilignes  quelconques,  et  aux  théorèmes  généraux 
auxquels  conduit  cette  recherche. 

M.  Picquet  fait  une  communication  «Sur  quelques  propriétés  des 
surfaces  du  troisième  degré. 

M.  Fouret  communique  Quelques  théorèmes  sur  les  anallagma- 
tiques  du  troisième  ordre. 

M.  Sal tel  fait  une  communication  Sur  certains  cas  de  décompo- 
sition des  lieux  géométriques. 

M.  Halphen  présente  quelques  observations  à  ce  sujet,  et  fait  une 
communication  Sur  les  courbes  définies  par  l'équation  polaire 

pn  =  COS  72  0. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  3  MAI  1876, 

PRÉSIDENCE   DE  M.   DE  LA  GOURNERIB. 

M.  Laguerre,  ne  disposant  plus  du  temps  nécessaire  pour  rem- 
plir ses  fonctions  de  secrétaire,  prie  la  Société  de  vouloir  bien  ac- 
cepter sa  démission. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  Sur  le 
spires  des  ovhêlites  planétaires. 

M.  de  Polignac  fait  une  communication  Sur  les  substitutions 
linéaires. 

M.  Jordan  présente  une  autre  démonstration  relative  à  la  même 
question. 

M.  Halphen  ajoute  quelques  détails  aux  remarques  qu'il  a  faites 
dans  la  séance  précédente  sur  la  détermination  du  degré  et  de  la 
classe  des  lieux  géométriques. 


^ 


SÉANCE   DU  MERCREDI  17  MA!  1870, 

PRÉSIDÉE   PAU    H.    MtMfti 

M.  Lagucrre  faîl  une  communication  Sur  les  courbes  gauches 
et  sur  la  valeur  de  la  torsion  en  un  point  d'une  ligne  géodésique 
tracée  sur  une  surface  du  second  ordre. 

M.  G.  Jung  adresse  h  la  Société  une  Noie  Sur  la  construction  de 
la  troisième  courbe  représentalii'C des  /Kuissées  ma.ri/na et  tnin'unit 
dans  le  Mémoire  «  Sur  la  stabilité  des  vodtes  »,  de  AI.  Peau- 
cellier. 

M.  Mannhcim  communique  de  Nouvelles  propriétés  de  quelques 
courbes. 

M.  Pïcijuet  fait  une  communication  Sur  tes  sections  parabo- 
liques et  étjuilatères  dans  les  surfaces  du  troisième  degré. 

M.  Laguerre  fait  connaître  un  certain  nombre  de  systèmes  ortho- 
gonaux de  courbes  algébriques. 

M.  Maunbeiui  fait  une  remarque  sur  la  surface  des  ondes. 

M.  Fouret  présente  quelques  remarques  sur  un  théorème  relatif 
au  nombre  des  solutions  d'un  système  d'équations. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  31   MAI  1876, 

PRÉSIDÉE  PAR  11.  LEMONMEH. 

M.  Perrin  fait  une  communication  Sur  une  formule  de  somma- 
tion de  quelques  séries. 

M.  Laguerre  fait  une  communication  Sut  le  lieu  des  points  tels, 
que  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  deux  courbes  planes 
soient  égales  entre  elles. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  M  JUIN  1876, 

PRÉSIREE    PAR    M.    JORDAN. 


M.  Fouret  communique  un  Théorème  sur  le  lieu  des  c 
d'une  surface  algébrique  avec  les  surfaces  d'un  imptexe. 


>i  lacis 
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M.  Halphen  donne  quelques  développements  sur  la  théorie  des 
caractéristiques  au  sujet  d'un  récent  Mémoire  de  M.  Schubert. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  28  JUIN  1876, 

PRÉSIDÉE  PAR  M.   BIEN  AYMÉ. 

Est  présenté,  comme  nouveau  membre,  M.  Guélot,  major  au  1 22e 
régiment  d'infanterie,  à  Montpellier. 

M.  Resal  fait  hommage  à  la  Société  du  tome  IV  de  son  Traité  de 
Mécanique  générale. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  12  JUILLET  1876, 

PRÉSIDÉE  PAR  H.   BIENATMÉ. 

M.  Guélot  est  élu  membre  de  la  Société. 


SÉANCE  DU  MERCREDI  26  JUILLET  1876, 

PRÉSIDÉE  PAR  M.  CABART. 

M.  le  comte  Léopold  Hugo  fait  une  communication  relative  aux 
divers  polyèdres  antiques  conservés  dans  les  musées. 


Des  sections  paraboliques  et  équilatères  dans  les  surfaces  du 
troisième  degré;  par  M.  H.  Picquet. 

(Séance  du  17  mai  1876.) 

Théorème  I.  —  Il  y  a,  sur  une  surface  du  troisième  degré,  non 
réglée,  cent  huit  paraboles,  réelles  ou  imaginaires,  correspondant 
quatre  par  quatre  aux  vingt-sept  directrices  rectilignes  de  la 
surface. 


Eu  eli'et,  lout  plan  coupant  la  surface  suivant  une  conique,  nasse 
par  une  des  vingt-sept  directrices  rectilignes.  Considérons  doue  une 
de  ces  directrices  D,  et  cherchons  la  condition  pour  qu'un  plan  qui 
la  renferme  coupe  la  surface  suivant  une  parabole.  Ce  plan,  supposé 
variable,  a  pour  trace  sur  Je  plan  de  l'infini  une  droite  â  tournant 
autour  d'un  point  fixe  a,  tracc.de  la  droite  D  sur  ce  même  plan. 
Cette  droite  S  coupe  la  cubique  à  l'infini  de  la  surface  en  deux 
autres  points,  réels  ou  imaginaires,  traces  sur  le  plan  de  l'infini  de 
l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  déterminée  dans  la  surface  par  le  plan 
considéré  :  pour  que  cette  conique  devienne  nue  parabole,  il  faudra 
que  la  droite  J  soit  tangente  à  la  cubique  à  l'infini  de  la  surface.  Or, 
par  le  point  a  de  cette  cubique,  ou  peut  lui  mener  quatre  tangentes 
réelles  ou  imaginaires;  il  y  aura  donc  quatre  plaus,  réels  ou  imagi- 
naires, passant  par  la  droite  D  et  coupant  la  surface  suivant  une 
parabole. 

Remarque.  —  II  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  le  plan  ayant  pour 
droite  à  l'îiitini  la  tangente  eu  a  à  ta  cubique  à  l'infini  de  la  surface  : 
il  coupe  la  surface  suivant  une  conique  dont  un  point  à  l'infini  est 
venu  en  a,  c'csl-à-dire  suivant  une  hyperbole  dont  une  asymptote 
est  parallèle  à  la  directrice  D.  Seulement,  si  a  était  un  point  d'in- 
flexion, une  des  quatre  tangentes  issues  de  a  se  confondrait  avec  la 
tangente  en  a  :  le  plan  considéré,  tangent  en  a,  serait  alors  un  des 
quatre  plans  à  section  parabolique,  laquelle  aurait  son  axe  parallèle 
à  la  droite  D. 

Théorème  II.  —  //  y  a,  sur  une  surface  du  troisième  degré 
non  réglée,  tjualre-vingt-une  hyperboles  équilatères,  réelles  ou 
imaginaires,  correspondant  trois  par  trois  aux  vingt-sept  direc- 
trices rectilignes  de  la  surface. 

En  effet,  pour  que  le  plan  considéré,  passant  par  la  droite  D, 
eoupe  la  surface  suivant  une  hyperbole  équilatére,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  deux  points  variables  y  et  S,  où  sa  droite  à  l'infini  rencontre 
la  cubique  à  l'infini  de  la  surface,  soient  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  points  a  et  b,  également  variables,  où  la  même 
droite  rencontre  le  cercle  de  l'infini.  Or  la  géométrie  des  courbes 
du  troisième  degré  apprend  que,  lorsque  deux  points  a  et  6  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  à  deux  des  points  d  in- 
tersection d'une  sécante    avec   une  cubique    plane,    ils    sont   sur 
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une  conique  passant  par  les  quatre  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  à  la  courbe  par  le  troisième  point  d'intersec- 
tion (*).  Il  faut  donc  considérer  le  faisceau  des  coniques  passant 
par  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  a  et  chercher, 
parmi  les  droites  issues  de  a,  celles  qui  coupent  le  cercle  de  Tin- 
fini  suivant  deux  points  situés  sur  une  de  ces  coniques.  Une  des 
droites  cherchées  coupera  donc,  outre  les  coniques  du  faisceau,  le 
cercle  de  l'infini  suivant  des  points  eninvolution,  et  par  suite  toutes 
les  coniques  du  réseau  défini  par  le  faisceau  considéré  et  le  cercle 
de  l'infini.  Or  les  droites  qui  coupent  les  coniques  d'un  réseau  sui- 
vant des  points  en  involution  enveloppent  une  courbe  de  troisième 
classe,  cayleyenne  du  réseau  (*),  et  les  points  doubles  décrivent  une 
cubique,  hessienne  du  réseau.  Il  y  aura  donc  par  le  point  a  trois 
droites,  dont  deux  pourront  être  imaginaires,  répondant  à  la  ques- 
tion. 

Remarque.  —  A  toute  directrice  réelle  correspond  au  moins  une 
section  équilatère  réelle  :  comme  une,  au  moins,  des  vingt-sept  di- 
rectrices est  réelle,  toute  surface  du  troisième  degré  admet  au 
moins  une  section  équilatère  réelle. 

Théorème  III-  —  Les  plans  passant  par  une  directrice  recti- 
ligne  d'une  surface  du  troisième  degré,  qui  la  coupent  suivant  une 
hyperbole  équilatère,  sont  les  plans  tangents  menés  par  cette 
droite  au  cône  enveloppe  des  plans  cycliques  de  tous  les  cônes  du 
second  degré  passant  par  les  quatre  droites  menées  par  un  point 
quelconque  de  la  directrice  parallèlement  aux  axes  des  quatre 
paraboles  de  la  surface  dont  les  plans  passent  par  cette  directrice. 

Pour  le  démontrer,  d'un  point  O  de  la  directrice  comme  point  de 
vue,  faisons  la  perspective  de  la  figure  précédemment  considérée 
dans  le  plan  de  l'infini.  Au  faisceau  de  coniques  correspond  un 
faisceau  de  cônes  du  second  degré  ayant  quatre  génératrices  com- 
munes, dont  les  directions  sont  déterminées  par  les  points  de  contact 
des  quatre  tangentes  issues  de  a  à  la  cubique  à  l'infini  de  la  sur- 


(')  C'est  une  conséquence  immédiate  de  la  proposition  XIII  du  Traité  de  Mao 
laurin  Sur  les  courbes  du  troisième  degré,  (  Voir  la  traduction  française  de  ce  traité, 
par  M.  de  Jonqùières,  Mélanges  de  Géométrie  pure,  p.  236.) 

(')  Voir  notre  Étude  géométrique  des  systèmes  linéaires  de  coniques,  p.  19. 


face,  c'est-à-dire  par  les  axes  des  quatre  sections  paraboliques  pas- 
sant par  !a  directrice  ;  au  cercle  de  l'infini  correspond  une  sphère 
concentrique  de  rayon  nul,  el  les  plans  des  sections  équilatères 
cherchées  sont  ceux  qui  coupent  cette  sphère  suivant  deux  droites 
situées  sur  un  cône  du  faisceau,  c'est-à-dire  qui  coupent  un 
cône  du  faisceau  suivant  deux  droites  isotropes,  ou  enfin  qui 
sont  cycliques  pour  un  certain  cône  du  faisceau;  d'où  il  ré- 
sulte que  le  cône  cayleyen  d'un  réseau  de  cônes  du  second  degré, 
à  sommet  commun,  déterminé  par  trois  cônes  dont  l'un  est  une 
sphère  de  rayon  nid,  n'est  autre  que  le  cône  enveloppe  des  plans 
cycliques  des  cônes  du  faisceau  déterminé  par  les  deux  autres,  et  le 
cône  hessien  le  lieu  des  rayons  doubles  des  faisceaux  en  involution 
suivant  lesquels  ces  plans  coupent  les  cônes  du  faisceau.  Par  suite  : 

Théorème  IV.  —  Le  cône  enveloppe  des  plans  cycliques  d'un 
faisceau  de  cônes  du  second  degré  à  sommet  commun  est  un  cône 
de  troisième  classe.  Ces  plans  coupent  les  cônes  du  faisceau  sui- 
vant des  faisceaux  en  involution  dont  les  rayons  doubles  engen- 
drent un  cône  du  troisième  degré. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  cercle  de  l'infini  ferait  partie  du 
faisceau  de  coniques  considéré  dans  le  plan  de  l'infini,  c'est-à-dire 
où  les  tangentes  en  quatre  des  points  d'intersection  de  ce  cercle 
avec  la  cubique  à  l'infini  de  la  surface  concourraient  en  un  même 
point  qui  serait  le  point  a  de  la  cubique,  la  condition  cherchée  se- 
rait évidemment  remplie  pour  toute  droite  issue  de  a,  et  l'on  aurait 
une  surface  particulière  du  troisième  degré,  qu'on  peut  appeler 
équilatère,  satisfaisant  à  quatre  conditions,  et  telle  que  tout  plan 
passant  par  une  certaine  directrice  de  la  surface  la  coupe  en  outre 
suivant  une  hyperbole  équilatère, 


Rectification;  par  M.  H.  Picquet. 

(Séance  du  3  mai  1876.) 

Dans  sa  traduction  allemande  de  la  Géométrie  analytique  à  trois 
dimensions  de  M.  Salmon,  M.  Fiedler  a  bien  voulu  consacrer  une 
page  à  quelques  théorèmes  relatifs  aux   surfaces  du   second   degré 
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ayant  six,  sept  ou  huit  plans  tangents  communs,  présentés  par  nous 
à  la  Société  philomathique  de  Paris,  dans  sa  séance  du  g  décembre 
i865,  et  insérés  au  Bulletin  de  cette  Société  (tome  II,  p.  196), 
ainsi  qu'au  journal  l'Institut  (numéro  du  20  décembre  i865). 
Nous  remercions  ici  M.  Fiedler  d'avoir  considéré  comme  une 
lacune  leur  absence  dans  l'ouvrage  original  anglais,  mais  nous  nous 
plaisons  à  lui  faire  remarquer  qu'il  a  commis  une  erreur  in- 
volontaire en  les  attribuant  à  M.  Rich.  Townsend.  Cet  auteur  an- 
glais les  a  en  effet  publiés  dans  le  tome  VIII  du  Quarterly  Journal 
of  pure  and  applied  Mathematics  (p.  10 -i4),  mais  en  juin  1866 
seulement;  nous  espérons  donc  qu'il  ne  trouvera  pas  extraordinaire 
de  nous  en  voir  revendiquer  la  priorité. 

Les  théorèmes  en  question  sont  relatifs  à  la  sphère,  lieu  des 
sommets  des  trièdres  trirectangles  circonscrits  à  une  surface  du  se- 
cond degré  (sphère  nommée  par  M.  Townsend  directrice,  par  nous 
orthogone,  et  plus  tard  orthoptique.  Systèmes  linéaires  de  co- 
niques,  p.  4^).  Ils  indiquent  que  les  sphères  correspondant  à  un 
faisceau  tangentiel  de  surfaces  du  second  degré  ont  même  plan  ra- 
dical a,  à  un  réseau,  même  axe  radical,  et  à  un  système  du  troisième 
ordre,  même  centre  radical;  avec  application  aux  paraboloïdes. 
M.  Chasles  nous  a  également  fait  l'honneur  de  les  citer  dans  son 
Rapport  sur  les  progrès  de  la  Géométrie,  en  faisant  remarquer 
que  M.  Townsend  était  parvenu  de  son  côté  aux  mêmes  résultats,  et, 
de  plus,  avait  démontré  que  les  sphères  directrices  des  surfaces  tan- 
gentes à  six  plans  ont  même  centre  radical.  Nous  profitons  de  la 
circonstance  pour  faire  observer  que  ce  dernier  résultat  n'est  autre 
que  notre  théorème  VII,  d'après  lequel  les  plans  directeurs  des  pa- 
raboloïdes tangents  à  six  plans  ont  un  point  commun.  Il  suffit, 
pour  s'en  apercevoir,  de  le  rapprocher  du  théorème  XIII,  d'après 
lequel  le  plan  radical  des  sphères  correspondant  aux  surfaces 
d'un  faisceau  est  le  plan  directeur  du  paraboloïde  du  faisceau. 


Nouvelles  propriété*  de  quelques  courbes;  par  M.  À.  Mw\mi\i. 
(Séance  du  17  mai  1876.) 

Dans  la  séance  du  19  avril  dernier,  M.  Halphen  a  fait  connaître 
quelques  propriétés  de  certaines  courbes  dont  M.  Haton  a  donné 
une  intéressante  monographie  dans  le  numéro  de  mars  1876  des 
Nouvelles  s/nnales  lie  Mathématiques. 

Je  me  propose  d'énoncer  quelques  propriétés  de  ces  courbes  et 
de  quelques  autres. 

Aux  auteurs  cités  par  M.  Haton,  nous  ajouterons  M.  Archer 
Hirst,  qui,  dans  son  beau  Mémoire  Sur  la  courbure  d'une  série  de 
surfaces  et  de  lignes,  a  aussi  étudié  les  courbes  dont  l'équation 
polaire  est 


M.  Hirst  désigne  ces  courbes  par  la  lettre  E.  Nous  adopterons 
dette  notation  et  nous  appellerons  B  la  courbe  dont  M.  Bonnet  s'est 
occupé  et  qui  est  engendrée  par  le  pôle  de  E  lorsque  cette  courbe 
roule  sur  une  droite  D. 

Cette  génération  de  B  conduit  immédiatement  à  celle  propriété  : 

Les  rayons  de  courbure  d'une  courbe  B  sont  partagés  par  D 
dans  un  rapport  constant. 

On  sait,  en  vertu  d'un  théorème  de  Stciner,  que  l'arc  de  la  rou- 
lette, engendrée  par  un  point  du  plan  d'une  courbe  qui  roule  sur 
une  droite,  est  égal  à  l'arc  delapodaire  de  la  courbe  mobile  par 
rapport  au  point  décrivant.  Il  résulte  de  là  et  de  cette  propriété  : 
la  podaire  d'une  courbe  E,  par  rapport  à  son  pôle,  est  une  courbe 
E,  que  : 

Les  arcs  d 'une  courbeH  sont  exprimables en  arcs  d une  courbelï.. 

Il  est  facile  de  construire  le  centre  de  courbure  de  la  développée 
d'une  courbe  E  ou  d'une  courbe  B.  Au  moyen  de  ces  constructions 
et  de  quelques  considérations  géométriques,  on  arrive  aux  résultats 
suivants  : 

Le  lieu  des  positions  successives  des  centres  de  courbure  d'une 
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courbe  E  qui  roule  sur  une  droite  est  une  courbe  que  l'on  obtient 
en  dilatant  dans  un  rapport  constant  les  ordonnées  d'une  courbe  B. 

Les  centres  de  courbure  que  Ton  considère  dans  cet  énoncé 
sont  ceux  qui,  à  chaque  instant,  correspondent  aux  points  de  con- 
tact de  E  et  de  D;  quant  aux  ordonnées  de  B,  ce  sont  les  distances 
des  points  de  cette  courbe  à  la  droite  D. 

Lorsqu'une  courbe  B  roule  sur  une  droite,  l'enveloppe  de  sa 
base  D  est  une  courbe  B. 

Lorsqu'une  courbe  B  roule  sur  une  courbe  qui  lui  est  égale  et 
symétrique  par  rapport  à  l'une  de  ses  tangentes,  sa  base  D  enve- 
loppe une  certaine  courbe;  les  arcs  de  cette  courbe  sont  expri- 
mables en  arcs  d'une  courbe  B  $ 

Elle  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  qui  parta- 
gent dans  un  rapport  constant  les  rayons  de  courbure  d'une 
courbe  B. 

Comme  cas  particulier,  on  peut  considérer  l'enveloppe  de  la  base 
d'une  cycloïde  qui  roule  sur  une  cycloïde  qui  lui  est  égale  et  symé- 
trique par  rapport  à  Tune  de  ses  tangentes  :  on  trouve  que  cette  en- 
veloppe est  une  développante  de  cycloïde. 

Le  lieu  des  positions  successives  des  centres  de  courbure  d'une 
courbe  B  qui  roule  sur  une  droite  est  une  courbe  que  l'on  obtient 
en  dilatant  dans  un  rapport  constant  les  ordonnées  d'une  courbe  B. 

En  un  point  quelconque  d'une  courbe  B,  on  mène  la  tangente 
et  la  normale  à  cette  courbe.  Du  point  oà  la  normale  rencontre!), 
on  élève  une  perpendiculaire  à  cette  droite;  cette  perpendiculaire 
rencontre  la  tangente  en  un  certain  point  :  le  lieu  des  points  ana- 
logues est  une  courbe  que  l'on  obtient  en  dilatant  les  ordonnées 
d'une  courbe  B. 

On  projette  :  i°  un  point  quelconque  m  d'une  courbe  B  sur  la 
droite  D  ;  2°  le  pied  de  cette  perpendiculaire  sur  la  tangente  en 
màJS:  le  lieu  des  points  analogues  à  celui  que  l'on  obtient  ainsi  est 
une  courbe  qui  partage  dans  un  rapport  constant  les  rayons  de 
courbure  d'une  courbe  B. 

On  arrive  encore  à  quelques  énoncés  très-simples  en  considérant 
les  courbes  lieu  des  extrémités  des  droites  égales  et  parallèles  aux 
rayons  de  courbure  d'une  courbe  E  ou  d'une  courbe  B. 


7) 


Sur  les  courbes  gauches  et  sur  la  vale 

ur  île  la  torsion  en  un  point 

d'une  ligne  gèodèsique  tracée  sur  u 

je  surface  du  second  ordre  : 

par  M.  LAGt'EttnE. 

(Sàinoe  du  t;  nul  1876.} 

1.  Considérons  une  courbe  gauche  quelconque  rapportée  à  trois 
axes  rectangulaires  et  dont  k's équations  soient  jr  =  X,ij'= Y,  £  =  Z, 
X,  Y  et  Z  étant  trois  fonctions  données  d'une  même  variable  indé- 
pendante t.  En  chaque  point  m  de  celte  courbe,  menons  une  droite 
mit  normale  à  cette  courbe  cl  dont  la  longueur,  ainsi  que  la  direc- 
tion, soit  fixée  à  chaque  instant  par  la  valeur  de  la  variable  t 
correspondant  au  point  m.  Projetons  ensuite  sur  la  corde  mm1  \v> 
segments  normaux  mu.  et  mit  menés  respectivement  par  les  extré- 
mités de  celte  corde;  je  me  propose  d'abord  d'évaluer  la  somme 
algébrique  de  ces  projections. 

En  désignant  par  ro  cette  somme,  par  À,  B,  C  les  dérivées  de 
X,  ,Y  Z  par  rapport  à  t  et  par  L,  M,  N  les  projections  sur  les  axes 
du  segment  mit.  on  a  évidemment 


MM1 


Je  poserai,  pour  abréger, 

MM-.»  =  P,-^+P,-!^+...+- 


le  coefficient  de  dt  étant  nul  dans  ce  développement,  en  vertu  de 
l'équation  S  AL  =  o,  qui  exprime  que  le  segment  est  normal  à  la 
courbe. 

2.  Des  considérations  très-simples  montrent  immédiatement  que 
chaque  coefficient  d'ordre  pair  Pln  s'exprime  linéairement  au 
moyen  des  coefficients  d'ordre  inférieur  cl  de  leurs  dérivées;  il 
s'annule  donc  en  même  temps  que  ces  derniers  ;  par  suite,  la  for- 
mule (1)  montre  que  w  ne  peut  être  qu'un  infiniment  petit  A'ordre 
impair. 
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Pt  et  Pt  étant  identiquement  nuls,  on  voit  que  généralement  la 
quantité  w  sera  du  troisième  ordre  ;  si  elle  est  d'un  ordre  supérieur,  clic 
sera  du  cinquième  ordre  et  l'équation  suivante  devra  être  satisfaite  : 

(2)  2A"L-f-32A'L'  =  o. 

Si  elle  est  d'un  ordre  supérieur  au  cinquième,  elle  sera  du 
septième,  avec  la  condition  suivante  : 

(3)  2 A"  L  -4-  52  A"  L'-f- 10  2A"  L"  =  o. 

Enfin,  si  elle  est  d'un  ordre  supérieur  au  septième,  clic  sera 
identiquement  nulle,  avec  la  condition 

(4)  '  2A^).-h72A^L'-f-2i2AI*L,,4-352A-rLw  =  o, 

et  alors  la  courbe  pourra  être  placée  sur  une  surface  du  second  ordre . 

3.  Si  Ton  se  propose,  étant  donnée  une  courbe,  de  trouver  un 
système  de  segments  normaux  ayant  cette  courbe  pour  base  et  tels 
que  ci)  soit  une  quantité  in  uni  ment  petite  du  septième  ordre,  on 
devra  déterminer  les  segments  par  les  équations  (2)  et  (3). 

Je  les  transformerai  d'abord  en  définissant,  en  chaque  point  de  la 
courbe,  le  segment  normal  par  ses  deux  projections  U  et  W  sur  la 
normale  principale  et  sur  la  binormale  en  ce  point.  En  désignant, 
suivant  l'usage  habituel ,  par  p  et  par  rie  rayon  de  courbure  et  le  rayon 
de  torsion  de  la  courbe  au  point  considéré,  et  en  prenant  Tare  s  comme 
variable  indépendante,  les  formules  (2)  et  (3)  se  mettront  facile- 
ment, au  moyen  des  formules  de  M.  Serret,  sous  la  forme  suivante  : 

(2)'  Urf  (-)  H-  3—  +  —  Wds=of 

IV.  1 1 


En   diminua    IV  entre 
btîendra  une  équation  linéaire 

ainer  L"i  on  <«t  donc  que.  1*  courbe  étant  donnée,  la  ( 
ne  je  m 'étais  proposé  a  une  infinité  de  solutions,  qui  tontes  peu- 


tent  se  déduire  de  trois  solutions  î 
laquelle  quelques  propositions  LiiMmTtiiqu« 
raient  dîrcrlemenl . 


très-simple*  i 


4.  Lai*sanl  dr  t-olé  ces  cuasidcralions  frncrales,  ainsi  que  les 


■■tiaM  dill-  - 


renticile»  (entre  r,  p  et t)  qui  définissent  les  rnorbes  que  l'on  peut 
trsrer  sur  une  surface  de  secund  ordre,  les  bi  quadratiques  gauche» 
(par  lesquelles  on  peut  faire  passer  une  infinité  simple  de  surfaces 
du  second  ordre),  et  les  cubiques  gauches  fpar  lesquelles  oa  peal 
faire  passer  une  infinité  double  de  surfaces  du  second  ordre),  je  sais 
rechercher  quelles  sont  les  courbes  que  l'on  peut  prendre  comme 
base  de  segments  normaux  dirige*  suit  ant  tes  normale*  princïpates 
de  la  courbe  et  jouissant  de  la  propriété  que  «*  suit  du  sepuèuie 


On   derra, 

l'équation  (ai' 


dans    les    équations    precéd< 


Poser 


immédiate  nient  et  diurne 


W  =o: 


■z  désignant    une  constante  arbitraire.  Portons  cette  valeur  de  L 
dans  l'équation    3  ';  il  vient,  tomes  réductions  faites, 

)  9*  il)  -4S?i(i)*(j)  +  ***[  j) 

5   j      *<0?.^j)^.8*ïlrf(I)-irf(l)]  =  .. 


1)  est  remarquable  que  cette  équation  puisse  s'inlégrcr  sans 
établir  aucune  relation  entre  cet  r:  si  ou  1  intègre  en  elTet  en  con- 
sidérant -  comme  la  fonction  inconnue  'ce  qui  ne  présente  aucune 
difficulté),  on  trouic  que  la  quantité  sous  le  signe  J  est  une  ditlé- 
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renlicllc  exacte,  et  l'on  obtient  l'intégrale  suivante  : 


(6) 


C  désignant  une  constante  arbitraire. 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  torsion  et  la  cour- 
bure d'une  courbe  pour  qu'elle  jouisse  de  la  propriété  énoncée  ci- 
dessus. 

5.  En  particulier,  on  peut  remarquer  que,  si  une  ligne  géodésique 
est  tracée  sur  une  surface  du  second  ordre  quelconque,  en  portant 
en  chaque  point  de  la  courbe  sur  la  normale  principale  une  lon- 
gueur proportionnelle  à  j/p,  les  segments  ainsi  obtenus  jouissent  de 
la  propriété  que  la  somme  algébrique  des  projections  de  deux 
d'entre  eux,  sur  la  corde  qui  joint  leurs  pieds,  est  identiquement 
nulle  \  la  quantité  que  j'ai  appelée  c*>  étant  nulle,  on  voit  qu'en  chaque 
point  d'une  telle  ligne  géodésique  la  torsion  est  donnée  par  la 
relation  (6),  la  constante  C  ayant  une  valeur  convenablement 
déterminée. 


Sur  la  construction  de  la  troisième  courbe  représentative  des 
poussées  maxima  et  minima,  dans  le  Mémoire  de  M.  Peaucel- 
lier  «  Sur  la  stabilité  des  voûtes  »  \  par  M.  G.  Jung,  de  Milan. 

(SJance  du  17  mai  1876.) 

Le  cahier  n°  24  du  Mémorial  du  Génie  contient  un  intéressant 
Mémoire  de  M.  Peaucellier,  sur  l'importance  duquel  le  beau 
Rapport  de  MM.,  les  commissaires  de  l'Académie  des  Sciences  a 
appelé  l'attention  des  géomètres  et  des  constructeurs. 

Le  but  de  cette  Note  est  de  modifier  la  partie  du  Mémoire  du 
savant  colonel,  qui  se  rapporte  a  la  courbe  représentative  des 
poussées  maxima  ou  mini  ma  résultant  de  la  condition  de  donner 
lieu  à  des  courbes  des  pressions  tangentes  à  l'intrados  et  à  l'ex- 
trados, pour  en  faciliter  la  construction  et  la  rendre  plus  pratique. 

Pour  la  description  de  celte  courbe,  je  donne  trois  méthodes  dill'é- 

1 1. 


3 


rentes,  qui  cependant  sont  toutes  basées  sur  la  construction  de 
certains  polygones  funiculaires  cl  sur  des  constructions  très- 
élémcnlaîrcs  cl  bien  connues  du  Calcul  graphique  cl  de  la  Statique 
graphique. 

Du  do  nos  confrères,  M.  le  eommandanl  du  génie  Dewulf,  m'a 
fait  l'honneur  de  m'inviter  à  traiter  ce  sujet;  si  donc  on  trouve 
que  ces  simples  modifications  peuvent  vraiment  faciliter  l'applica- 
tion pratique  de  la  méthode  de  M.  Peaucellier,  c'est  à  M.  Dewulf 
qu'il  faut  en  être  redevable. 

I .  Considérons  la  courbe  des  pressions  tangentes  à  l'intrados  en 
un  point  quelconque  /  (*]  et  cherchons  quelle  est  la  poussée  corres- 
pondante P  et  le  point  d'application  M  de  celle  force. 

I  -j  somme  de*  moments  par  rapport  à  j  de  toutes  les  forces  qui 
sollicitent  le  voussoir  3,j*lj  devant  être  nulle,  on  a  l'équation 
PxMK  =  mom.R  (voir  Mémorial  du  Génie.  n°  44,  p.  187), 
équation  qui  peut  s'écrire 

P  X  Mh  =  nom,  R  =  A  R  =  j», 

où  h  est  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de;  sur  R,  et  z 
est  la  moji-nnc  géométrique  entre  A  et  R. 

Par  rapport  au  point  /"  de  l'intrados,  voisin  de  /.  on  aora  ÔV 
même 

Px  !«K;=mom.R'  =  n'R'  =  s\ 

K'éunt  la  projection  horizontale  de  /'  sur  la  clef  J*  /"»,  R'  la  résul- 
tante des  forces  qui  sollicitent  levonssoir  Ji*j')  et  A'ia  longueur 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de/  sur  R'. 
Donc  __ 

Pi,MK'  —  Mk'  =  mom.R'  —  mom.lt. 
c'est-à-dire 
,il  PxKK"=PAr=*'R'  —  AR, 


m.  VMWÏVir. 
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ou 

(3)  PA/=(s'-hz)Az    (Az  =  z'  —  z). 

Chacune  de  ces  trois  relations  identiques  déterminera  (approxi- 
mativement) la  poussée  P  qui  donne  lieu  à  la  courbe  des  pressions 
tangente  en  j  à  l'intrados,  pourvu  que  j' soit  assez  voisin  de  j. 

La  poussée  P  étant  connue,  son  point  d'application  M  se  trouve 
immédiatement  (n°  8). 

CONSTRUCTIONS    PRÉLIMINAIRES. 

2.  Prenons  (  fig.  i)  sur  l'intrados,  à  partir  du  point  B  où  l'axe  de 

symétrie  AB  est  coupé  par  cette  courbe,  des  points/©,/^  /*,  . . .  (!  ), 
de  manière  que  l'intrados  soit  divisé  en  des  arcs  assez  petits;  soient 
A^0,  A^i,  &y%i  ...  les  projections  horizontales,  sur  AB  des  arcs 
UU-ihUihU-*  •  •  •»  c'est-à-dire  soit 

ty  =  K,  Kh.,  . 

Les  poids  et  les  surcharges  des  voussoirs  élémentaires  (A/0), 
O'o/i  )*  (7i/t)ï  •  •  •  S0Qt  donnés  :  formons-en  le  polygone  des  forces 
a . . .  b0 . . .  bt  . . .  bt . . .  (Jîg*  a).  Les  rayons  o,  1 ,  2, . . .  du  fais- 
ceau alb^bibf. . .)  représentent,  en  grandeur  et  en  direction,  les 
résultantes  R0,  Ri,  Rs,  •  •  •  des  forces  qui  sollicitent  respectivement 
les  voussoirs  (A/0),  (A/i),  (A/,),. . . . 

En  formant  le  polygone  funiculaire  relatif  à  ce  polygone  des 
forces  et  correspondant  à  un  pôle  arbitraire,  on  aura  (Jîg-  1)  les 
R0,  Ri,  Rt, . . . ,  lignes  d'action  des  forces  du  même  nom. 

Finalement,  soient  (Jig*  1)  A0,  A|,  /it,. . .  les  longueurs  des  per- 
pendiculaires abaissées  des  points  j0-,  /1,  /t, .  . .  sur  les  lignes 
R0,  R|,  Ri, . . . ,  respectivement. 

3.  Remarque.  —  Les  Jig.  1  et  2,  comme  toutes  les  autres  qui 
suivent,  sont  des  ligures  schématiques.  Pour  plus  de  clarté,  on  n'a 
tracé  ni  le  polygone  funiculaire,  ni  toutes  les  lignes  R4dansla/îg\i, 


('}  Dans  la  fig,  1,  ces  points  sont  représentes  par  les  indices  o,  1,  p,  ...  sur  l'in- 
trados; ot  les  points  K„  K,,  Ktf  . . .  sont  représentés  par  les' mêmes  indices  sur  Taxe 
de  symétrie  AB. 


ni  toutes  les  résultâmes  dans  la/'à'-  ''.,  cl  l'on  a  pris  tes  lignes  très- 
iut/linccs. 

Une  droite  It;  de  la //g.  i  est  parallèle  au  rayon  i'=«&,  de  la 

A    partir  du  point   K4l  on  a  supposé  que  les  segments  Kt  Ks, 

K;  k,..  . .  .  sont  de  même  longueur. 


CONSTRUCTION    DES    POUSSÉES    1"    MOTFNNAKT    LA    FORMULE    [»î 

4.  Sor  l'horizontale  (A)  [fig-ty,  à  partir  d'une  origine  S,  preu 
les  segments 

9«  =  m  Ar,  =  »i  RTiT . 
â7  =  mAj-,  =  njÏMC, 
^  =  mA/,=  mK7K;, 


m  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque  (');  sur  la  verticale 
(11),  passant  par  Je  point  5,  prenons  les  segments  consécutifs 

oo  =  nh„     ii  =  n/t,,     22  =  nA,    ,..., 

n  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque  (');  et  traçons  les  ver- 
ticales o,  i,3,  ...  passant  par  les  points  o,  1,2,  . .  .de  (A). 

Formons  le  polygone  (*)  £  =  00  [23456' . .  -  dont  les  sommets 
o,  1,2,  ...  se  trouvent  sur  les  verticales  o,  1 ,  2,  . .  . ,  et  dont  les 
côtés  00,  01,  12,  . . .  passent  respectivement  par  les  points  o,  01, 
12,  ...  delà  ponctuelle  (H)  :  par  exemple  le  côté  i.i-f-i  de 
2  passe  par  le  point  i,î  +  1  de  (H). 

Le  premier  côté  00 de  X  passe  par  le  point  o  de  (H),  mais  est 
d'ailleurs  arbitraire. 

Formons  ensuite  un  autre  polygone  £'=01  01'  a'3'  4'  5' fi'  ..  - 
ayant  pour  premier  côté  le  second  côté  01  de  £,  et  pour  premier 
sommet  le  premier  sommet  o  de  £,  et  ayant,  comme  S,  les  autres 


(•)D.a.not«/î(ff.3,™=i(.,»=a. 

{•)  Voir  CnUiAM  :  Dit  graphiiche  Statîk ,  a"  édition,  §  1,  i 
Ji  Calcolo  srafice,  g  III. 
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sommets  i',  2;,  3', . . .  sur  les  verticales  i,  2,  3,  ...   et  les  autres 

côtés  01',  iV,  . . ,  passant  par  les  points  1 2,  23,  ...  de  (H). 

Sur  une  horizontale  (R),  à  partir  d'une  origine  r,  prenons  des 

segments 

ro  =  R#, 

n=R„ 

ri  =  R„ 

•    ••••••y 

et  traçons  les  verticales  o,  1,  2,  . . .  par  les  points  o>  1,  2,  . . . , 
extrémités  de  ces  segments. 

Formons  :  i°  le  polygone  11=  00 123456. . .  dont  les  sommets  i 
sont  sur  les  verticales  1,  les  côtés  i.i'+i  sont  parallèles  aux  côtés 
i.i  -f-  i  de  E,  et  le  premier  sommet  o  est  arbitrairement  pris  sur  la 
verticale  o  *, 

20  Le  polygone  11'=  1V  2' 3'  4' 5'  6'. . . ,  dont  les  sommets  V  sont  sur 
les  verticales  i,  les  côtés  VA1  -+-  1  sont  parallèles  aux  côtés  i —  1 .1 

de  2'  (en  particulier  1'  i;  parallèle  à  10.0),  et  le  premier  sommet  1' 
est  un  point  quelconque  de  la  verticale  1 . 

5.  Cela  posé,  il  est  évident  que  les  segments  déterminés  par  les 
côtés  du  polygone  II  sur  la  verticale  (  P)  passant  par  le  point  r, 
c'est-à-dire  les  segments  consécutifs 

oo==<7#,     11  =  9,,     22  =  9,,     33  =  <7a,  ... 

de  (P)  sont  respectivement  égaux  à 

nh.  nht  nh,  nht 

'"•> A~~~  **•»  \  ***»  7 **3>     •   •  •   > 


et  les  segments  déterminés  sur  la  même  verticale  par  les  côtés  du 
polygone  II',  c'est-à-dire  les  segments 

i'i'==/>#>     2' 2'  =  //,,     3'3'=/>,,     4,4'=/?,,  ... 

de  (P)  sont  respectivement  égaux  à 

nht     u  n/h    u  nhi    n  nhK 

1*1,  v Ki,         T t\39 |lt,    •  •  •   i 


m  ùjrm  m  A/,  m  A/2  m  A  r, 


par  conséquent,  se  rappelant  la  formule  { i  ),  on  a 

P,  =  ^(p,~q.),      P,  =  ~(p,-qi),      P,  :=£[/».-*,).    --    • 

Si  doue,  sur  une  droite  (u)  {^fig.  4),  on  prend  un  segment  NN 
égal  n  fois  à  uu  segment  arbitraire  /,  et  des  segments  consécutifs 

00  =  u„      IIWu      22  =  U„..., 

respectivement  égaux  aux  différences 

P*  —  q»,    p<~q.-    p.  —  ?..  ■■■- 

dilî'érences  que  l'on  déduit  facilement  de  la  ponctuelle  (P);  si, 
sur  une  autre  droite  (u,),  parallèle  à  (u),  on  prend  DU  segment 
MM=  mX;  et  si,  du  point  S  commun  aux  droites  MJ\,  Mi\,on  fait 
la  projection  de  la  ponctuelle  (u)  sur  (j|),  on  trouvera  que  les 
segments 

0,0,,        1,1,,       2,3,,    .  .. 

de  (t>i)  sont  respectivement  égaux  aux  poussées  cherchées 

P..     P„     P,   ... 
correspondant  aux  points  /»,  y,,  /,,  ...  de  l'intrados. 


CONSTRUCTION    DES    POUSSÉES 

Pj4rj-fa-i-<t*i)A* 

6.  Surlesrayons  0,  1,  2,  ...  du  faisceau  a  (  du  polygone  des 
forces)  comme  diamètres,  on  décrit  des  demi-cercles  et  l'on  prend  les 
segments /i,,  /(,,/;,,. . .  (Jlg-  5)  ;  on  construit  ensuite  les  segments  zt 
de  manière  que 

z]  =  Ai  X  1  =  A,B„ 

c'est-à-dire  que  z,-  soit  moyenne  géométrique  entre  À,-  et  R,. 

Ou  autrement  :  on  prend  (fi g.  6)  sur  une  droite,  à  partir  d'une 
origines,  des  segments  zo,  zi,za,  «3, . . .  égaux  aux  rayons  corres- 
pondants R0,  Ri,  R„  R9)  ...  du  faisceau  a,  et  l'on  décrit  les  demt- 
cercles  sur  ces  segments  zi';  sur  la  même  droite,  et  à  partir  de  la 
même  origine,   on  prend  les  segments   zo';  si',  za',  . . .  égaux  à 


/j0,  /<<,  /*j,  . . .  ,    et  l'on  forme  le  faisceau  z  (o,  ij  2,  . . .  )  dont  les 
rayons  zL  soient  moyennes  géométriques  entre  h%  et  Rt-. 

Sur  une  horizontale  (A),  à  partir  d'une  origine  a  (fig.  7)7  pre- 
nons les  segments 

ao  =  /nAj#, 

ai  =  mAjrt9 

a2  =  mAj„ 


#/*  étant  un  nombre  entier  et  positif  ('),  et  tirons  les  verticales  par 
les  points  0,1,  2, . . .  -,  et  sur  la  verticale  passant  par  a,  des  deux 
côtés  de  a,  prenons  des  segments 

ao  =  ao'  =  nz%> 
ai  =a*'  =  ii*iy 
a2  =  a2'  =  nzu 


n  étant  un  nombre  entier  et  positif  (*). 
Alors  on  a  sur  celte  verticale  les  segments 


et 


1.1-f- 1  =  n(zi+t —  zt)  =  n&Zif 
i.i'h-i  =n(Zi  +  zt+t). 


Sur  une  horizontale  (Z),  à  partir  d'une  origine  2*{Jîg.  7),  prenons 

les  segments 

zo  =  01  '  =  /i  (  z9  -+-  zx  ) , 

Z I  =  1 9/  ==n  (  2,  H-  Za  )  , 

JZ2  =  23'  =  M  (  Z2  -h  Ta  )  1 


et,  par  les  points  o,  1,  a,  . . .  extrémités  de  ces  segments  Zi,  tirons 
les  verticales. 


(')  Dans  notre  fig.  7,  m  =  10. 

(•)  Dan*  notre  y^».  7,  «  =  2.  Dans  les  deux  constructions  indiquées  au  commen- 
cement do  ce  numéro,  on  pourrait  prendre,  au  lieu  des  segments  =  hi ,  des  seg- 
ments =  n*hti  on  aurait  alors,  au  lieu  des  segments  5j(=v^Rj,  les  segments 
z\  (  =  ««,)  ;  et  ici  il  suffirait  de  prendre  ao  =ao'az'j.  Les  fig.  5  et  G  en  seraient 
peut  être  plus  claires. 


Formons  (fig.  y)  le  polygone  L  =  ooia3  .  .  - ,  comme  au  n"  -t; 
et,  comme  au  n°  i,  déduisons  de  celui-ci  le  polygone  II =ooia3.... 

Lescôlés  du  polygone  II  interceptent  sur  la  verticale  passant  parX 
les  segments 

/./+  ,—(*-»- -MA*  =  2!  P.. 

m  Ay\  m    '' 

Donc,  avec  la  construction  de  la  fig.  4,  OÙ  cependant  ou  prendra 
NN  =  «'  l  (X  étant  un  segment  arbitraire)  et  MSI  =  mîSSS  , 
ou  déduit  les  poussées  P,  correspondant  aux  [joints  jt  de  l'in- 
trados ('). 

7.  La  construction  des  Pi  avec  la  formule  (a)  ne  présentant 
aucune  difficulté  et  pouvant  se  déduire  facilement  de  ce  cjui  précède, 
je  pense  pouvoir  me  passer  d'en  faire  la  description. 


CONSTRUCTION    DE    ] 

8.  Lorsque  les  P,  sont  déterminés,  on  fixe  leurs  points  d'applica- 
tion M,  sur  AU  de  la  manière  suivante. 

On  tire  par  a  dans  le  polygone  des  forces  l' horizon  taie  (a),  et, 
à  partir  du  point  a  on  porte  les  segments  [Jig  2) 

ao  =  V„    fli=p„    (i2  =  P„ 

De  l'extrémité  6,-  du  i'*mo  rayon  (  =  R,-)  du  faisceau  a,  on  tire  la 
droite  bt  1,  et,  du  point  correspondant  /,■  de  l'intrados  (voir  n°  2  et 
fig.  1  et  a),  on  tirelaparallèle  à  b(i  jusqu'à  sa  rencontre  en  nu  avec 
la  H,-  correspondante. 

La  projection  horizontale  M,-  de  mt  {fig-  1)  sur  l'axe  de  symétrie 
AB  est  le  point  d'application  de  la  poussée  P,  qui  donne  lieu  à  une 
courbe  des  pressions  tangente  au  point  /,  à  l'intrados. 

Si  donc  on  porte  les  segments  Pi  =  ai(Jig.  2)  en  direction 
horizontale  et  à  partir  de  M;  [fig-  1),  les  extrémités  P,  de  ces 
segments  appartiennent  à  la  courbe  transcendante  cherchée. 
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OBSERVATIONS. 


9.  Des  procédés  tout  à  fait  analogues  s'appliquent  à  la  déter- 
mination des  poussées  qui  engendrent  des  courbes  des  pressions 
tangentes  à  l'extrados,  au  lieu  de  l'être  à  l'intrados,  et  à  la  construc- 
tion de  la  courbe  représentative  correspondante. 

10.  Il  n'est  pas  inutile  peut-être  de  rappeler  ici  une  remarque 
pratique  de  M.  Culmann  sur  la  construction  des  polygones  funicu- 
laires en  général. 

Je  reproduis  les  paroles  de  l'illustre  savant  de  Zurich  (*)  :  «  Avant 
de  conclure,  nous  ferons  observer  que  les  figures  [analogues  aux 
fig.  3  et  y)  deviendraient  très-compliquées  et  presque  indé- 
chiffrables, si  l'on  prolongeait  de  côté  et  d'autre  tous  les  côtés  des 
polygones  (funiculaires).  Il  suffit  complètement  de  tracer  les  côtés 
entre  les  verticales  correspondantes  et  de  marquer  leurs  points  d'in- 
tersection avec  la  ligne  »  verticale  (H)  où  (P)  de  la^ig.  3. 

«  Nous  recommandons  aussi  de  faire  bien  attention  à  notre 
notation. . .   »  $  c'est  celle  que  j'ai  adoptée  dans  les  fig.  3  et  y. 

(*)  Loe.  cit.,  p.  28. 
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